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I. 

Grundzüge  einer  neuen  Methode  der  höheren  Analysis. 

Von 

Herrn  Dr.  FF.  Schell, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Marburg. 


§.  i. 

Begriff  des  Quotials. 

Wenn  u'  der  geänderte  Werth  einer  Variabein  u  ist,  so  erhält 
man  durch  Subtraction  die  Differenz  von  u,  nämlich  du—u'  —  u, 
und  diese  Gleichung  oder  auch  die  aus  ihr  abgeleitete  u'  =  u  |  Ut 
lehrt  den  geänderten  Werth  u'  aus  dem  ursprunglichen  u  und 
seiner  Differenz  Ja  finden.  Geht  u'  in  seinen  ursprunglichen  Werth 
u  zurück,  so  nähert  sich  die  Differenz  der  Null  als  Grenze,  wird 
mit  du  bezeichnet  und  Differential  von  u  genannt.  Auf  dieser 
einfachen  Beziehung  zwischen  einer  Grosse  und /ihrem  geänderten 
Werthe  beruhen  im  Grunde  die  fünf  Methoden  der  Analysis,  welche 
die  Namen  der  Differenzen-  und  Summenrechnung,  der  Differential-  ' 
und  Integralrechnung,  sowie  der  Variationsrechnung  führen. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Division  von  u'  mit  u 

u' 

den  Quotienten  von  u,  nämlich  die  Grösse  — ,  die  wir  mit  Qu 

u 

u' 

bezeichnen  wollen.    Die  Gleichung  ©«  =  —  oder  auch  u'  =  u .  &u 

lehrt  wieder  den  geänderten  Werth  u'  aus  dem  ursprünglichen  u 
und  dessen  Quotienten  Su  finden.  Geht  u'  in  seinen  Ursprung, 
liehen  Werth  u  zurück,  so  nähert  sich  der  Quotient  von  u  der 
Einheit  als  Grenze;  er  mag  alsdann  mit  &u  bezeichnet  und  Quotial 
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von  u  genannt  werden.  So  wie  das  Differential  eine  Grösse  be- 
zeichnet, welche  von  der  Null  unendlich  wenig  verschieden  ist 
und  im  Moment  des  Verschwindens  gedacht  wird,  so  bezeichnet 
•las  Quotial  eine  Grösse,  welche  von  der  Einheit  unendlich  wenig 
abweicht  und  im  Begriffe  steht,  in  diese  überzugehen. 

Der  Begriff  des  Quotienten,  als  des  Aenderungscoefficienten 
einer  Grösse,  ist  der  reinen,  wie  der  angewandten  Analysis  nicht 
fremd;  der  Begriff  des  Quotials  dagegen  findet  sich  nur  spärlich 
angedeutet  vor,  wenigstens  hat  man  auf  ihn  keine  so  allgemeine 
Methoden  gegründet  wie  auf  den  Begriff  des  Differentials. 

Es  igt  klar,  ivie  man  diese  Betrachtung  auf  andere  Fälle  aus- 

u 

dehnen  kann.  So  erhält  man  durch  Radiciren  die  Wurzel  Slu=z  Vw7 
und  die  Gleichung  u'  =  Sluu  zeigt  wieder,  wie  u'  aus  dem  ursprüng- 
lichen Werthe  u  und  der  Wurzel  Slu  gebildet  wird.  Nähert  sich 
aber  hier  u'  dem  m,  so  nähert  sich  Slu  nicht,  wie  in  den  beiden 

vorigen  Fällen,  einer  constanten  Grenze,  sondern  der  Grösse  V u. 

u 

Zu  ähnlichen  Betrachtungen  kann  die  Gleichung  Au=z\o%u'  ver- 
anlassen, aus  welcher  u'  =  uAu  folgt  und  wobei  der  Logarithmus 
Au  sich  der  Einheit  nähert,  wenn  u'  in  seineu  ursprünglichen  Zu- 
stand tl  zurückgeht.  Die  beiden  zuletzt  angedeuteten  Fälle  sollen 
jedoch  von  der  vorliegenden  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben. 

Der  obigen  Erklärung  zufolge  stellt  das  Quotial  &u  einer 

Ii 

Grösse  u  das  Verhältniss  —  des  geänderten  Werthes  u'  dieser 

u 

Grösse  zu  ihrem  ursprünglichen  Werthe  u  für  den  Fall  dar,  dass 
u'  im  Moment  des  Ueberganges  in  u  gedacht  wird.  Das  Quotial 
&u  ist  also  der  Coeflficient,  welcher  an  u  treten  muss,  um  diese 
Grösse  in  einen  nächstanliegenden  Zustand  überzuführen.  Wenn 
nun  u  innerhalb  eines  Intervalls  sich  continuirlich  ändert  und  sein 
Zeichen  nicht  wechselt,  so  wird  du  von  der  positiven  Einheit  un- 
endlich wenig  abweichen  und  grösser  oder  kleiner  sein,  als  diese, 
je  nachdem  w  wächst  oder  abnimmt  An  den  Stellen,  an  welchen 
u  ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht,  also  vom  Wachsen  zum 
Abnehmen  oder  vom  Abnehmen  zum  Wachsen  übergeht,  wird  <&u 
durch  die  Einheit  hindurchgehen.  Wird  u  unendlich  ohne  Zeichen- 
wechsei,  so  erreicht  &u  ebenfalls  die  Einheit.  Aendert  u  sein 
Zeichen  und  bleibt  continuirlich,  geht  es  also  vom  Positiven  zum 
Negativen  oder  umgekehrt  von  diesem  zu  jenem  durch  die  Null 
hindurch  über,  so  wird  Ou  unendlich.  An  allen  Stellen,  wo  u 
eine  Unterbrechung  der  Continuität  erleidet,  wird  &u  immer  von 

/ 
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der  Einheit  um  eine  endliche  Grosse  abweichen  und  positiv  oder 
negativ  sein,  je  nachdem  seine  beiden  Nachbarwerthe  gleiches 
oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 


S-  2. 

Quotialderivirte,      Quotial  logarithmus    und  Quotial- 

gleichung. 

Es  sei  u  eine  Funktion  einer  Variabein  x,  nfimlich 

u=/Xx). 

Aendert  sich  x  dadurch ,  dass  es  mit  seinem  Quotienten  ßx  mul- 
tiplicirt  wird,  geht  es  also  in  x.ßx  über,  so  erhält  man  einen 
folgenden  Werth  n'  dieser  Funktion,  nämlich 

«'  =f(x.Qx), 

und  folglich  durch  Division  mit  dem  ursprünglichen,  den  Quotien- 
ten von  u: 

Nimmt  man  nun  Logarithmen  zur  Basis  ßx,  wodurch  man  die  Gleichung 

4*         ex  fix, Sa:) 

log0M  =  log^p  (1) 

erhält,  so  bemerkt  man  leicht,  dass  die  Grosse 

l*  fix,  ßx) 

bei  dem  Uebergange  des  ßx  in  die  Einheit  im  Allgemeinen  sich 
einer  bestimmten  Funktion  von  x  als  Grenze  nähert.  Diese  Funk- 
tion möge  die  Quotialderivirte  von  f{x)  genannt  und  mit  /\.n 
bezeichnet  werden.    Sie  wird  also  defiuirt  durch  die  Grenzgleichung 

0*  fix.ßx) 
{lim.e*=ll. 

nun  ßx  sich  der  Einheit  nähert,  also  nach  der  im  §.  1. 
gegebenen  Erklärung  zum  Quotienten  &x  wird,  so  geschieht  das- 
selbe mit  Bit,  und  es  geht  diese  Grosse  in  das  Quotial  &u  über. 
Daher  kann  die  fragliche  Grenze  mit  Hülfe  der  linken  Seite  der 
Gleichung  (1)  auch  durch  das  Symbol 
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IOg  #M 

bezeichnet  werden;  der  Kürze  wegen  möge  es  aber  verstattet  sein, 

statt  des  Zeichens  log  den  einfachen  Buchstaben  k  zu  gebrauchen 
und  also  durch 

den  in  f(x)  vollendeten  Grenzenübergang  auzudeuten.  k&u  ist  da- 
her nur  eine  andere  Bezeichnung  für  f(x),  welche  aber  den  Vor- 
theil gewährt,  dass  sie  die  Spuren  des  Grenzenüberganges  noch 
erkennen  lässt.  Es  scheint  jedoch  passend,  hiefür  einen  beson- 
deren Wortausdruck  zu  wählen.  Demgemäss  möge  X&u  der  Quo- 
tiallogarithmus  von  u  heissen.  Quotiallogarithmus  und  Quotial- 
derivirte  bedeuten  also  ganz  dieselbe  Funktion,  und  in  der  Gleichung 

k&u  =  f\x) 

ist  die  linke  Seite  nur  ein  Symbol,  welches  die  Entstehungsart 
der  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Funktion  erläutert. 

Um  nun  den  Grenzwerth  des  Ausdruckes 

für  ein  sich  der  Einheit  näherndes  0x  zu  finden,  kann  man  zu- 
nächst den  Satz  über  die  Verwandlung  logarithmischer  Basen  in 
Anwendung  bringen,  demzufolge 

■  la 
log«  =  ,- 

gesetzt  werden  kann.   Hierdurch  wird 

fix,  ex) 

e*  fix. ex) _ f\x)  \.f(x.ex)-\.f(x) 

Lässt  man  nun  hierin  ex  in  die  Einheit  übergehen,  so  erhält 
man  die  unbestimmte  Form  deren  wahrer  Werth  aber  durch 
einmaliges  Differenziiren  nach  ex  gefunden  wird.    Er  ist  nämlich 

*  CM 

fix) 

oder,  unter  einer  anderen  Form  dargestellt, 
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d.\f(x) 

X.-r-j  


Dadurch  erhält  man  schliesslich  für  di«  Quotialderirirte  /U )  die 
Gleichung : 

ft^-r  d\ßx)_xT^) 

welche  in  folgendem  Satze  ausgesprochen  werden  kann: 

Die  Qu otialderivirte  oder  der  Qu  otiallogarithmus 
einer  Funktion  f(x)  wird  gefunden,  wenn  man  den  Dif- 
ferentialquotienten vom  natürlichen  Logarithmus  der- 
selben mit  dem  Argumente  x  multiplicirt. 

Die  Gleichung  (3)  zeigt,  wenn  sie  auf  die  Form 

gebracht  wird,  in  welcher  Weise  sich  die  Operationen  des  Diffe- 
rentiirens  und  Quotiirens  tilgen. 

Sowie  man  in  der  Differentialrechnung  aus  der  Gleichung 

zwischen  dem  Differentialquotienten  und  der  Derivirten  einer  Funk- 
tion u=f\x)  sich  erlaubt,  die  Differentialgleichung 

du=f(x)dx 

abzuleiten,  so  ist  es  offenbar  auch  hier  verstattet,  statt  der  Gleichung 
die  folgende: 

&u  =  &xh*)         „  (4) 

zu  gebrauchen.  Eine  solche  Gleichung  zwischen  den  Quotialien 
der  Funktion  und  ihres  Argumentes  mag  eine  Quotialgleichung 
genannt  werden.  Sie  sagt  aus,  dass  das  Verhältniss  zweier  un- 
mittelbar auf  einander  folgender  Werthe  der  Funktion  in  einem 
zusammengesetzten  Verhältniss  steht  zu  dem  Verhältniss  der  ent- 
sprechenden Werthe  ihres  Arguments,  dessen  Exponent  gleich 
der  Quotialderivirten  der  Funktion  ist. 

So  wie  sich  die  Differentialrechnung  zur  Abkürzung  ihrer  Be- 
trachtungen mit  grossem  Nutzen  der  Methode  des  Unendlichkleinen 
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(der  Null  ünendlichnahen)  bedient,  so  kann  für  den  hier  zu  ent- 
wickelnden Calcul  eine  Methode  des  der  Eins  Unendlichnahen 
ausgebildet  und  mit  nicht  geringerem  Erfolge  angewandt  werden. 

{•  3.  , 

Quotialformeln  ffir  die  einfachen  Funktionen. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Regel  findet 
man  folgende  Quotialformeln : 

sin&r* 
xtgx, 

1  x 
aresin  x '  Vi  —  x2 ' 

I  x 

arecosa:'  vT^äT*' 

1  x 

aretga:'  1  +x2' 

M •  s.  w. , 

oder,  wenn  man  lieber  Quotiale  statt  Quotiallogarithmen  anwenden  will, 

i 

1.  &.xa=öxa,  5.  &.\x  =&xu, 

2.  #.a*=<fcr*i°,  6.  &.smx=&xXC0{Sx, 

3.  &.e*=&x*,  u.  s.  w. 

Die  goniometrischen  Quotialformeln  haben  eine  nicht  uninteres- 
sante geometrische  Bedeutung.  Hiervon  nur  ein  Beispiel.  Es  sei 
AM  Fi  (Taf.  I.  Fig.  1.)  ein  mit  dem  Radius  CAz=r  beschriebener 
Viertelkreis,  M  und  M  zwei  unendlich  nahe  Punkte  desselben, 
von  welchen  auf  CA  die  Perpendikel  MP,  M'P1  gefeilt  sind. 
Construirt  man  in  B  die  Tangente,  welche  von  dem  nach  M  gehen- 
den Radius  in  Q  getroffen  wird,  und  zieht  MR  parallel  AC,  so 
hat  man  zunächst: 

CQ  _  t        BQ_  M'H      AM  _  AM 
r   ~  MP'     CQ  — MM"       r    -  r 


1.  kö.xa=a, 

2.  k&.ax=:x\a, 

3.  k&.e*  z=zx, 

4.  k9.x*=x(l  + 


9.  Ä#.cotgx 

10.  k&.aecx 

11.  k&.cosecx 


M       .         1  12.  A#. aresin #  = 

5.  kxr.lX  =  j— , 

6.  ^.sinar  =  a:cotga:,  13.  A#.arccosa:= 

7.  A#.cos.r=— xtgx, 

2z  14.  A#.arctg.r  = 

8.  k&.tgx  =  .  0- » 

°         sin  2x 
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Multiplier t  man  diese  drei  Gleichungen  mit  einander,  so  folgt 

AM  BQ     M'R  MM' 

nun  ist  aber,  weil  M'R  und  MM'  unendlich  klein  sind, 

Rp-W't  MP}  —  1'  MP' 

MM'     „_  ,  MM\  AM' 
-ÄM=l(l^AM)={'ÄM; 

mithin,  wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

•» 

AM  BQ  _ .  M  P1  AM' 
r      r    -l  MP   lAM  ' 

woraus  sich  sogleich 

JMBQ 


MP      /AM'\  r  r 

jfp  -  \amJ 


findet.  Diese  Gleichung,  welche  das  Verhaltniss  zweier  auf  ein* 
ander  folgender  Ordinaten  des  Kreises  aus  dem  Verhaltniss  der 
zugehörigen  Bogen  finden  lehrt,  geht  aber  in  die  Gleichung 

#.sina:  =  #**c0!?* 

* 

AM 

über,   wenn  man  -— =  #  setzt.    Denn  dadurch  wird 

MP  BQ  AM'     AM' it 

_  =  sin*,    _=cotg^,    „F  =  __  =  ^, 

M'P4  M'Pt-.r 


MP  -  MP:r 


=  # .  sin  x. 


Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  die  übrigen  goniometrischen 
Quotialformeln  ebenfalls  ableiten. 


}.  4. 

Quotialformeln  für  zusammengesetzte  Funktionen. 

Bedeuten  u,  v,  w,....  Funktionen  von  x,  u,  v,  w,....  ihre 
Quotialderivirten  und  c  eine  Coostante,  so  gelangt  man  leicht  zu 
den  folgenden  Sätzen: 
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1)  Für  u  =  c  ist  u—c=0. 


2)  Für  u—c.v  erhält  man  w=t>,  d.h.  der  constante  Fak- 
tor fällt   beim  Quotiiren  weg.     Hieraus  folgt  sofort  als 
sieller  Fall: 


3)  (—  ll)  =  (-l.«)  =  M. 

4)  Ist  u  die  Summe  zweier  Funktionen,  nämlich 
so  wird 

♦  * 

•      vv  -f  ww 

u  —  • 

v-f-w 

I 

Aus  der  Gleichung  (3)  des  §.  2.  erhält  man  nämlich  für  f{x)  =  u : 

uu  =  xu' 

oder,  weil 

u'  =  v'  +  w' 


ist, 


* 

uu  =  xv'  -f  xw* ; 


nun  wird  aber  nach  derselben  Gleichung 

,  *       ■        ,        xw'        *  • 

xv  =  v  —  vv  und  xw'—w.  =zww, 

V  w 

mithin,  wenn  man  diese  Werthe  einsetzt, 

•  *  • 

uu  —  oo  -f  ww , 

woraus  durch  Division  mit  u  =  v  +  w  der  angegebene  Ausdruck 
fiir  u  folgt. 

Für  r  =  c,  also  ftir  u  =  c  +  ti>,  ergibt  sich  hieraus  mit  Rück- 
sicht auf  1): 

•  ww 
u  = 


c-f  w9 

för  «?=—«€>!,  also  für  u=.v—wlf  aber  mit  Rücksicht  auf  3): 


•      vv — ww, 

u  =  - 

v  —  wl 


Ist  u  ein  Aggregat  von  beliebig  vielen  Funktionen,  nämlich 
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u=:v±w±y±z± 
so  findet  man  auf  ähnliche 


m  ?< = u  r  +  ww  ±  yy  ±  zz  ±  . . . . , 

also 

•       •      •  • 

•  vv  4-  uno  Jz  yy  4:  zz  +  .... 

5)  Ist  u  ein  Produkt  zweier  Funktionen,  nämlich 

u  =  v.w, 

so  wird 

•     •  • 

t£  =  ü  -f-  VD. 

Nach  §.  2.  Gleichung  (3)  erhält  man  nämlich  zunächst 

uu  =  xwv'  +  xvw\ 
und  wenn  man  diese  Gleichung  mit  u  =  v.v>  dividirt,  die  folgende: 

•     XV*  .  xw' 

welche  aber  wegen  =  r  und  ^  =t©  in  die  angegebene  Glei- 
chung übergeht. 

6)  Für 

findet  man 


 £ 


•      •  • 

ti  =  t>  —  tü. 


Statt  nämlich  die  Gleichung  t*=r-  zu  quotiiren,  thue  man  dies 

to 

i 

mit  der  gleichbedeutenden  u>.m=ü,  wodurch  man  nach  5)  erhält 
u>  +  u=i;  hieraus  aber  folgt  m  =  c  — w. 

Die  in  5)  und  6)  entwickelten  Sätze,  welche  in  Worten  lauten: 

Die  Quotialderivirte  des  Produkts  zweier  Funktio- 
nen ist  die  Summe  der  Quotialderivirten  der  einzelnen 
Faktoren,  und: 

Die  Quotialderivirte  ihres  Quotienten  ist  die  Dif- 
ferenz der  Quotialderivirten  des  Dividenden  und  Di- 
visors, 
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zeigen,  dass  die  Quotialderivirten  in  gewissen  Fällen  der  Analy- 
sis  ähnliche  Dienste  leisten  können,  wie  die  Logarithmen  der 
Arithmetik.  Gesetzt,  es  bandele  sich  darum,  das  Produkt  zweier 
Funktionen  v  und  w  in  eine  Reihe  zu  entwickeln,  so  entwickele 

man  v  und  w  und  bilde  v  +  w  =  Sl.   Kann  man  nun  eine  Keine 

finden,  deren  Quotialderivirte  Sl  ist,  so  wird  sie  eine  Entwicke- 
luug  von  v.w  bis  auf  einen  constanten  Faktor  genau  sein,  der 
beim  Quotiiren  möglicherweise  herausgefallen  sein  kann,  der  aber 
leicht  wieder  zu  finden  ist. 

7)  Für  die  Funktion 

u=  vw 

* 

erhält  man: 

u  =  w  (v  -f  w\v)  =  wv  -f  wtvlv. 
Als  spezielle  Fälle  sind  in  dieser  Formel  enthalten: 

a)  u=cw,  u  =  ww.\c, 

•  * 

b)  u=vc,  u  =  c.v, 

c)  u  —  ew%  u—ww.  v 

Aus  a)  und  h)  ersieht  man,  dass  in  der  allgemeinen  Formel  die 

beiden  Bestandteile  wv  und  ww\v  die  partiellen  Quotialderivirten 
von  u  sind,  die  man  erhält,  wenn  man  das  eine  Mal  w,  das  an- 
dere Mal  v  als  constant  ansieht.  Bezeichnen  also  uv,  un  die  nach 
v,  w  genommenen  Quotialderivirten,  so  kann  man  diese  Formel 
aucb  so  schreiben: 

♦     •  * 

8)  Aus  7)  ergibt  sich  fär  die  Funktion: 

u=Vv, 
*     1  •     ♦  , 

Man  findet  dies  entweder,  indem  man  in  7)  —  statt  w  setzt  und 
bedenkt,  dass  (-}  =  — w  ist  (nach  1.  und  6.) ,  oder  indem  mau 
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erst  mit  w  beiderseits  potenzirt,  auf  «»  die  Formel  7)  anwendet, 

schliesslich  aber  für  Itf  seinen  Werth  -h  wieder  einfuhrt. 

w 

9)  Für 

u  =  \v 

erhält  man 

*  v 

u=r,- 

Daher  ist  allgemein 

•  * 

lt> .  (h)  =  v. 

10)  Se  i 

IT 

m  =  log  v. 


Da  log©  =  j—  ist,  so  erhält  man  sogleich: 


* 

•  v 


\v~\w' 

Diese  Formel  enthält  die  speziellen: 

* 

a)  i*=logt>,  u~\v' 

♦ 

w  *  w 

b)  w=logc,  «=—,—  • 

Die  Grösse  c  kommt  darin  nicht  vor,  sie  fallt  durch  die  Faktoren 
,  1 

ic,  ,-  weg. 

11)  Schliesslich  mögen  hier  noch  die  beiden  Funktionen 

Cr     v     V  ( 

u=Wf)        /    «od  «  =  »Vl"  *  ' 

betrachtet  werden,  von  denen  die  erste  mit  '  identisch  ist, 
wenn  p  die  Anzahl  aller  Exponenten  v  ist,  während  die  zweite 
nicht  unmittelbar  durch  Potenzen  ausgedrückt  werden  kann.  Für 
die  erste  findet  man  sogleich: 

*  * 

M  =  t>P(l  +pll?).t>. 

Der  Differentialquotient  dieser  Funktion  findet  sich  hieraus 
nach  §.  2.  Gleichung  (3)  als 
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u'  =  -  .u.  pp  (1  +p\v)v  =  u .  »P-V  (1  +  p\v) , 


daher  besteht  für  diese  Funktion  die  Gleichung 


*  * 

UU  vv 


Die  zweite  der  angeführten  Funktionen  möge,  wenn p  die  Anzahl 
der  Basen  v  bedeutet,  mit 


9 
V 


(vv) 

bezeichnet  werden,  so  dass  also  t>=t>»,  v  =  vK     u.  s.  f.  ist.  Aus 

T  a 

der  Gleichung  <  ' 

u  =  t>  , 
p 

folgt  dann 

Im  =  v .  \v , 

und  hieraus  durch  Differentiation: 

d\u        v'      .  , 

da:    ^v  ^ 
p-i  p-i 


* 


#0 


_P~*  P-I. 


mithin  uach  §.  2.  wegen  —  =  v  und  v'  = 


Eben  so  weiter 


•     •       •  • 

u  =  v  =  v.v  +  v  .  v  Av. 

p   p— i    p—i  p-^i 


t?  =  V.t)  -f  t?  .  v. \v, 

•  *  * 


t)  =  t?.t>  +  ©.ü.lü, 

*      •     *  ■ 

v=zv.v  +  «.t>.h>. 
T 


(S.  No.  7.) 
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Sobstituirt  man  diese  Wert  he  nach  und  nach  rückwärts,  so  erhält 
man  schliesslich: 

ii  =  p.{ p -f  p  .  p.Ip+p  .  p  .  p.Ip'  +  p  .  p  .  p  .  p.lp8-f — 

»  ■ 

—  -f  r  .  p . . . . t> . rlt?»»-1  +  p  .  p....p.p.IpP|. 


Den  Differentialquotienten  von  «  erhält  man  hieraus  leicht  mit 
Hölfe  von  §.2.  Gleichung  (3),  wonach  allgemein 


uu 

u'  =  — 
x 


• 

ist,  wenn  man  mit  V  die  eingeklammerte  Reihe  bezeichnet,  als 


u'  —  —.p.p. 


...Ort) 


Für  ti  =  xv  v  "  z.  B.  ist 

r=ar,  r  =  l ,  p  =  3,  »=ü p  =  p  =  :r*, 

F= jr(,*}  +  x^'Kx'lx  +  *(*X) .  .  xlx*  +  .r(x*} .  x* .  *Lr» , 
mithin  * 

u  =        .  { 1  +  x*\x (1  +  jrhr  (1  +  b:)) |,. 

»'  =  :  .  ( 1  +  x*\j:(1  +x\x(l+lx))\. 


§.  5. 

Quotialderi  virte  der  Funktionen  von  Funktionen 

überhaupt 

1.  Es  sei  it  eine  Funktion  von  p  und  p  wiederum  eine  Funk- 
tion  von  x,  nämlich 

u=f(t>)  und  p  =  <p(x), 

so  ist  11  mittelbar  eine  Funktion  von  x  und  es  kann  also  verlangt 
werden,   die  Quotialderivirte  von  u  in  Bezug  auf  x  anzugeben. 
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Wie  dieselbe  aus  den  Quotialderivirten  der  Funktionen  f\v)  und 
<p(x)  gebildet  wird,  ergibt  sich  auf  folgende  Weise.  Gebt  ac  in 
x.Sx  über,  so  wird  v  in  c.Gv  und  in  Folge  dessen  u  in  u.&u 
übergehen,  so  dass  man  die  Gleichungen 

u.@tiz=/Xv.Qv)   und  v . Bv  =  tp{x .  0x) 

erhalt,  aus  welchen  man  die  folgenden: 

_      f(v.0v)      .  a  cp(x.0x) 

zieht.    Nimmt  man  nun  Logarithmen  zur  Basis  0x,  so  kommt: 

9*  _       ®*  f(v .  0c)  _       **  (p(x .  Gx) 

logö^log^^  und  |0g®P  =  log^^; 

zufolge  der  Formel 

a  ß  a 

log^  =  log/4.log/3 
erhält  man  für  a=z@x  und  ß  =  &v : 

f{t>.0v)     £  ft9-*>)  ?x  Ä 

,og  ~7^r = log-~?^r Joger ; 

Sx 

daher  wird  mit  Hülfe  des  Werthes  für  log©»: 

Nähert  sich  nun  0x,  also  auch  0r  und  0m  der  Einheit,  so  geht 
in  ;<»).  iSS^Ö  ,0  fr,  und  lo»*8„  ta  2  «ber,  und 

zwar  erfolgt  der  Grenzenübergang  in  Bezug  auf  r  ebenso,  als  ob 
0  in  flp)  independente  Variabele  wäre.   Man  hat  daher: 

«  =  /(»).  tp(x), 

oder,  wenn  man  sich  der  anderen  Bezeichnungsweise  bedient  und 
die  Variabein,  nach  welchen  jedesmal  quotiirt  wird,  durch  Indices 
andeutet: 

X&ft  es  töu .  kOv. 

X  V  X 

Das  Quotial  von  u  erhält  man  alsdann  durch  die  Formel 
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Etwas  kurzer  gelangt  man  folgendermaßen  zu  dieser  Glei- 
chung.   Ist  u=zf{v),   so  folgt  sofort 

ist  aber  nun  zugleich 

0  ==  <p(x) , 

so  erhält  man 

&ü~&x9<*), 

und  indem  man  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  für  &u  einsetzt: 
wie  vorhin. 

«=/*(»),    v  —  q>(w) ,    w=y(x)....,    z  =  ö(0, 

so  erhält  man  durch  Fortsetzung  der  vorigen  Betrachtungen: 

* 

u  =  /\t>) .  q>(w) .  y(x). . . .  ö(0 


und 

&u  =  &tfW      «?(*)  •  •  •  •  GW. 

III.  Es  sei  w  eine  Funktion  zweier  Variabein  v  und  tc  und 
diese  beiden  selbst  wieder  Funktionen  von  x,  so  dass  man  hat 

u  =  f(v,  w), 

Da  mit  einer  Aenderung  des  x  eine  Aenderung  des  v  und  tu 
verbunden  ist,  so  erhält  man 

_      f(v&v,  tcGtc) 
oder,  wenn  man  den  der  Einheit  gleichen  Faktor 

f(v,  w&w) 

zufügt, 

f(v@v,  w&w)  fjp,  wSw) 
~    f(v,  u>6w)~ '    f(t>,  tc)  ' 

und  nun  Logarithmen  zur  Basis  öar  nimmt: 
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?x  A      f  *  f\P&>>  wÖw)  .  ?*  f{v,  w&w) 


Da  aber 


«■  f(v&v,  w&w)         f(v&v,  w&w)  Ä 


und 


log   =:  log'-—'  .log  &w 

gesetzt  werden  kann,  so  geht  diese  Gleichung  über, in 

log  6«  =  log   f{Vf  w8w)  .  log  0,  +  log  /-7^)- .  log 


Nähert  sich  nun  &r  der  Einheit,  so  erhält  man  fiir  die  Logaritb 

9x  Bx 
logör  und  logöiü 

in  Folge  der  Gleichungen  v  =  y(x)  und  tt>  =  tf/(#)  die  Quotialderi- 
virten 

*  * 

<p(x)   und  ty(x), 

und  die  Logarithmen 

99  f(V&V,  w&w)  ®»  f(V,  W&W) 

ri  cT^T  und  l°g    /y  v 

gehen  in  die  nach  v  und  w  genommenen  Quotialderivirten  von  u, 
nämlich  in 

*  * 

f(v)   und  f{w) 

über;  daher  erhält  man  schliesslich  für  die  Quotialderivirte  von 
u  nach  x: 

u = f{v) .  <£  (x)  +  /(ti?) .  ^(x) , 

wofür  man  auch  unter  Anwendung  der  anderen  Bezeichnungsweise 
schreiben  kann: 

k&u  =  k&f(x) .  k&<p(x)  +  iLÖ/fto) .  l&tl>(x). 
x        v  x  mm 

Das  Quotial  von  u  aber  findet  sich  hieraus  als 

&u  SS  tor/W  •  Ä»)  oder        =  (&a*l*)fa) .  , 

in  welcher  Gleichung 
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fo-f**)  und  terY<*> 
die  Quotiale  #t?,  &to  bedeuten,  so  dass  man  auch  setzen  kann: 

falls  man  die  Bedeutung  von  &v  und  #tt>  im  Sinne  behalten  will. 

IV.  Der  eben  entwickelte  Satz  kann  leicht  auf%den  Fall  aus- 
gedehnt werden,  dass  u  eine  Funktion  beliebig  vieler  Variabel 
ist.    Sind  c,  w,  s ....  t  Funktionen  von  x  und  ist 

u  =  f(v,  w,s, ....  /)» 

so  findet  man  sogleich  : 

u  =/(t>) .  v  +  f{w)  •  w  +  /(*)  •  i  +  •  •  •  •  /V)  •  *  > 

so  wie 

■ 

•       •       «  • 

worin  #p,  #m>,  ....  die  Bedeutung  von  &xvf  &xw ,  for*, ....  for* 
haben. 

Quotiale  der  Funktionen  von  mehreren  unabhängigen 

Variabein. 

Wenn  u  eine  Funktion  zweier  von  einander  unabhängiger  Va- 
riabein x  und  y ,  nämlich 

u  =  f(x,y) 

ist,  so  erhält  man,  je  nachdem  man  y  oder  x  als  c< instant  an- 

sieht,  zwei  partielle  Quotialderivirten,  welche  mit  f(x),  f(y)  oder 

mit  u,  u  oder  mit  k&u,  X&u  bezeichnet  werden  mögen,  sowie  zwei 
x  y  *  y 

diesen  entsprechende  partielle  Quotiale  &u=&xf**)  und  &u=&yf(y), 

x  y 

aus  welchen  das  totale,  einer  gleichzeitigen  Aenderung  beider 
Variabein  entsprechende  Quotial  &u  der  Funktion  u  zusammen- 
gesetzt wird. 

Geht  nämlich  x  in  xSx  und  y  in  yßy  über,  wodurch  sich  u 
in  ußu  verwandelt,  so  erhält  man,  wie  in  §.  5.: 

Theil  XXV.  2 


/ 
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__  f\x8x,  yßy)  fix,  yßy) 

wofür  man  auch  setzen  kann: 

Bu=Sx  %  l*****)  .ßy  . 

Nähert  «ich  nun  zunächst  %  der  Einheit,  d.  h.  geht  dieser  Quo- 
tient  in  das  Quotial  &y  über,  wodurch  sich  yßy  auf  y  reducirt, 
so  erhält  man  für  die  beiden  Faktoren  auf  der  rechten  Seite  die- 
ser Gleichung: 

f(r6x,  y) 

0x°S  f(*>v)    und  öyfW, 

und  wenn  nun  auch  Qx  in  das  Quotial  übergeht,  wodurch  die  erste 
dieser  Grossen  zu 

wird,  so  ergibt  sich  für  das  gesuchte  totale  Quotial  von  u  der 
Ausdruck: 

&u  =  &Ji*).&yfiy). 
Für  eine  Funktion  u  beliebig  vieler  Variabein,  nämlich 

u  =  f(x,  y,  z,....t), 

erhält  man  analog: 

&u  =  &J(*) .         •  ^(a)  •  •  •  •  ™f{t)' 

§.  7. 

Quotiation   der  Gleichungen  mit  zwei  Variabein. 

In  einer  Gleichung,  wie 

u  =  /\x,  y)  =  c, 

worin  c  eine  Constante  bezeichnen  soll,  ist  y  eine  Funktion  von 
x,  daher  erhält  man  nach  §.  5.  III.  für  v=<p(x)=x,  to=y(x)=y, 

wein  man  bedenkt,  dass  dadurch  o?<^)  =  l,   y(x)=y  und  dass 

c  =  0  wird,  die  Gleichung 

f(x)+f(y).y  =  0, 

aus  welcher 
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;  /k 

y  —  « 

fiy) 

gezogen  werden  kann.  Die  Gleichung  /*(jr)  +  /(#).y=0  kann  eine 
Quotialgleichung  von  w—  c  genannt  werden  and  auch  durch 
die  folgende: 


ersetzt  werden,  welche  man  aus  ihr  erhält,  sobald  man  &x  mit 

beiden  Seiten  derselben  potenzirt  und  für  tf.T?  das  gleichbedeu- 
tende &y  setzt. 

§.  8. 

Höhere  Quotiale   und  Quotialderivirte. 

I.  Geht  in  einer  Funktion  uz=.f{x)  das  Argument  x  in  xQx 
über,  so  erhalt  man  für  den  Quotienten  von  u  die  Gleichung 

geht  hierin  abermals  in  a:0:r  über,  so  ändert  sich  Qu  in  Qu.QQu 
um,  so  dass  man  durch  Division  mit  Qu  zu  dem  Quotienten  des 
Quotienten  von  u,  also  zum  zweiten  Quotienten  von  w,  nämlich 
zu  Qßu,  gelangt.    Schreibt  man  dafür  abkürzend  Q2u,  so  ist  also 

B*u  =  f(x.  Qx*):f{x.Qx)*.f{x). 

Durch  Fortsetzung  dieser  Operation  ergibt  sich : 

03«  =  f{x .  Qx*)  :f(x .  ®x*)*.f(x .  Qx)* :  fix) , 

j    ("\  (*)  (n\ 

&u=f(x.ex»y°-.f(x.Qx«-T  \  f{x.Qx«-*yv:  ..../**)<-«■.(;). 

II.  Bildet  man  von  der  Quotialderivirten  fix)  einer  Funktion 
u  =  f(x)  wieder  die  Quotialderivirte,  von  dieser  ebenfalls  u.  s.  f., 
so  erhält  man  eine  Reihe  von  Funktionen,  welche  die  zweite, 
dritte,  u.  s.w.  Quotialderivirte  von  fix)  genannt  und  mit 


oder 


«#       •  *  «»  *  * 

fix),    f{x),....\    IC,  f#,.., 


r*]  [»] 

fix),  f\x)  
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bezeichnet  werden  mögen.  Unter  Anwendung  des  Zeichens  X& 
können  diese  Funktionen  auch  durch 

X&.X&u,  XdX&X&u,.... 

ausgedruckt  und  dem  Früheren  entsprechend  zweiter,  dritter  u.s.  w. 
Quotiallogarithmus  der  Funktion  u  —  f\x)  genannt  werden.  Das 
Zeichen  X&.X&u  bedeutet  demgemäsg,  dass  in  dem  Quotialloga- 
rithmus A<h*  das  Argument  x  in.  x&x  übergehen,  der  geänderte 
Werth  von  X&u,  welcher  dadurch  erhalten  wird,  durch  den  ur- 
sprünglichen dividirt  und  von  diesem  Quotienten  der  Logarithmus 
zur  Basis  &x  genommen  werden  soll.  Geht  nun  x  in  x&x  über, 
so  wird  &u  zu  &u.d^ut  mithin 

und  folglich 

Berücksichtigt  man,  dass  dieses  Zeichen  die  Funktion  II,  so  wie 
dass  X&u  die  Funktion  u  bedeutet,  so  erhalt  man  die  Gleichung 

A(frttfrai*)_»« 
X .        m       —  u , 


und  hieraus  weiter: 


also  auch 


und  hieraus  endlich,  wenn  man  für  &u  seinen  Werth  0\r"  einsetzt, 
für  das  zweite  Quotial  von  u  den  Ausdruck 

&xu 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man 

Xj&u.&ht1.  ■»»!<)  X(&ii&*u*&*u) 

Air  •  Axt  A  i/7Z      A .  X(&ilö*u)        "k'  55  ~  "  l 

* '  ~~XVu~  * 

und  hieraus: 
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(**•) 
u.  s.  w. 

III.    Schon  im  §.  3.  ist  die  Beziehung  angegeben ,  in  welcher 

die  Quotialderivirte  u  einer  Funktion  «  zu  dem  Differentialquotien- 
ten u'  derselben  steht,  nämlich 

uu  =  xu'.  • 
Ist  nun  u  selbst  die  nte  Quotialderivirte,  so  erhält  man  hieraus: 

[n]  [*fl]  (»] 
U  .  U  =  X.(u)', 

[«+>]  < 

welche  Gleichung  u  durch  Recursion  finden  lehrt.  Dadurch,  dass 
man  diese  Gleichung,  oder,  was  keinen  wesentlichen  Unterschied 
macht,  die  vorhergehende  quotiirt  oder  differentiirt,  gelangt  man 
zu  Relationen,  welche  dazu  dienen  können,  die  Quotialderivirten 
der  verschiedenen  Ordnungen  durch  Differentialquotienten  oder 
umgekehrt  diese  durch  jene  auszudrücken.    So  findet  man  durch 


uu  =  xu' 

die  Relation  -  - 


t<  =  l-u  +  (u') 

folgt,  mit  Hülfe  welcher  Gleichung  man  die  zweite  Quotialderi- 
virte aus  der  ersten  und  der  Quotialderivirten  des  Differentialquo- 
tienten von  der  ursprünglichen  Funktion  erhalten  kann.  Durch 
abermaliges  Quotiiren  der  vorigen  Gleichung  ergibt  sich 

U  U    \    Ii      U  =X  («')  (u') , 

woraus  u  gefunden  werden  kann,  u.  s.  f. 

Um  die  Differentialquotienten  u" , —  durch  Quotialderivirte 
u,  «,..«.  auszudrucken,  wird  man  die  Gleichung  un=zxu'  oder 
su'  —  uu  mehrmals  differentiiren.   Man  findet  so  zunächst: 
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xu — uu  —  0, 

xu"  \  u'  -  u(u)'  —  ti'usO, 

xum  +  W  -  uW'-lu'Cu)' -u"l  =  0, 


Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  folgt 

,  uu 

u     ~zr  t 
x 

und»  wenn  man  diesen  Werth  für  t«\  sowie  den  Werth  für  (u)', 

* 

den  man  ebenfalls  hieraus  durch  Vertauschung  von  u  mit  u  er- 

hält,  nämlich  («)'  =  —  ,  in  die  zweite  der  vorstehenden  Gleichun- 

gen  einführt,  so  erhält  man  aus  ihr 

* 

H        uu  *  ** 

u.  s.  f. 

Es  kann  gefragt  worden .  wie  sich  («)'  und  («')  unterscheiden, 
resp.  wie  sie  von  einander  abhängen.  Um  diese  Frage  zu  beant- 
worten, bedenke  man,  dass  zufolge  einer  der  obigen  Formeln 

*       *  ** 
(«')  =  «  +  «  — 1, 

sowie  dass 

*  ** 

*  .     u  u 

(»)'=— 

ist.    Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  eine  der  Grossen  u 
** 

oder  m,  so  erhält  man  die  gesuchte  Relation,  nämlich 


oder 


U.(ti')  ~x.(uy 


♦*   •  ♦  *♦ 


Diese  Gleichungen  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  die  eine  aus 
der  andern  durch  Vertauschung  von  u  und  u  entsteht. 

IV.  Schliesslich  möge  noch  der  Zusammenhang  erörtert  wer- 
den, welcher  zwischen  den  Differential  ien  und  den  Quotialien  der- 
selben Grössen  besteht. 
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- 

Der  geänderte  Werth  einer  Grösse  u  wird  einerseits  durch 
u  A  du,  andererseits  durch  udn  angegeben;  subtrahirt  man  daher 
von  diesen  beiden  letzten  Werthen  den  ursprunglichen  u,  so  er- 
hält man 

du  ss  u  (&u  —  1), 
und  dividirt  man  beide  durch  ti: 

'  du 


§.  9. 

Anwendung  der  Quotialrechnung  auf  die  Bestimmung 

0 


0  - 

der  wahren  Werthe  von        q^,  od — oo,  u.  s.  f. 


Nach  den  Regeln  der  Differentialrechnung  findet  man  den 
wahren  Werth  einer  Funktion  — ^  für  das  Argument  x~a,  für 

welches  sie  eine  der  unbestimmten  Formen  ^  oder  ^  annimmt, 
als 

v-v>(^)~V(x)A' 

Nun  ist  aber  zufolge  des  $.  2.: 


1  * 


mithin 

und  folglich 


Wie  man  sieht,  dient  der  Faktor  dazu,  die  Unbestimmtheit 
von  ^TT\  aufzuheben. 
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Beispiel.  Es  sei  <p(x)  =  tgnx—nx,  y(x)  =  2** tg nx  und 
der  Werth  zu  finden,  den  die  Funktion 

(p(x)      tg  nx — Ttx 
y(x)  ~2xHgrtx 

O 

für  x=0  annimmt,  wofär  sie  unter  der  unbestimmten  Form  q 
erscheint.    Man  findet 

*    .  2nx  _  r .  ,  nx.i%*nx 

w(x)  =  \tSTtX.-^- S  TtX  1 1  [tg  7M?  Ttal  =  7  > 

^v  '     L  °      sin  Vnx        J  L  6  J     tg  Ttx  —  tm: 


*    v    rt  2«a: 


mithin 


<p(x)  q>(x)  =  rca: .  tg2nx, 

*  %TtX 

«*)  y(x)  =  2**  tg    (2 + jjgjj) , 


und  folglich 


4t 

welcher  Ausdruck  für  a:  =  0  in   g-  übergeht,  so  dass  also 

tSTtX  TtX  TZ* 

y    y  —     

2x2tgTtx  6 

x  =  o 

wird. 

* 

Sollte  sich  gelbst  wieder  auf  a  oder  £  reduciren,  so 

° 

würde  der  wahre  Werth  hiervon  mit  Hülfe  von 

t\>(x)  q(x) 

gefunden,  und  mithin  erhielte  man  in  diesem  Falle: 

*  ** 


,  .  _  1  ?(£)  9(x)l 
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Durch  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  gelaugt  man  zu  dem  Re- 
sultat, dass  wenn  die  Funktionen 

*  »«  [n-l] 
9>(*)>    <P(*)>    9>(*)>  ••••  *(f)5  , 

♦  **  [n-l] 
y{x),    ty(x),    y(x),  ....  q{x) 

sich  sämmtlich  fär  x=a  annulliren,  der  wahre  Werth  von  ^~  gleich 

*         **  [«— 1]  [«J 

<p(x)  <p(x)  (p(x)  <p(x)    <p(x)  J 


WK  }  y(x)  Kx)  v(x)   *(x) y 


ist. 


II.  Um  den  Werth  der  Funktion  <p(x)  —  y(x)  für  ein  Argu- 
ment  x=za  zu  finden,  für  welches  <p(x)  und  ty(x)  unendlich  wer- 
den,  setze  man: 

<p(x)  =  \.e9(*)9 

wodurch 

qp(#)  —  ^(a?)=l.^j 

wird.  Die  unter  dem  Logarithmuszeichen  stehende  Funktion  er- 
scheint alsdann  unter  der  unbestimmten  Form  9£ ,  und  ihr  wahrer 
Werth  ist  nach  I.  unter  Anwendung  von  §.  4.  No.  7,  c. : 

* 

j e9ix) '  BS  •  f 

mithin 


v.  v. 


V*(*).^(ar).^(ar/a 


III.    Wird  g>(a)  =  0  und  ^;(a)  =  oo,    nimmt  also  .  ^/(dr) 

fCr  x=a  die  unbestimmte  Form  O.oo  an,  so  findet  man  den  wah- 
ren Werth  hiervon,  indem  man  ty{x) a \'.(\:^{x))  setzt,  wodurch 
man  för  das  Produkt  <p(x) .  y(x)  den  Quotienten 

<p(x) 


l'Mx) 

erhält,  .der  nun  für  x  =  a  unter  der  Form  jj  erscheint  und  also 
nach  I.  bestimmt  werden  kann.    Man  findet  so: 


< 
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•» 

Wird  (p(a)=^(a)=0,  so  erscheint  die  Funktion  cp(x)M*)  für 
in  der  Form  0°;  zur  Bestimmung  des  wahren  Werthes  dient  jedoch 

v.  v.  w(x)W*)  =  v.v.  eWl?(*)=v.  v.  <?-<>.»=  !  e*(*).np(*)«  •  J^j  - 

Auf  ähnliche  Weise  finden  sich  die  wahren  Wert  he  der  Funk- 
tion tp(x)Wx)t  wenn  sie  für  x=a  die  unbestimmte  Form  oo°  oder 
1®  annimmt. 

IV.  Noch  mögen  die  drei  folgenden  unbestimmten  Symbole  be- 
trachtet werden: 

0  CD 

logO,    logoo,  logl, 
unter  denen  die  Funktion  log<p(#)  auftreten  kann.    Nun  ist 

und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  reducirt  sich  in  den  drei 
_  o 

Fällen  auf  g-  oder  ß.    Daher  wird  schliesslich 

v.  v.  log<p(*)  =  j  *  f  • 

Beispiel: 

y.  v.  logsinjr=(*cotga;)0=(t-~)  =  1. 


1=0. 


§.  10. 

Beziehungen    zwischen     einer    Funktion    and  ihren 

Quotialderi  virten. 

♦ 

1.  Ist  y=f(x),  so  stellt  l&y  —  f(x)  die  Grenze  vor,  welcher 
sich  der  Logarithmus  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgen- 
der Werthe  der  Funktion,  dessen  Basis  das  Verhältniss  der  die- 
sen entsprechenden  Werthe  des  Argumentes   ist,  ohne  Ende 


i 
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nähert.  Bleibt  nun  die  Funktion  innerhalb  eines  gegebenen  Inter- 
valls stetig,  und  vrird  sie  weder  Null  noch  unendlich,  so  ist  in- 
nerhalb desselben  :  - 

•ity>  1,  also  kffy  oder  /(#)>(),  wenn  y  wächst, 
fy<l,    „    l&y    „    /(x)<0,      *,    y  abnimmt, 

und  umgekehrt.  Daher  ist  die  Quotiaiderivirte  fix)  sehr  geeig- 
net,  den  Verlauf  der  Funktion  fix)  näher  zu  prüfen. 

II.  Nun  seien  A  und  B  das  Maximum  und  Minimum  der 
Quotialderivirten  j\x)  innerhalb  des  Intervalls  von  x  — ■  a  bis  x  =  a.h 
und  fix)  selbst,  sowie  f(x),  innerhalb  dieses  Intervalls  continuir- 


dann  ist 

/•(*)- J<0  und   fix)  —  B>0. 

Setzt  man  hierin  x=au,  wofür  1—**.^./*  wird,  so  ist  ebenso 

/(om)—  A<0  und  }{au)  —  Z?>0. 
Diese  beiden  Ausdrücke  sind  aber  die  Quotialderivirten  von 

k 

/(««)  flau) 


m^>  —  m.uB- 

Nach  I.  ist  die  erste  dieser  Grössen  abnehmend,  die  zweite 
wachsend  innerhalb  des  Intervalls  von  u  =  1  bis  u  =  h;  für  k  =  1 
haben  beide  den  gemeinschaftlichen  Werth  1 ,  mitbin  ist  über- 
haupt mit  Ausschluss  der  unteren  Grenze  des  Intervalls: 

f{a).u*^1'    /•(«). uÄ>  '* 
und  also  auch  für  m  =  A: 


Da  nun  ^1  und  B  Maximum  und  Minimum  von  f{x)  =  flau)  sind, 
so  ist  der  erstere  dieser  beiden  Ausdrücke  das  Minimum,  der 
letztere  das  Maximum  von 


Digitized  by  Google 


28  schell:  Grundzüge  einer  neuen  Methode 

und  da  diese  Grösse  den  obigen  Bedingungen  zufolge  continuir- 
lich  ist,  so  gibt  es  einen  Werth  x=a.h*,  für  welchen 

wird,  worin  A  eine  nicht  näher  zu  bestimmende  Grösse  ist,  welche 
zwischen  0  und  1  liegt   Hieraus  folgt: 

f(ah)=zfia).h*f(*hk) 
oder,  wenn  man  x  fär  a  schreibt, 

ftxk)  =  f{x) .  *W) /  0<X<1, 

welche  Gleichung  an  die  Bedingung  geknüpft  ist,  dass  die  Funk- 
tion fX<5),  sowie  ihre  Quotialderivlrte  f(a),  innerhalb  des  Intervalls 
von  <s=x  bis  a=xh  continuirlich  und  endlich  bleiben,  und  ausser- 
dem f(o)  nicht  verschwindet. 

Z.  B.  f{c)z=eat  wofür  /(<O  =  0  wird.  Es  gilt  dann  für  jedes 
x  und  hi 

e*i*=  ex.hxhX. 

* 

Setzt  man  in  obiger  Gleichung  o  =  l,  A  =  ar,  so  gilt  unter  densel 
ben  Bedingungen  für  das  Intervall  von  ö  =  l  bis  a=zx: 

f{x)  =  ftl).xf**X); 
für  f\(S)  =  e°  also  z.  B.  wird 

e*  =  e.x(*\ 
Als  weiteres  Beispiel  möge  dienen: 

fl<r)=(l+  a)* ,  wofür  f(a)  =  wird ; 

man  erhält  dann: 

tag* 

(1 +&*)*  =  (! +a:)*.A1+*.*\ 

(1+^  =  2*.^+?. 

III.  Es  seien  J  und  />  das  Maximum  und  Minimum  des 
Quotienten  zweier  Quotialderivirten,  nämlich  von 


V 


» 
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<p(x) 

so  ist 

<p(x)  <p(x) 

# 

und  wenn  (p(x)  fär  alle  xt  welche  in  Anspruch  genommen  wer- 
den, stets  positiv  bleibt,  also  <p(x)  eine  wachsende  Funktion  ist, 
auch 

t\x)  -  Ay(x)< 0 ,  f{x)  -  B*<p{x) >  0. 
Nun  sind  aber  diese  Grössen  die  Quotialderivirten  von 

t 

jap  und  V(ipi 

von  diesen  letzten  Ausdrücken  ist  d;iher  der  erste  abnehmend, 
der  zweite  wachsend,  wenn  x  wächst.  Setzt  man  also  in  ihnen 
x.h  an  die  Stelle  von  x  und  dividirt  die  dadurch  erscheinenden 
neuen  Ausdrucke  durch  die  ursprünglichen,  so  wird 

f{x.h)\q>(xh)\*    .  .      g£.Ä).  \<p(x.h)\  B 

7fö  "i  rt»)  i   *  '    /(*)  '  >  ' 

und  wenn  man  Logarithmen  zur  Basis  nimmt: 

y(x.Ä)  y(j.Ä) 


log  %r-^<0(  Iog'-^-B>0. 

Die  Aasdrücke  auf  der  linken  Seite  der  Zeichen  5  sind  aber 
Spezialisirungen  von 

durch  dieselbe  Betrachtung,  wie  in  IL,  gelangt  man  daher  zu  dem 
Satze: 

1°S  -fi~\~  =  *  T*    u_*  1 » 

'  <p(;rÄ*)  

der  anter  denselben  Bedingungen  wie  I.  gilt,  nur  dass  ausserdem 
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<p(a)  eine  wachsende  Funktion  sein  ranss.  Statt  dieser  Gleichung 
kann  man  auch  eine  der  beiden  folgenden >  mit  dieser  gleichbe- 
deutenden anwenden: 

i,  A 

Reduciren  sich  f\x)  und  qo(.r)  für  a:  =  jr0  gleichzeitig  auf  die 
Einheit,  so  erhält  man  insbesondere: 

und  insbesondere  für  jr0  =  l,  h  =  x: 

A*)  =  <^)*(       oder  W)=^T)- 

• 

Die  vorstehenden  Sätze  entsprechen  denjenigen  Sätzen  der 
Differentialrechnung,  auf  welche  man  das  Taylor'sche  und  Mac- 
lau rin 'sehen  Theorem  zu  gründen  pflegt.  Das  Analogon  zu  die- 
sen Theoremen  selbst  zu  finden,  ist  mir  bis  jetzt  nicht  gelungen. 
Man  kann  vermuthen,  dass  das  Analogon  zum  Maclaurin'schen 
Satze  folgende  Form  haben  werde: 


worin  ,  fUj,  f^,....  gewisse  von  der  Natur  der  Funktion  f{x) 
unabhängige  Coefficienten  sein  werden. 


Maxima  und  Minima  der  Funktionen. 

1.  Sei  f(x)  eine  Funktion,  welche  für  x  =  %  ein  Maximum 
oder  Minimum  erreicht.  Da  sie  an  dieser  Stelle  vom  Abnehmen 
zum  Wachsen  oder  von  letzterem  zu  ersterem  übergeht,  und  sie 

wächst,  so  lange  f(x)  positiv  ist,  und  abnimmt,  sobald  f{x) 


Digitized  by  Google 


der  höheren  Analysis  31 

■ 

negativ  wird,  so  moss  für  x  =  %  die  Quotialderivirte  f\x)  das 
Zeichen  wechseln,  und  mithin,  falls  diese  Funktion  continuirlich  ist, 

werden.  Den  Werthen  von  £,  welche  diese  Gleichung  befriedi- 
gen, können  demnach  Maxima  oder  Minima  f($)  zugehoren.  Ob 
nun  f\l)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  hängt  davon  ab,  ob 
für  Werthe  von  h .  welche  der  Eiuheit  auch  noch  so  nahe  liegen, 
von  den  Ausdrücken 

fa.h)  und  /(|)  ' 

« 

der  erste  negativ  und  der  zweite  positiv  wird,  oder  umgekehrt. 
Beispiel.    Die  Zahl  a  soll  in  zwei  solche  Paktoren  zerlegt 

werden,  x  und  -  ,  dass  die  Funktion  F(x,  -)  ein  Maximum  oder 

x  x 

Minimum  werde. 

Man  hat  hier,  wenn  man  für  einen  Augenblick  -  mit  v  bezeichnet: 

x 

X  x  v  m 

und  die  Werthe  von  £,  für  welche  ein  Maximum  oder  Minimum 
eintritt,  sind  Wurzeln  dieser  Gleit  hung;  z.  B.  für 


a 

F(x,^)=x*  ist  K=  |.  &=3+~.la>, 

mithin 

woraus  |=e  folgt. 

Für  diesen  Werth  von  x  findet  ein  Maximum  statt,  denn  der 
Ausdruck 

(J)=|(l-Ix) 

wird  negativ  für  xj=e.h  und  positiv  für  *  = 

IL  SoH  eine  Funktion  zweier  Variabein  *=/fo  y)  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  werden,  so  kann  man,  ohne  die  Unabhängig- 
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keit  von  x  und  y  zu  stören,  y  als  eine  willkürliche  Funktion 
von  x  ansehen.  Dadurch  wird  u  zu  einer  Funktion  von  x  allein 
und  mithin  muss  nach  I.  für  den  Fall  des  Maximums  oder  Mini- 
mums der  Quoriallogarithmus  von  u,  nämlich 

sein.  Wegen  der  Willkührlichkeit  von  y  und  in  Folge  dessen  von 
y  spaltet  sich  diese  Gleichung  aber  in  die  beiden  folgenden: 

/fa)  =  0,  fly)=0, 

aus  welchen  die  Systeme  von  Werthen  .r  =  |,  y=r\  hervorgehen, 
welche  u  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen.  Das  Krite- 
rium ,  ob  ein  solches  System  ein  Maximum  oder  ein  Minimum 
liefert,  ergibt  sich  leicht  aus  dem  bei  I.  Angewandten. 

• 

§.  11. 

Geometrische  Betrachtungen  über  die  Q uotialderivirten. 

1.  Ist  y  =  f\x)  die  Gleichung  einer  Curve,  so  bedeutet  das 
Quotial  (b/  das  Verhältniss  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgen- 
den Ordinaten  und  &x  das  Verhältnis*  der  diesen  entsprechenden 
Abscissen.   Nun  ist  aber  in  Folge  des  §.  2. : 

4 

&y  =  &xy ; 

man  erkennt  daher,  dass  die  Quotialderivirte  der  Ordinate  der 
Exponent  ist,  mit  welchem  man  das  Verhältniss  zweier  unendlich 
wenig  verschiedener  Abscissen  potenziren  muss,  um  das  Verhält- 
niss der  ihnen  entsprechenden  Ordinaten  zu  finden.  Dieser  Expo- 
nent lässt  sich  aber  noch  bestimmter  deuten.  Bedeutet  nämlich 
y'  den  Differentialquotienten*  der  Ordinate,  so  ist  die  Subtangente 

St  =  y:y'. 

Verbindet  man  hiermit  die  Gleichung 

*  , 

yy=*y  > 

80  folgt 

* 

x:St  =  y, 

*  * 

woraus  sich  die  Bedeutung  der  Quotialderivirten  y  ergibt.  Sie 
stellt  nämlich  das  Verhältniss  der  Abscisse  zur  Subtan- 
gente dar.  . 
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Für  die  gemeine  Parabel  iß~px  z.  B.  ist  2y  =  l  oder  y=k, 
mithin 

*:Sf  =  l:2. 

II.  Die  Fläche  F  der  Curve  y=f(x),  welche  von  dem  Bogen 
derselben,  der  Abscissenaxe  und  zwei  Ordinalen  begrenzt  wird, 
deren  Abscissen  a  und  x  sind,  wird  gefunden  durch  das  Integral 


ydx. 


Bedeutet  F  den  Differentialquotienten  dieser  Fläche,  so  dass  also 
F=y  ist,  so  hat  man  nach  §.  2.: 


Es  stellt  also  die  Quotialderivirte  der  Fläche  einer  ebenen  Curve 
das  Verhältniss  des  Rechtecks  aus  Abscisse  und  Ordinate  des 
Endpunktes  des  die  Fläche  begrenzenden  Bogens  zur  Fläche  selbst 
dar.  Für  die  Parabel  ist  F=z\xy,  wenn  die  Abscissen  vom  Schei- 
tel an  gerechnet  werden,  mithin  |.  Hieraus  folgt  fiir  das 
Flächenquotial: 

&F=  &x*. 

III.  Bedeutet  Qx  den  Querschnitt  eines  Körperraumes,  wel- 
cher senkrecht  zur  Abscissenaxe  geführt  ist,  so  ist  das  Volumen 
desselben 


•y 


Qx<Jx, 


und  der  Differentialquotient  des  Volumens,  wenn  blosar  sich  ändert, 

V  =  Qx. 

Nun  ist  aber  nach  §.  2.  die  Quotialderivirte  desselben 


nthin 


Es  stellt  also  die  Quotialderivirte  V  des  Volumens  V  das 
Verhältniss  eines  Cylinders  von  der  Basis  Q  und  der  Hohe  x  zum 
Volumen  selbst  dar. 

Theil  XXV.  3 
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Weiteres  über  diese  und  ähnliche  Betrachtungen  in  den  $§.  19. 
und  20. 


§  12. 

Begriff  des  Instaurals. 

Ist  f(x)  die  Quotialderivirte  von  F(x)  und  ro  eine  gegen  die 
Einheit  convergirende  Crosse,  so  hat  man  nach  §.  %: 


mithin 


«  F(x.<o) 

wo  o  eine  positive  oder  negative  Ergänzung  ist,  welche  verschwin- 
det, wenn  m  in  die  Einheit  fibergebt.    Hieraus  folgt: 


Setzt  man  nun  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 

ac=zat    aa>it    a(olw<1,    <icol<.a,2co  ,> , —  acolco2co3 —  o>«— i 
und  zugleich 

* 

Gt>=(D1,     Q}2»     0>3»    0)4,  ....  0Jn, 

und  bezeichnet  die  diesen  Werthen  zugehörigen  Ergänzungen  o  mit 

Pi  y    Q*>    Pi » •  •  •  •  Q*$ 
so  erhält  man  folgendes  System  von  Gleichungen: 


F(a .     g>*cd3 ....  (on)  r. 
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Unter  der  Voraussetzung  nun,  das«  die  Funktion  F(x)  con- 
tinuirlich  sei  und  nicht  innerhalb  des  hier  in  Anspruch  genomme- 
nen Intervalls  verschwindet,  heben  sich  bei  der  Multiplication 
dieser  Gleichungen  auf  der  linken  Seite  die  Nenner  gegen  die 
ihnen  gleichen  Zähler  bis  auf  den  letzten  Zähler  und  ersten  Nen- 
ner weg,  und  es  bleibt  blos: 

t\a .  «,  ro.>  (o.j  ....  CO«) 

X  OD,  C« .  f02C*  .  O^P«  ....  (On9n. 


Setzen  wir  nun 


a .  o),  cöatö3  —  con  =  h 


und  lassen  alle  qj  gegen  die  Einheit  convergiren,  aber  gleichzei- 
tig n  so  wachsen,  dass  b  einen  festen  endlichen  Werth  behält, 
so  geht  die  vorstehende  Gleichung  über  in  die  folgende: 

F(b) 

j^j-j  =lim.{  £ö/t°).cö2/<awi).eo3/(OÖ'.^)....fdM/(a«*'.rtN  -""'n_i)j,  (1) 

[üliWjft),..  .wn  = 

weil,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

lim  («a,?« .  wa<>» .  a)sCi ....  a>„('n)  =  1 
ist.    Die  Grössen  ro  sind  nur  in  soweit  von  einander  nicht  unab- 
hängig, als  ihr  Produkt  sich  der  Grenze  -  nähern  muss,  während 

a 

jede  gegen  die  1  convergirt  und  ihre  Anzahl  in's  Unendliche  wächst. 
Da  diese  Bedingung  diese  Grossen  nicht  selbst  bestimmt,  so  kann 
sie  auf  unzählige  Arten  erfüllt  werben,  insbesondere  auch  dann, 
wenn  man  alle  einander  gleich  setzt.  Ist  in  diesem  Falle  o>  ihr 
gemeinschaftlicher  Werth,  so  erhalt  man  statt  der  Gleichung  (1) 
die  etwas  einfachere: 

es  lim .  {«^«H/*«'")  f /(•»*)+/(«••)+ +/(o«,,-1> } .  (2) 

a 

För  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (1)  oder  (2)  möge  nun  eine 
kfirzere  Bezeichnung  gewählt  werden.  Sie  erscheint  nämlich  als 
die  Grenze  eines  Produkts  von  Faktoren,  deren  jeder  sich  der 
Einheit  nähert,  während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst.  Ein 
solcher  Faktor  hat  die  Form 
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0)^/(0.  a>,o),o>,  wf_,)> 

Setzt  man  hierin  das  Argument 

a  .  (0i  <')2  [<)3  •  •  •  •  CO«— 1  BS  6  , 

so  würde  das  im  folgenden  Faktor  vorkommende  geänderte  Argument 

0  ■  fOj  a>a0)8  ....  CO«_l  .  CD«  =  0.  0), 

sein,  und  also  co,  den  Quotienten  von  o  bedeuten,  der  nach  §.  2.  mit 
00*  zu  bezeichnen  ist.    Daher  wird  • 

*    .  Sa«*) 

die  allgemeine  Form  aller  Elementarfaktoren  jenes  Produkts  und 
dieses  selbst  also  durch 

b :  M 

n&af(<» 

a 

bezeichnet  werden  können,  so  dass  man  also  erhält: 

F(b)  b:t°n 

=  lim .  1100/«-). 

Das  Zeichen  lim.  bezieht  sich  hierin  auf  die  unendliche  Annähe- 
rung des  Quotienten  00  an  die  1;  es  ist  also  diese  Grösse  im 
Moment  der  Vollendung  des  Grenzenüberganges  das  Quotial  #o. 
Die  Grösse  b:con  geht  in  diesem  Momente  in  b  über.  Mit  Weg- 
lassung des  Zeichens  lim.  möge  diese  Gleichung  in  der  folgenden 
Weise  geschrieben  werden: 

n%=b°m'  <3> 

so  dass  das  Symbol  P  die  Forderung  des  Grenzenüberganges 
ausdrückt. 

Der  durch  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  bezeichnete  Grenz- 
werth möge  nun  das  bestimmte  Instaural  der  Funktion 
f(x)  innerhalb  der  Grenzen  x  —  a  und  x=b  genannt  wer- 
den.  Diese  Grösse  wird  also  definirt  durch  die  Gleichung 

P&<ff(°)  =  lim .  { ttg/W .  cö/(0£"»)  .  qyftAftt«*) .... »,/(«»,»,....  j 

a 

O  ,&),<*>  wn  =  -] 

oder  auch  durch  die  folgende  speziellere: 


i 
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a  •  ' 

[••-5] 

oder  endlich,  wenn  F(ar)  diejenige  Funktion  ist,  deren  Quotial- 
derivirte  fix)  ist,  durch 

F(a) 

Betrachtet  man  die  obere  Grenze  6  des  bestimmten  Instaurals 
als  variabel  und  bezeichnet  sie  mit  x,  so  wird  das  Instaural  selbst 
eine  Funktion  von  x>  nämlich 

Quotiirt  man  nun  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  x,  so  wird 

tö.P&an<»  =  F(x), 

a 

oder,  weil  nach  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  getroffenen 
Bestimmung 

#t*)  =  /T*) 

ist, 

X&.P&cfW—fix). 

o 

Sucht  man  also  eiue  Funktion  y  von  x,  welche  der  Gleicbung 
genügt : 

so  kann  man  für  y  nehmen: 

*  F(x) 

worin  C  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  welche  zugefügt  wer- 
den darf,  weil  sie  durch  Quotiation  wieder  wegfällt.  Die  untere 
Gränze  a  des  Instaurals  ist  hierbei  gleichfalls  beliebig;  denn  wenn 

F(x)  =  f(x)  ist,  so  genügt  der  Gleichung  der  Ausdruck  C  jp^y» 

was  auch  immer  F(a)  für  einen  Werth  haben  mag.  Eine  Funk- 
tion, welche  überhaupt  der  obigen  Gleichung  genügt,  möge  mit 
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bezeichnet  und  das  unbestimmte  Instaural  der  Funktion 
f\x)  genannt  werden*    Dasselbe  ist*  also  mit  C.F(x)  gleichbedeu- 

tend,  wenn  F(x)=/{x)  ist. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (1): 

F(a)  =  y0,  *X«i)=äi  tX^—y*  F(an-i)-yn-i; 

so  ist:  # 

lim.  «),/<«)     =  #/*(«)      ^lim^1  , 

lim.oi./*«.)    =  #/'(«,)    =  lim.^2, 

lim. »,/(•.)   »«jflM  = 


lim  w„/(°w_i)  =  &f[<in-i)  =  ; 

yn— 1 


mithin  unter  Rücksicht  auf  (1): 

Diese   Gleichung    stellt   die   eigenthümliche   Bildungsweise  des 

Verhältnisses  -p^  zweier  Spezialwerthe  der  Funktion  F(x)  durch 

das  bestimmte  Instaural  dar,  nach  welcher  dasselbe  als  die  Grenze 
des  Produkts  der  continuirlich  auf  einander  folgenden,  zwischen- 
liegenden Verhältnisse  erscheint,  welche  sich  sämmtltch  der  Ein- 
heit nähern,  während  ihre  Anzahl  ohne  Ende  wächst. 


f.  13. 

Mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen  angewandten  Betrach- 
tungen kann  man  leicht  die  beiden  in  §.  10.  II.  und  III.  entwickelten 
Sätze  beweisen.  Sind  nämlich  f(a)  und  flß)  der  grösste  und  kleinste 
Werth,  den  f{x)  innerhalb  des  Intervalls  von  x  =  a  bis  x  —  b  er- 
reicht, so  erhält  man,  indem  man  diese  YVerthe  in  die  Gleichung  (2) 
des  vorigen  Paragraphen  an  die  Stelle  der  Funktionalwerthe  f(a)t 
/\n(o),  /"(ntö2),....  f(a<o»-i)  einsetzt: 
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oder ,  weil 


ist, 


F(b} 

lim .  o>*W  <        <  lim .  ©«/<«> 


lim .  cö"  =  - 
a 


(b  VW  .  F(b)  .  (b  \M 


Hieraas  schliesst  man,  dass  es  einen  Werth  |  zwischen  a  und  6 
gibt,  für  welchen 

F(b)  __  (by^ 

wird,  oder,  weil|=o.^^  gesetzt  werden  kann ,  wo  X  zwischen 
0  and  1  liegt,  dass 

F(b)     (b  Vrt«®^ 


F(a)-\aJ 


ist    Setzt  man  hierin  schliesslich  -==A,  also  6  =  aA,  und  multi- 

a 

* 

plicirt  beiderseits  mit  F(a),  so  erhält  man,  weil  f(x)  =  F{x)  ist, 

F(ah)  =  F(a).^«-AA), 

dasselbe  Resultat,  welches  in  §.  10.  II.  gefunden  wurde,  wobei 

nur  a  an  der  Stelle  von  x  steht. 

i 

Wendet  man  die  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  zur 
Entwickelung  von 

Fm 

an  und  bildet  die  Grösse 

9>(ah) 

f  («)  F(fiÄ) 
»og^, 

so  erhält  man  für  sie  den  Ausdruck: 

f  ö,J(«)+9(<K«>)+-^(Oä>B-1)  7 

lim  \        logarithm.  cah*)+h««>)+h«>>*)±...-+P(au,n-1)  J 
oder  unter  Umwandlung  der  Basis  dieses  Logarithmus  den  folgenden : 
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,.     /(a)  +  /(aa>)  +  F(aa>*)  + . . .  •  +  /(aeo«-1) 

Hm  _  _  . 

(p(a)  -f  <p(aoa)  +  <p(aa>2)  +....  +  g>(aa>"-1) 

Nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Mitteigrussen  kann  man 
aber  hierfür 

9>(«.£) 

schreiben,  wo  |  zwischen  a  und  b  liegt.  Setzt  man  £=a.^^  =  a.  A* 
und  links  für  6  das  gleichlautende  ah,  so  erhält  man  schliesslich: 

m  t\ah)  F(a.hl) 

wie  in  10. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgendermassen  ableiten: 

Aus  §.  12.  (2)  erhält  man  nämlich ,  wenn  man  für  co  seinen  Werth 
i 

=A»  einfuhrt  und  die  Bedeutung  des  Funktionszeichens  f 
berücksichtigt: 

F(ah)  U  F{o)+F{aw)+F(aü>*)  iW"*)  } 

gfeg  _  ...       {?(•)  +  J  («•)  +  *W)  4  ....  +  »W"1) } 
9>(a) 

Nimmt  man  nun  von  beiden  Seiten  der  zweiten  Gleichung  Loga- 
rithmen zur  Basis  h,  so  erhält  man  weiter: 

*    w(ah)         1    *         *  * 
log.         =  lim-  l<p(a)  +  <p(a*>)  +  ....+  g>(o««-»)|, 

und  wenn  man  mit  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  beiden 
Seiten  der  ersten  von  den  beiden  vorstehenden  radicirt: 

4  /  F{ah)      „     _T  5  * 

\  ~F(a)"  =  "m  •  "9?(a)+5F(aä,)  +  ••••  +  *(aö)  >• 

Die  Grenze  rechter  Hand  ist  aber  in  Folge  obiger  Betrachtung 

♦  i 

F(ah  ) 

A*(ttÄ\  0<i<l, 
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mithin  schliesslich: 
oder,  was  dasselbe  ist, 

wie  man  sogleich  sieht,  wenn  man  Logarithmen  zur  Basis  k  nimmt, 

diese  aber  nachher  in  solche  fiir  die  Basis  umsetzt. 

<p{a) 

§.  14. 

Einige  Beispiele  zu  §.  12. 

I.  Sei  /*(#)  =  /*,  so  wird 

*  6 
/>#a/(*)==  Km.»«'',     o>»  =  -; 

o  « 

mithin 

p#c.u==(^y,    pw=Qy,  P&af=C..cn. 

II.  /£r)  =  Lr. 

j  «(n-l) 

P&a\o  —  lim.wl^l •«»tl  ««>,+-.+l.*«>"~1  =  lim.(»L(«"  »1'*  ) 


f=g) 

III.   ftr)  =  *. 


1  /h\a  -  C°U~l 

P&a*  =3  lim .  a>afaa>+o£^-f-....-Hia>,,-A  m  |jm  W%ZT  =  lim .  (  -  )  " 

**=©•• 
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§.  15. 

Zusammenhang  zwischen  der  lnstauration   und  Inte- 
gration. 

Sei  b\x)  das  unbestimmte  Instaural  von  fix),  also  f\x)  die 

d  \F(x) 

Quotialderivirte  von  F(x)f  so  dass  man  hat  x.  dx  =  fl&)- 
Hieraus  erhält  man  durch  Integration 

F(x)=C.eJ    *  , 
wo  C  eine  willkührliche  (konstante  bedeutet,  und  mithin 


F(ay 


F(b)  6 

Andererseits  ist  aber  =  P&afW  ,  durch  Gleichsetzung  bei- 

der Resultate  erhält  man   daher  die  Relation 


b  J  a 


Nimmt  man  beiderseits  natürliche  Logarithmen  und  setzt 
/\a)  =  a.(p(a),  so  kommt  noch: 

* 

/b  b 
<p(a)do  =  log.  nat.  P&<5°  •  m. 

a 

So  ist  z.  B. 

i 


t  «  ^=U(x)-\\(a)=\.P»J'  =  I.  lim .  J>+l+f+**BP 

« 


la-f-w— llai 


la+n- 


a 
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f  X  8-^dtf=Si(a:)-Si(a)  =  r:P^iuö, 
a 

/x  t\oa  (j  ' 
—  da  =  C\(x)  -  Ci(«)=  I .  P**"»c> 

II«  S.  f. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  wie  man  die  Instaurale  zur  näherungs- 
weisen  Berechnung  bestimmter  Integrale  benutzen  kann ;  zu  die- 
sem Zwecke  dient  am  leichtesten  die  Gleichung 

J*    cp(c)dö  =  l^^-^{<p(a)+(»(p(a(»)+cö2^ 
■ 

M 

wenn  man  darin  für  n  eine  grosse  Zahl  und  w=^"^  setzt. 


§.  16. 

Ist  A  das  arithmetische  Mittel  aus  der  continuirlichen  Reihe 
von  Funktionalwerthen 


fta),   /-(a  +  5),        +       .... /fa +*-Td)J 
deren  Anzahl  n  so  wächst,  dass  nö  =  b  —  a  bleibt,  so  hat  man 


Bedeutet  in  ahnlicher  Weise  G  das  geometrische  Mittel  aus  den 
Werthen 

fär  wachsende  n,  aber  so,  dass  o)"  =  -  bleibt,  nämlich  ist 

a 

«   ' 

G=zV l%a).f(ac»).f{aG>*)....fXa(an-1), 

so  hat  man 

(ty0  =  Wl/(a)+l/(a«)+|/(o«')+....  H/looi"-1)-  pt*M ,  .J 

i 

oder  wegen 
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*  a 

§.  17. 

Reduktionssätze   für  Instauralien. 

I.  Es  ist 

Pfro*  .f(o)  s  lim .  a4f(a)  +  4rt«") + ^/(^*)  +  + 

o 

=  (Üm  .  |»f (•)+/»»»)  +  . ...+/(aa»"-1))^> 

♦ 

d.  h.  der  constante  Factor  tritt  als  Exponent  über  das 
Instauralzeichen. 

II.  iW(<>>+W*>=lim.at*(^^ 

a 

=  Hm  (<»?<«)+? (0«)+...+^ (aa,"-1) .  a)^(o)+t|;(aa))+...+V/(alo,|-|) 

■ 

=lim  toSF^)+SP(««)+».-fy(««n~1) .  lim  e»V(«)+V(««')+...+^(««"~1:, 


mithin 


mithin 


a  a  o 


d.  h.  das  lustaural  von  der  Summe  zweier  Funktionen 
ist  das  Produkt  der  Instauralien  von  den  einzelneu 
Summanden. 


III.  Ebenso 


b 


b 


b  ' 
P&oW«) 

a 


d.  h.  das  Instaural  von  der  Differenz  zweier  Funktionen 
ist  das  Instaural  des  Minuenden  dividirt  durch  das 
Instaural  des  Subtrahenden. 
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IV.  In  Folge  §.  4.  7)  ist,  wenn  v  und  w  Funktionen  von  osind, 

mithin 

Setzt  man  hierin  v  an  die  Stelle  von  S,  also  auch  P&o»  an  die 
Stelle  von  e,  so  kommt:  N 

(P&a»)"  =  P&(S»» .  p&a*>Zi(P*ov)  % 
und  hieraus  folgt: 

In  den  Anwendungen  entspricht  diese  Formel  der  Formel  für  die 

partielle  Integration.  Weil  &<s»  =  &m  ist,  kann  man  sie  auch  so 
schreiben : 

V.  Mit  Hülfe  der  Substitution  kann  ein  complicirtes  Instau- 
ral  vereinfacht  werden.    Es  sei  z.  B.  zu  bestimmen  das  Instaural 

so  setze  man  <p(o)  —  7t,  und  kehre  diese  Funktion  um,  so  dass 
man  erhält: 

«=#). 

Quotiirt  man  nun  diese  Gleichung,  so  kommt 

und  dadurch  geht  das  gegebene  Instaural  in  folgendes  Ober: 

f>#tt/(u>-'M"), 

welches  in  vielen  Fällen  mit  Hülfe  von  IV.  leicht  gefunden  wird. 
Nach  Ausführung  der  Rechnung  hat  man  für  u  seinen  Werth  y(a) 
zu  restituiren. 

§.  18. 

Mit  Hülfe  der  in  §.  15.  und  §.  17.  entwickelten  Relationen, 
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zum  Theil  auch*  durch  unmittelbare  Umkehrung  Her  Formeln  in 
§.3.,  gelangt  man  zu  folgenden  unbestimmten  Instauralien: 

— 

2)  P&a;**^  C.e**.  '  • 

i 

3)  P&xax  —  C  em 

Die  letztere  Formel  wird  für  m  =  0  unbrauchbar,  indem  die  rechte 
Seite  die  unbestimmte  Form  C.e"      annimmt.    Sondert  man  aber 

o 

von  der  Constanten  C  den  Faktor  e  m  ab,  so  ergibt  sich: 


> 


und  wenn  man  jetzt  den  wahren  Werth  des  Exponenten  m  ^ 
für  m  —  0  nach  §.  9.  bestimmt,  so  erhält  man  aus 


\x 

  —  axm.\x 

ftir  ro=0  den  Werth 

rtlar  =  \.arm, 

mithin  schliesslich : 

P&xa—C.el*az=C.x°, 
wie  in  der  ersten  der  obigen  Formeln. 

*  * 

5)  P^l*  =  ^. 

I  x 

6)  P&xlx=:P&xio§9  =  C.\x. 

i 

7)  P&rtx=C.eli(f>- 

8)  P^,nx=C.eSiW. 

9)  P^co"*~C\eCi(jr). 


i-"yi 
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10)  P&x**in*=>C.e-co'*. 

11)  P*r*cos*=C.esin*. 

12)  Fite*  «8*=  ' 


COS  X 


13)  P#:r*cot8*=C.sin*. 

14)  P^=C.V«+k 

15)  P*r*(«+**>"=C.  c^^",  w^°- 

X  1  0 

16)  P^,+^*'=  C.  e¥ s,rc'9 

17)  Pf>*^=C.  (ggf- 


u.  s.  w. 

Einige  geometrische  Aufgaben.  4 

I.  Für  welche  ebenen  Cnrven  ist  das  Verhältnis.«? 
der  Abscisse  zur  Subtangente  constant? 

t 

Sei  m  der  constante  Werth  dieses  Verhältnisses,  so  dass 

xiSt  —  m 

in  setzen  ist.   Nach  §.  11.  ist  aber  dasselbe  =y,  mithin  ist 

* 

y  =  m, 

woraus  durch  unbestimmtes  Instauriren  folgt: 

y=C.xm. 

Die  Familie  der  Parabeln  genügt  also  der  Aufgabe,  wenn  der 
Anfangspunkt  der  Abscissen  auf  der  Curve  selbst  liegt. 

m 

Man  sieht,  in  welcher  Weise  die  Instauration  den  W7eg  der 
Rechnung  vermittelst  des  Integrirens  in  soweit  abkürzt,  als  dieser 
durch  logarithmische  Funktionen  fahrt. 
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■ 

Der  Sinn  der  Gleichung  y  =  m  oder  def  daraus  abgeleiteten 
■d-y  —  &.rm  ist  der,  dass  die  auf  einander  folgenden  Ordinaten  einer 
Curve,  welche  der  Aufgabe  genügt,  in  einem  zusammengesetzten 
Verhältnisse  zu  ihren  Abscissen  stehen  müssen,  dessen  Expo- 
nent constant  und  =wi  ist. 

II.   Für  welche  Curve  ist  die  Subtangente  constant 


Man  hat  hier 

*  x 

also  sofort 

X 

als  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

III.  Soll  die  Subtangente  eine  gegebene  Funktion 
f{x)  der  Abscisse  sein,   so  hat  man 

*  x 

und  folglich 

X 

K  y=C.P&xf(*); 
z.  B.  für  /fa:)  =  ß.l0)  wird 


y-C.P&x*  t(?y 


x 

Setzt  man  -=*,  wodurch  &x=&z  wird,  so  geht  das  Instaural 
rechter  Hand  über  in 


Pte1*  =  eli{%) ,  mithin  wird  y=Ce-li(|). 

IV  Soll  die  Subtangente  eine  Funktion  f{y)  der 
Ordinate  sein,  so  hat  man  zu  setzen: 

r 

*y==7ty)  °der  Ky)'y~Xt 

mithin,  wenn  man  &x  mit  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  poten- 
zirt  und  fezfcsly  setzt: 


der  höheren  Analyst*.  49 
tyW  =  *x*, 

und  hieraus  folgt 

als  Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

V.  Die  Curve  zu  finden,  für  welche  der  Bogen  s 
eine  gegebene  Funktion  <jp(t)  des  Tangentenwinkels  x  ist. 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  x,  y  eines  Punktes  der  Curve 
als  Funktionen  von  r,  so  hat  man :  • 

dx  ds 

dg  ds  .  , 
di  =  drsmxi 

_    dx    du  ds 

oder,  wenn  man  für  ^ ,         ^-  die  gleichbedeutenden  Ausdrücke 

*       *      »  * 

xx  yy  ss  <p(x)cp(x) 
— - ,    — ,    —  =  


setzt : 


xx  =  ss .  cos  x  =  (p(x)  qo(r) .  COS  X , 


=  M.sinr  =  05(T)9)(T).8inT; 
und  hieraus  folgt  durch  Instauriren  nach  r: 

aus  welchen  Gleichungen  man  noch  x  zu  eliminiren  hat,  wenn  man 
zu  einer  Gleichung  für  die  gesuchte  Curve  zwischen  x  und  y  ge- 
langen will.   Z.B.  für  *  =  a^-r-T^  wird  J  =  ^— ,  also  ss  =  ar, 

mithin 

e*  =  C.ßa8i0T, 
«y=  C.e-«cosT. 

Nimmt  man  Logarithmen  und  schreibt  weiter  c,  e'  statt  IC,  IC, 
so  kommt: 

TheilXXV.  4 
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x-~  c=  «sittr, 

y- c'-=  —  acost; 

und  wenn  man  quadrirt  und  addirt: 

(*-c)«+fo-c')*  =  a». 

VI.  Den  Bosen  s  einer  ebenen  Curve  als  Funktion 
des  Tangententvinkels  r  darzustellen. 

Seien 

* 

x  =  <p(r),   y  =  H>{x) 

die  Gleichungen  der  Curve,  so  dass  tp  und  v  zwei  gegebene  Funk- 
tionen bedeuten,  so  ist  nach  dem  Vorigen 

SS      "7  » 

cosx  sinT 

mithin,  wenn  man  instaurirt: 


* 

XX 


wird  *  =  #0  Wta  t  =  t0,  so  erhält  man  hieraus: 


r.  r0 

woraus  denn  weiter  «  gefunden  wird. 

VII.  Die  Curve  zu  finden,  für  welche  der  Krüm- 
mungshalbmesser g  eine  gegebene  Funktion  des  Tau- 
gen tenw  inkels  r  ist. 

Man  hat  mit  Rücksicht  auf  die  Entwickelungen  in  VI.: 
ds  ss       xx         yy  y.x  * 

^       dt       T  ~~TC08T  —  TSMIIT~~  St-T.siUT' 

mithin : 

«  * 
xx  =  q.xcoBXy    yy  =  p.rsinr, 

e*=C.Pdr^r0,T,    ey=C'.P&rVr9tnr  ; 

welches  die  Gleichungen  der  gesuchten  Curve  sind. 

VIII.  Nach  §.  11.  stellt  die  Quotialderivirte  der  Flieh«  einer 
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Curve,  welche  zwischen  zwei  Ordinalen,  der  Abscissenaxe  und 
dem  krummen  Bogen  enthajten  ist,  das  Verhältniss  eines  Recht- 
ecks aus  der  Endabscisse  und  Endordinate  zur  Fläche  selbst  dar, 

d.  h.  es  ist 

F=^?  oder  Fp^xy. 

Hiemit  kann  die  Aufgabe  gelost  werden: 

Die  Curve  zu  finden,  deren  Flache  zum  Rechteck  xy 

ein  constantes  Verhältnis«  hat.  Ist  nämlich  de* 
Werth  dieses  Verhältnisses,  so  hat  man: 


also 


und  daher 


and  also  ist 


F=m  +  lt 


y=  Car- 
dio Gleichung  der  gesuchten  Curve. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten  ist 

xy=zk*, 

mithin  ist  ftir  diese  Curve 

Fp=fc* 

Inataurirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung,  so  kommt 

Soll  die  Fläche  für  x  =  k  verschwinden,  so  erhält  mau 

1  =  C.A*\ 

and  folglich  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  durch  diese: 

"-er 

Nimmt  man  jetzt  natürliche  Logarithmen,  so  gelangt  man  zu  dem 
bekannten  Satze,  wonach  für  die  Hyperbel 

4* 
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ist. 


IX.  In  Folge  der  Betrachtungen  des  §.  11.  erhält  man  für 
das  Volumen  eines  Rotationskörpers  um  die  ar-Axe,  wenn  y  die 
Ordinate  der  rotirenden  Curve  ist, 

V,  V=izxy*, 

so  dass  also  die  Quotialdermrte  des  Volumens  das  Verhältnis» 
des  umschriebenen  Cylinders  zum  Volumen  des  Korpers  darstellt. 

Soll  also  z.  B. 

V=m  +  l 

sein,  wo  m  eine  Constante  bezeichnet,  so  wird 
und  folglich 

nxy*=z(m  +  \)C.x'»+l 

oder 

die  Gleichung  der  rotirenden  Curve. 

}.  20. 

DieFundamentalprobleme  der  Bewegung  eines  Punktes. 

Betrachtet  man  die  vier  Grössen:  die  Zeit  t,  den  Raum  $,  die 
Geschwindigkeit  v  und  die  beschleunigende  Kraft  g>  sämmtlich 
als  Funktionen  einer  fünften  Grösse  a  und  bezeichnet  die  Diffe- 
rentiationen nach  a  durch  angefügte  Accente,  so  ist 

*'  t>'     fV'-<V  vt>' 

v~?'   v-V-  ? — B7' 

Setzt  man  hierin  fiir  t' ,  s' ,  v'  ihre  Werthe  durch  die  Quotialde- 
*    *  * 

rivirten  t,  *,  v  ausgedrückt,  nämlich 

•  •  • 

i  —    ,   *  =  — ,   t>  ss  — » 
a  a  a 

so  erhält  man: 
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♦  •  « 

$   t  V    V        V*  V 

»  =  ;••»  9  =  1' *  =  — •  i 


Es  sei  nun 


1)  *  =  F(f)  gegeben,  so  wird,  wenn  man  a  —  t  setzt,  wodurch 
t=l  wird: 

2)  e  =  F(f),  so  wird  unter  derselben  Annalirae  azzt: 

ss  =  v.t-t.F(t), 
also,  wenn  man  iostaurirt: 

wobei  C  durch  den  anfänglichen  Ort  des  Punktes  bestimmt  wird. 
Die  beschleunigende  Kraft  ist 

F(t).F(t) 
QP=  — «"^  

3)  <p  =  #\t).    Man  hat  dann,  t  als  Independente  nehmend, 

vv  =  <p.t=t.F(t), 


e'^C.P&t'1*), 

wo  C  durch  die  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmt  wird.  Weiter 
ist  dann 

folglich 

wobei  die  neue  Constante  C  sich  durch  die  Anfangslage  des  be- 


4)  v  =  F(s).  Man  wähle  s  zur  Independenten,  wodurch  s  =  1 
wird,  und  erhält  dann 
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also 


a 


die  Kraft  ist 

qp=tay.«e=  J  

5)  <jp  =  F(*).    Für  1=1  hat  man 

also 

•  •  • 

und  weiter 

4)  ?  =  F(t>).   Setsse  so  wird 


*    v2  t?2 

M  SM  —  = 


9  F(c) 


also 


und  dann 


also 


Für  die  gleichförmige  Bewegung  ist,  wenn  die  Zeit  vom 

g 

Anfange  der  Bewegung  gerechnet  wird,  ©=-,  daher  ist  der  Fak- 


tor  5    die  Grösse,  welche  die  spezielle  ungleichförmige  Be- 
t 

wegung  charakterisirt.  Für  die  gleichförmig  beschleunigt« 
Bewegung  hat  man,  wenn  ausserdem  noch  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit Null  ist,  9  =  -^=—,    daher  unterscheidet  der  Faktor 
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v  v 

i  oder  2*  die  besondern  Arten  ungleichförmig  beschleu- 
t  s 

nigter  Bewegungen. 


Das  Ziel  vorliegenden  Aufsatzes  war,  ein  Analogon  «er  Dif- 
ferential- und  Integralrechnung  aufzustellen  und  bis  zu  einem  ge- 
wissen Grade  zu  entwickeln.  Es  wäre  leicht  gewesen,  die  hier 
gegebene  Methode  von  jenen  Rechnungsarten  vollständig  unab- 
hängig darzustellen,  allein  der  Zusammenhang  zwischen  der  Quo- 
tialderivirten  und  dem  Differentialquotienten  einerseits  und  dem 
Instaurale  und  dem  Integrale  andererseits  lag  so  nahe,  dass  er 
unmittelbar  zur  Entwicklung  des  neuen  Calculs  dienen  konnte. 
Trotz  dieses  Zusammenhangs  wird  man  übrigens  den  Inhalt  vor- 
liegender Abhandluni;  nicht  für  ganz  uberflüssig  halten,  und,  wie 
man  auch  immer  darüber  denken  mag,  doch  das  wenigstens  zu- 
geben müssen,  dass  die  eigentümliche  Art  der  Grussenbildung, 


geben,  näher  untersucht  zu  werden  verdient.  Der  Mechanismus 
des  Quotiirens  und  Instaurirens  ist  allerdings  identisch  mit  einer 
gewissen  Art  des  logarithmischen  Differentiirens  und  Integrirens, 
allein  wenn,  wie  Jacobi  zu  sagen  pflegte,  die  Stärke  der 
Analysis  hauptsächlich  in  der  Symbolik  besteht,  näm- 
lich darin,  dass  eine  Reihe  häufig  wiederkehrender  Begriffe  durch 
ein  Zeichen  fixirt  wird,  mit  Hülfe  dessen  sie  als  ein  neuer  zu- 
sammengesetzter Begriff  in  die  Untersuchungen  eingeführt  wird, 
so  wird  auch  im  vorliegenden  Falle  die  Entwicklung  der  Quo- 
tial-  und  Instauralrechnung  zu  rechtfertigen  sein. 

Aus  dem  hier  Mitgeteilten  wird  der  Leser  erkennen,  was 
weitere  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  liefern  müssen. 
Zunächst  mangeln  noch  die  beiden  Sätze,  welche  den  Theoremen 
von  Taylor  und  Maclaurin  entsprechen,  und  welche  wahrschein- 
lich ein  Mittel  sein  würden,  die  Funktionen  in  unendliche  Pro- 
dukte zu  verwandeln.  Von  besonderer  Wichtigkeit  mögte  dann 
noch  sein  die  independente  Darstellung  der  höheren  Quotialderi- 
virten,  welche,  wie  man  auf  den  ersten  Blick  sieht,  mit  weit 
grösseren  Schwierigkeiten  verknüpft  ist,  wie  die  der  höheren  Dif- 
feTentialquotienten  und  auch  nicht  unmittelbar  auf  diese  reducirt 
werden  kann.  Endlich  wäre  eine  weitere  Ausbildung  der  Quotial- 
gleichungen,  die  Instauration  derselben  und  die  Integration  von 
Differentialgleichungen  durch  Instaurale  nicht  ohne  Interesse. 


zu  welcher  die  Begriffe 
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Was  die  Verwandtschaft  der  Funktionen  unter  einander  be- 
trifft, welche  durch  die  Quotation  und  Instauration,  ebenso  wie 
durch  die  Differentiation  und  Integration,  begründet  wird,  so  mögen 
hierüber  noch  folgende  geringe  Andeutungen  Platz  finden. 

Die  Funktion,  welche  mit  ihrem  Quotiallogarithmus  identisch 
ist,  also  Her  Gleichung  genügt : 


Sie  entspricht  also  der  Funktion  e*  in  der  Differentialrechnung.  — 
In  der  Integralrechnung  wird  die  Gleichung 


för  m=— 1  illusorisch,  das  Integral  ist  in  diesem  Falle  Ur  +  C; 
der  analoge  Fall  tritt  in  der  Instauralrechnung  bei  der  Gleichung 


für  m=0  ein,  das  lnstaural  ist  in  diesem  Falle  Cx. 

Die  Funktion,  deren  Quotialderivirte  dem  Differentialquotieii- 
teu  derselben  Funktion  gleich  ist/  ist  f\x)  —  x ;  diejenige,  deren 
lnstaural  gleich  ihrem  Integrale,  ist  aber  f(x)=z\,  wenn  von  den 
Constanten  abgesehen  wird,  welche  durch  die  Operationen  des 
Instaurirens  und  Integrirens  eingeführt  werden. 


A^)  =  (l^-1)"1- 


P&x*m=C.el*m) 
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II. 

Der  Zufall  in  den  Naturwissenschaften.  Vortrag  ge- 
halten bei  der  feierlichen  Sitzung  der  kaiserlichen  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien  am  30.  Mai  1854 

* 

von 

Seiner  Excellenz  dem  Herrn  Präsidenten  der  Akademie, 
Dr.  Andreas  Ritter  v.  Baumgartner*). 


Hochansehnlicbe  Versammlung! 

Gleichwie  der  Herbst  jedes  Jahr  wiederkehrt  und  von  der 
Productionskraft  des  Frühlings  und  Sommers  Rechenschaft  gibt, 
ebenso  hat  auch  die  kaiserliche  Akademie  der  Wissenschallten  nach 
ihren  Statuten  alljährlich  den  Ausweis  zu  liefern,  was  sie  geleistet 
und  wie  sie  den  .Schutz  und  die  Unterstützung  des  Staates  zu 
▼erdienen  gesucht  habe. 

Den  Rechenschaftsbericht  werden  Sie,  hochansehnliche  Herren, 

*)  Die  folgende  Rede,  deren  Zweck  und  hochverehrter  Verfasser  aus 
ihrer  l' überschritt  ersichtlich  sind,  halte  ich  für  in  allen  Beziehungen 
in  so  hohem  Grade  interessant  und  lehrreich  und  der  weitesten  Verbrei- 
tung so  überaus  werth ,  das«  ich  glaube,  einigen  Dank  aller  Leser 
des  Archivs  zu  verdienen,  wenn  ich  ihnen  dieselbe  im  Folgenden 
mittheile.  Ich  entlehne  sie  aus  dem  Almanach  der  kaiserlichen 
Akademie  der  Wissenschaften  (zu  Wien).  Fünfter  Jahrgang. 
1855.  Wien.  S.  53  —  S.  T6.  Ihr  von  mir  und  allen  Mathematikern  und 
Physikern  hochverehrter  Verfasser,  Herr  Minister  v.  Baumgartner 
Excel  lenz,  hat  sich  durch  dieselbe  jedenfalls  ein  sehr  grosses  Verdienst 
sowohl  in  allgemein  wissenschaftlicher,  als  auch  namentlich  in  histo- 
rischer Besiehung  erworben.  Der  Herausgeber. 
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aus  dem  Munde  des  General -Secretärs  vernehmen,  mir  aber  wol- 
len Sie  eine  kurze  Aufmerksamkeit  schenken,  wenn  ich  den  Stoff 
meiner  Rede  nicht  aus  der  jüngsten  Zeit,  sondern  zum  T heile 
aus  der  ferneren  Vorzeit  herhole. 

„Wem  die  heiligen  Todten  gleichgültig  sind  " ,  sagt  J.  P.  Ri  c  h  • 
ter,  „dem  werden  es  auch  die  Lebendigen".  Von  dieser  Wahr- 
heit durchdrungen,  hat  es  mir  nie  gefallen  wollen,  dass  die  Ge- 
schichtschreiber der  Naturwissenschaften  dem  Lebenslaufe  der 
Miin  r>er.  welche  für  Erweiterung  der  Wissenschaften  mit  beson- 
derem Erfolge  gewirkt  haben,  so  wenig  Aufmerksamkeit  schen- 
ken, und  fast  immer  unterlassen,  zu  erwähnen,  welche  Umstände 
denselben  die  segensreiche  Richtung  gegeben  und  sie  auf  die  Spur 
ihrer  Entdeckungen  nnd  Erfindungen  geführt  haben.  Namentlich 
bleibt  ein  Gehülfe  fast  immer  unerwähnt,  der  doch  nicht  selten 
einem  hervorragenden  Talente  den  Weg  gewiesen,  den  es  so  er- 
folgreich betreten  hat,  ich  meine  —  den  Zufall. 

Erlauben  Sie  daher,  hochansehnliche  Herren,  dass  ich  diese 
Unbilligkeit  in  Etwas  gut  mache  und  heraushebe,  wie  einige  der 
hervorragendsten  Männer  der  Naturwissenschaften  diesem  treuen 
AI  Hirten  der  menschlichen  Bestrebungen  ihre  geistige  Richtung 
verdanken,  und  wie  durch  ihn  die  grössten  Entdeckungen  ange- 
bahnt worden  sind. 

Das  erste  Zufällige  im  Lehen  eines  Menschen  ist  die  Zeit 
seiner  Geburt.  Was  aus  einem  neugeborenen  Kinde  einst  werden 
wird,  hängt  nicht  allein  von  der  Beschaffenheit  seines  Organismus 
und  der  Sorgfalt  seiner  Erzieher,  sondern  vielmehr  von  den  herr- 
schenden Zeitverbältnissen  ab.  Die  Bestrebungen  des  Menschen 
tragen  in  der  Regel  das  Gepräge  der  Zeit  an  sich,  in  der  er  lebt 
und  wirkt;  nur  besonders  Auserwahlten  ist  es  gegeben,  dieses 
Gepräge  zu  verwischen  und  der  Zeit  selbst  den  Stempel  ihres 
Geistes  aufzudrücken,  aber  auch  dieses  nur  dann,  wenn  die  Zeit 
dazu  gehörig  vorbereitet  oder  selbst  charakterlos  ist.  Gilt  dieses 
schon  im  Allgemeinen,  so  ist  es  noch  viel  mehr  bei  wissenschaft- 
lichen Bestrebungen  der  Fall.  Die  Stimme  eines  Gelehrten  muss 
immer  und  überall  durch  den  Wiederhall  der  Zeit  verstärkt  wer- 
den, und  wo  die  Verhältnisse  einem  solchen  geistigen  Echo  nicht 
günstig  sind,  bleibt  sie  eine  Stimme  in  der  Wüste.  Die  mysti- 
schen, unklaren  und  in  den  Fesseln  der  Vorzeit  liegenden  wissen- 
schaftlichen Bestrebungen  des  15.  Jahrhunderts  Hessen  das  Wort 
Leonardo's  da  Vinci,  der  schon  zu  seiner  Zeit  einen  bedäch- 
tigen, an  der  Hand  der  Erfahrung  fortschreitenden  Gang  bei  na» 
Unwissenschaftlichen  Forschungen  gepredigt  hatte,  ungehört  ver- 
hallen.   Vergebens  rief  dieser  gelehrte  Mann  seinen  Zeitgenossen 
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zu:  das  Experiment  ist  der  Erklärer  der  Kunstgriffe  der  Nstur; 
wir  müssen,  um  die  Phänomene  der  Natur  zu  erklären,  vom  Ex- 
perimente anfangen,  durch  dasselbe  uns  bestreben,  allgemeine 
Prineipien  zu  entdecken,  wenn  auch  die  Natur  selbst  den  entge- 
gengesetzten Gang  nimmt,  mit  den  Schlüssen  anfängt  und  mit  dem 
Experimente  endigt.  Als  aber  Baco  von  Verulam  ein  Jahr- 
hundert später  dasselbe  lehrte,  ward  es  begierig  aufgenommen 
und  zum  Leitstern  bei  allen  naturwissenschaftlichen  Arbeiten  gewählt 

Die  menschlichen  Mecn  befruchten  sich  gegenseitig,  und  eine 
wird  unversehens  Mutter  und  Tochter  einer  andern ;  darum  ist  es 
keineswegs  gleichgültig,  ob  ein  mit  grossen  Geistesgaben  ausge- 
rüsteter Mann  zu  einer  Zeit  lebt,  wo  er  meilenweit  keinen  Fach- 
genossen antrifft  und  in  der  kleinsten  wissenschaftlichen  Angele- 
genheit dem  gesprochenen  Worte  das  geschriebene  substituiren 
muss,  ob  zu  seiner  Zeit  Postverbindungen  selten  waren,  oder  ob 
gute  Strassen  oder  gar  Eisenbahnen  die  Entfernungen  abkürzen 
und  dem  geschriebenen  Worte  Flügel  verleihen. 

La  place  konnte  sich  mit  seinen  Collegen  in  derselben  Stadt 
besprechen,  Leibnitz  konnte  mit  Huyghens  nur  schriftlich  ver- 
kehren, und  obgleich  die  Distanz  seines  Wohnortes  Hannover,  von 
dem  Aufenthaltsorte  Huyghens,  Haag,  nicht  gross  genannt  wer- 
den kann,  durfte  er  doch  auf  eine  schriftliche  Antwort  erst  nach 
Monatsfrist  rechnen. 

Naturwissenschaftliche  Forschungen,  die  nicht  in  blossen  Spe- 
culationen  bestehen,  bedürfen  mehrfacher  materieller  Behelfe,  und 
wo  solche  noch  selten  und  theuer  sind,  muss  auf  deren  Mithilfe 
oft  Verzicht  geleistet  werden. 

WTas  würden  Kopernicus,  Tycho  de  Brahe,  Regio- 
montanus  und  Kepler  geleistet  haben,  wenn  ihnen,  wie  den 
Astronomen  unserer  Zeitperiode,  Uhren,  Fernröhre  und  genaue 
Mess-lnstrumente  zu  Gebote  gestanden  wären.  Es  ist  daher  kein 
Wunder,  dass  Kopernicus  30  Jahre  brauchte,  um  sein  Werk 
über  den  Umlauf  der  Planeten  zu  Stande  zu  bringen,  dass  Tycho 
de  Brahe  an  den  Rudolphischen  Tafeln  38  Jahre  arbeitete,  dass 
Kepler  in  einem  Briefe  an  die  Stände  Ober -Oesterreichs,  in 
welchem  er  sich  entschuldigte,  dass  er  mit  seiner  Karte  des  Lan- 
des nicht  schneller  zu  Stande  gekommen,  sagte:  „3tr)  f)af>  mid) 
ötnaniaKdj  an  3e$en  Ort,  fca  e*  rinc  »irdj,  meener  iint>  iliaen  Jjatt, 
einen  daa:  ?u  fäumen  $ciißbt,  biß  3d)  bie'Hird)  &efer)ent  einen  erfahr- 
nen ^nmormrr  frefemtnen,  3mt  ttmb  Sie  aleaenljaffl  fcer  »m&Haciiöeti 
Detter  gnttgfamUcr)  att$$efra$t.  IXalnet  Ii  at t  mir  nicht*  neraeums 
getrau ,  fonftern  fö  lawa,  antmort  geben,  «te  er  }n  trtwfrjen  gehabt, 
oder  fcnflen  nit  itnwiUta  ober  betäubt  morden  ifh" 
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Hieraus  wird  es  einleuchtend,  dass  in  den  Zeitverhältnissen 
die  Bedingungen  gelegen  sind,  unter  denen  die  Männer  der  Wis- 
senschaft heranwachsen  und  sich  vermehren.  Im  11.,  12.  und  13. 
Jahrhunderte  glänzte  nur  hie  und  da  Einer  am  wissenschaftlichen 
Horizont;  im  14.  und  15.  Säculum  wurden  dann  schon  mehrere 
sichtbar;  im  16.  und  17.  Jahrhundert  erblickte  schon  wenigstens 
jedes  Jahrzehent  ein  wissenschaftliches  Genie  das  Licht  der  Welt, 
darunter  aber  wahre  Riesengestalten,  die  noch  jetzt  Gegenstand 
der  Bewunderung  der  Welt  sind,  wie:  Tycho  de  Brahe,  Baco 
von  Verulam,  Galilei,  Kepler,  Cartesius,  Huyghens, 
Leibnitz,  Newton.  Im  18.  Jahrhunderte  reicht  für  die  Ge- 
burt eines  hervorragenden  Talentes  ein  weit  weniger  umfassender. 
Massstab  nicht  mehr  aus,  ja  es  genügt  kaum  ein  solcher  von 
einem  Jahre:  Leonhard  Euler  und  Linne*,  Pristley  und 
W.  Hörschel,  Watt  und  Lichtenberg,  Lagrange,  Gal- 
vani  und  Guyton  Morveau,  Klaproth  und  Haüy,  Laplace 
und  Delambre,  Cuvier  und  Th.  Young,  Thenard,  Gay- 
Lussac  und  Gauss  kamen *in  demselben  Jahre  zur  Welt,  und 
die  in  diesem  Säculum  gleichzeitig  lebenden  Männer,  welche  die 
Welt  mit  ihren  Lebren  erfüllen,  gleichen  der  Milchstrasse  am  Fir- 
mamente,  wo  manches  selbstleuchtende  Gestirn  nur  darum  zum 
matten  Schimmer  herabsinkt,  weil  es  von  noch  stärker  strahlen- 
den umgeben  ist. 

Diese  geistige  Entwickelung  des  Menschengeschlechtes  füllt 
mit  anderen  merkwürdigen  Erscheinungen  zusammen.  So  lange 
nämlich  die  Bewegung  der  Erde  durch  die  aristotelische  Philoso- 
phie und  durch  Missverständuisse  anderer  Art  gehindert  war,  und 
der  Himmel  in  seiner  Bewegung  Alles  mit  sich  fortriss,  stand  die 
Wissenschaft  überhaupt  still,  und  erst  als  Köper  nie  us  der  Erde 
ihre  Bewegung  gab  und  dem  Himmel  Stillstand  gebot,  begann  die 
menschliche  Wissenschaft  fortzuschreiten.  Will  man  alles  Dieses 
auch  als  ein  zufalliges  Zusammentreffen  ansehen,  so  ist  es  doch 
nicht  der  Zufall  allein,  der  hier  eine  Rolle  spielt,  es  hat  aber 
dieser  unheimliche  Gehülfe  in  vielen  anderen  Beziehungen  einen 
mächtigen  Antheil  am  Leben  überhaupt,  an  der  Richtung  und 
den  Leistungen  der  Männer  insbesondere,  die  hier  als  Werkzeuge 
der  Vorsehung  zu  wirken  bestimmt  waren. 

Nur  in  seltenen  Fällen  kamen  diese  Männer  unter  Umständen 
Bur  Welt,  die  ihrer  Entwickelung  günstig  waren.  Der  grosse 
Newton  war  eine  frühzeitige  Geburt  und  so  klein,  dass  man 
ihn,  wie  seine  Mutter  sagte,  in  einem  Viertelskrug  hätte  verber- 
gen können;  der  Mathematiker  d'Alerabert  ward  nach  seiner 
Geburt  ausgesetzt  und  es  musste  sich  seiner  eine  arme  Glasers- 
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fr  au  annehmen,  damit  er  nicht  Hungers  stürbe;  Watt,  der  Er- 
finder der  Dampfmaschine,  war  in  seiner  Jugend  von  so  schwäch* 
lieber  Constitution,  dass  er  oft  lange  Zeit  das  Zimmer  hüten  musste 
und  nicht  einmal  eine  Schule  besuchen  konnte;  Fresnel  konnte 
in  seinem  achten  Jahre  noch  kaum  lesen;  Wilhelm  Herschel 
erlernte  in  seiner  Jugend  blos  Musik,  und  nur  die  Begierde,  die 
mathematische  Begründung  dieser  Kunst  kennen  zu  lernen,  führte 
ihn  zum  Studium  der  Mathematik  und  dadurch  zu  jenem  der 
Astronomie.  «Galilei  sollte  Wollhändler  werden;  Lambert  war 
zum  Schneider  bestimmt,  Humphry  Davy  zum  Apotheker,  Fa- 
raday  zum  Buchbinder,  dann  zum  Buchhändler;  Kepler,  Boyle, 
Bergmann,  Pristley  sollten  Geistliche  werden,  Cartesius, 
Arago,  Biot,  Fourier  Soldaten.  Der  Genosse  unserer  Zeit, 
Jos.  Fraunhofer,  ward  Glasschleiferlehrling;  nur  der  Umstand, 
dass  das  Haus,  in  welchem  er  lebte,  zusammenstürzte,  den  Kna- 
ben mit  seinem  Schott  bedeckte,  und  dass  er  in  Gegenwart  des 
Königs  Max  I.  lebend  daraus  hervorgezogen  und  beschenkt  wurde, 
gab  Veranlassung  zu  der  Wendung  seines  Schicksals,  das  ihn  zum 
weltberühmten  Manne  und  zur  grossen  Stütze  der  Wissenschaft 
machte. 

Auf  ähnliche  zufallige  Ereignisse  deutet  die  Lebensgeschichte 
vieler  anderer  Männer  hin.  Erlauben  Sie,  dass  ich  aus  den  histo- 
rischen Schätzen  der  im  Reiche  der  exaeten  Wissenschaften  be- 
sonders ausgezeichneten  Namen,  welche  den  Franzosen,  Italie- 
nern, Deutschen,  Engländern  und  Nordamerikanern  angehören, 
wenigstens  je  einen  Mann  heraushebe. 

Cartesius  verdankte  seine  frühe  Berühmtheit,  die  auf  sein 
weiteres  Leben  von  grossem  Einflüsse  war,  einem  sonderbaren 
Unistande.  Er  sah,  als  er  Soldat  und  20  Jahre  alt  war,  an  einer 
Mauer  einen  in  flamändischer  Sprache  geschriebenen  Anschlag- 
zettel, dessen  Inhalt  er  zu  erfahren  wünschte;  da  er  aber  dieser 
Sprache  nicht  kundig  war,  so  ersuchte  er  einen  der  Vorbeige- 
henden, ihm  den  Inhalt  des  Zettels  zu  erklären.  Derselbe  enthielt 
ein  mathematisches  Problem  und  die  Aulforderung  an  die  ganze 
Welt,  es  zu  lösen.  Der  um  die  üebersetzung  gebetene  Vorüber- 
gehende war  aber  Professor  Beckmann,  und  dieser  forderte, 
nachdem  er  dem  jungen  Krieger  den  Sinn  der  Ankündigung  erklärt 
hatte,  denselben  scherzhaft  auf,  das  Problem  zu  lösen.  Der  junge 
Mann  liess  sich  dieses  nicht  umsonst  gesagt  sein  und  überbrachte 
dem  Professor  in  kurzer  Zeit  die  Lösung  des  Problems.  Dadurch 
ward  Cartesius  Beckmann' s  Freund  und  trat  mit  demselben 
in  einen  lebhaften  wissenschaftlichen  Briefwechsel,  aus  dem  nach- 
her wichtige  Fortschritte  der  Wissenschaft  hervorgingen. 
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Galilei,  der  Sohn  eines  vermögenslosen  italienischen  Adeli- 
gen und  an  dem  Tage  geboren,  an  welchem  Michael  Angelo 
Bnonarotti  starb,  wurde  dorch  einen  besonderen  Zufall  zum 
Studium  der  Mathematik  hingeführt.  Er  wollte  nämlich  erst  den 
Abt  Ostilio  Ricci  gerade  zur  Zeit,  als  er  den  Pagen  des  Her- 
«ogs  von  Florenz  in  Pisa  Unterricht  gab,  besuchen.  Kein  Frem- 
der durfte  in  den  Saal  wahrend  der  Dauer  des  Unterrichtes  ein- 
treten. Der  Knabe  Galilei  wollte  aber  erfahren,  was  daselbst 
geschehe  und  horchte  darum  an  der  Thür.  Das,  was  er  vernahm, 
geüel  ihm  so  gut,  dass  er  oft  dahin  wiederkehrte  und  diese  eigen- 
thiimliche  Art  des  Zuhörens  zwei  Monate  lang  fortsetzte.  Er 
wollte  sich  aber  auch  ausser  den  Lehrstunden  mit  der  Mathema- 
tik beschäftigen  und  kaufte  sich  zu  diesem  Behufe  einen  Euclid. 
Unter  dem  Vorwande,  sich  von  Ricci  die  Lösung  einer  schwie- 
rigen Stelle  zu  erbitten,  begab  er  sich  zu  ihm  und  erzählte,  auf 
welche  Weise  er  den  ersten  Unterricht  genossen  habe.  Dieser 
Eifer  gefiel  Ricci  und  vermochte  ihn,  Galilei  einzuladen,  sein 
offener  Schüler  zu  werden,  und  ihm  einen  Archimedes  zu  schen- 
ken. Dieser  Mathematiker  gefiel  dem  jungen  Schüler  so  gnt, 
dass  er  ihn  zum  Führer  seines  Lebens  erkor,  und  später  öfters 
zu  sagen  pflegte;  „Wer  diesem  folgt,  kann  kühnlich  auf  der 
Erde  und  im  Himmel  dahin  schreiten." 

Galilei  hat  seine  schönsten  Tage  als  Lehrer  der  Mathema- 
tik in  Padua  verlebt.  Da  war  es,  wo  er  mehrere  seiner  berühm- 
testen Schriften  verfasste,  wo  er  den  Proportionalzirkel,  das  Ther- 
mometer, das  seinen  Namen  führende  Fernrohr  erfand,  wo  er 
seine  Entdeckungen  am  Monde  machte,  die  Satelliten  des  Jupi- 
ters, die  wechselnden  Lichtgestalten  der  Venus  entdeckte  und  die 
Milchstrasse  als  ein  Aggregat  kleiner  Sterne  erkannte;  hier  dräng- 
ten sich  Prinzen  und  Grosse  der  Erde,  um  seine  Vorträge  zu 
hören,  hier  erlangte  er  auch  zuerst  ein  zur  selbsständigen  Existenz 
hinreichendes  Einkommen.  Es  war  aber  nur  ein  Zufall,  der  ihn 
nach  Padua  brachte.  Galilei  war  nämlich  zwar  schon  in  einem 
Alter  von  25  Jahren  Professor  der  Mathematik  zu  Pisa,  genoss 
aber  nur  einen  Gehalt  von  60  Thalern.  Da  ward  ihm  die  Aufgabe, 
eine  Maschine  zu  beurtheilen,  die  Johann  von  Medicis,  ein 
naturlicher  Sohn  Cosmus'  I.,  zum  Reinigen  des  Hafens  von  Li- 
vorno  erfundeo  hatte.  Galilei  fand  an  diesem  Apparate  mehrere 
Mängel  und  scheute  sich  nicht,  dieselben  offen  darzulegen.  Die- 
ses verdross  aber  den  Erfinder,  der  nich  für  einen  grossen  Archi- 
tekten und  Mathematiker  hielt,  er  beklagte  sich  darüber  beim 
Grossberzoge,  und  da  überdies  auch  alle  Peripatetiker  Galilei'« 
Feinde  waren,  so  stand  er  auf  dem  Punkte,  fortgeschickt  zu  wer- 
den.    Uni  diesem  zu  entgehen,  begab  er  sich  nach  Florenz  und 
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sachte  ein  anderes  Unterkommen,  welches  er  nun  mit  Unterstützung 
des  Marquis  del  Monte  als  Professor  in  Padua  erhielt.  Er  be- 
gab sich  im  Sommer  1593  nach  Venedig,  um  die  neue  Lehrkan- 
zel anzutreten.  Alle  seine  Habseligkeiten  fasste  ein  kaum  100  Pfund 
schwerer  Koffer.  Sein  Gehalt  ward  mit  300  fl.  festgesetzt,  aber 
seine  Anstellung  war  eine  blos  zeitweilige.  Als  er  aber  sein  Fern- 
rohr erfunden  und  dem  erstaunten  Senate  vom  Markusthurme  in 
Venedig  aus  die  Wirkungen  desselben  gezeigt  hatte,  ward  seine 
Anstellung  zur  permanenten  erklärt  und  sein  Gehalt  auf  1000  fl. 
C.-M.  erhöht. 

Eine  nicht  minder  einflussreiche,  wenn  auch  ganz  verschiedene 
Bolle  spielte  der  Zufall  im  Leben  eines  Zeitgenossen  Galilei's, 
der  nicht  aufhören  wird,  Gegenstand  der  Bewunderung  zu  sein, 
nämlich  unseres  Landsmannes  Kepler.  Dieser  war  der  Sohn 
eines  Gastwirthes  in  einem  würtembergischen  Dorfe  und  in  seiner 
ersten  Erziehung  sehr  vernachlässigt.  Nach  seines  Vaters  Tode 
schickte  man  ihn  in  die  Klosterschule  zu  Maulbrunn,  wo  er  einen 
Lehrer  Namens  M  östlin  hatte,  der  dem  Koperuicanischen  System 
anhing.  Dieser  machte  in  dem  Jünglinge  die  Begierde  rege,  jenes 
System  kennen  zu  lernen,  und  zu  diesem  Ende  Mathematik  zu 
studiren.  Der  sorglose  Jungling  ahnte  damals  nicht,  dass  er  einst 
von  dieser  Wissenschaft  seinen  Lebensunterhalt  werde  ziehen  müs- 
sen. Aus  der  Klosterschule  wurde  er  nach  Tübingen  gesendet, 
um  dort  Theologie  zu  studiren.  Allein  aus  einer  etwas  freisinni- 
gen Arbeit  wollte  man  erkennen,  dass  er  zum  geistlichen  Stande 
nicht  tauge,  und  sprach  in  einem  Zeugnisse,  das  er  bei  seinem 
Abgange  von  Tübingen  erhielt,  diese  Untauglichkeit  formlich  aus. 
Da  man  aber  seinem  rednerischen  Talente  die  Anerkennung  nicht 
versagte,  so  wurde  er  den  steiermärkischen  Ständen  als  Lehrer 
der  Mathematik  und  Moral  empfohlen,  und  so  kam  dieser  Mann, 
der  einst  so  berühmt  werden  sollte,  in  die  österreichischen  Staa- 
ten. Von  Steiermark  vertrieben,  ward  er  vom  Kaiser  Rudolf  IL 
zum  Hülfsarbeiter,  Behufs  der  Verbesserung  der  Rudolphischen 
Tafeln,  berufen,  und  endlich  nach  Tycho  de  ßrahe's  Tode 
zum  kaiserlichen  Mathematiker  ernaont,  wo  sein  Hauptgeschäft 
in  der  Verbesserung  der  astronomischen  Tafeln  bestand.  Hier 
entdeckte  er  die  seinen  unsterblichen  Namen  führenden  Gesetze 
der  Planetenbewegungen,  jedoch  auf  einem  ganz  eigentümlichen, 
vom  Zufalle  wesentlich  unterstützten  Wege.  Kepler  litt  an  der 
Krankheit  seiner  Zeit,  die  mehr  das  Mystische  und  Blendende,  als 
das  Einfache  und  Klare,  mehr  das  Wunderbare  als  das  Wahre 
suchte,  einer  Zeit,  wo  man  Poesie  der  Wissenschaften  für  Philo- 
sophie hielt.  Er  beschäftigte  sich  demnach  viel  mit  der  Geheim- 
nisslehre der  Zahlen  und  in  diesem  Bestreben  wollte  er  auch  einen 
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Zusammenhang  zwischen  den  regulären  Körpern  der  Geometrie  und 
den  Planetenbahnen  nachweisen.  Der  Zufall  unterstützte  ihn  hierin ; 
denn  es  waren  damals  gerade  so  viel  Planeten  bekannt,  als  es 
regelmässige  geometrische  Körper  gibt,  und  es  galt  nun,  eine 
Relation  zwischen  den  Halbmessern  der  Planetenbahnen  und  jenen 
der  um  die  regelmässigen  Körper  beschriebenen  Kugelflächen  nach- 
zuweisen. Der  mystische  Geist  Kepler 's  fand  Mittel,  dieses  zu 
leisten:  Beschreibt  man,  sagt  er,  in  die  Erdkugel  ein  Ikosaeder 
und  in  dieses  eine  zweite  Kugel,  dann  in  diese  ein  öctaeder  und 
darein  wieder  eine  Kugel ,  so  stellen  die  Halbmesser  der  beiden 
eingeschriebenen  Kugeln  zugleich  die  Radien  der  Bahnen  der  un- 
tern Planeten,  nämlich  der  Venus  und  des  Merkur  vor.  Wird  um 
die  Erdkugel  ein  Dodekaeder  beschrieben,  um  dieses  eine  zweite 
Kugel,  so  hat  diese  denselben  Durchmesser  wie  die  Bahn  des 
Mars.  Beschreibt  man  um  diese  Kugel  ein  Tetraeder,  um  das 
Tetraeder  eine  andere  Kugel,  so  stellt  diese  die  Ilatin  des  Jupi- 
ter vor.  Wird  endlich  um  die  letztgenannte  Kugel  ein  Würfel 
beschrieben  und  um  diesen  abermals  eine  Kugel,  so  hat  man  an 
dieser  das  Bild  der  Saturnbahn.  Die  Planetenbahnen,  wie  selbe 
nach  den  damals  möglichen  ungenauen  Beobachtungen  bekannt 
waren,  entsprachen  der  besagten  Regel  so  ziemlich,  die  Abwei- 
chungen -sollten  sich  eben,  da  Kepler  die  harmonische  Zusam- 
menstimmung aller  Gestalten  für  eine  ausgemachte  Sache  hielt, 
dadurch  erklären  lassen,  dass  die  Planetenbahnen  nicht  ganz 
kreisförmig  seien.  Es  musste  daher  Kepler  diese  Abweichung 
von  der  Kreisform  bestimmen,  und  dieses  führte  ihn  zunächst  zur 
Entdeckung  seines  ersten  Gesetzes,  und  im  weiteren  Verlaufe  zu 
den  zwei  anderen.  Wir  verdanken  daher*  dem  Zufalle,  dass  zu 
Kepler's  Zeiten  nur  fünf  Planeten  bekannt  und  dass  ihre  Bah- 
nen  nicht  scharf  beobachtet  waren,  den  grössten  Fortschritt,  wel- 
chen unsere  Kenntnis*  vom  Planetensysteme  je  gemacht  hat 

Kepler  starb  10  Jahre  vor  Galilei.  Dieser  war  darum  in 
seinem  letzten  Lebensjahre  sehr  besorgt,  dass  nach  seinem  Hin- 
tritte das  geliebte  Kind  seines  Geistes  verwaiset  sein  werde.  Allein 
die  Vorsehung  sorgt  für  die  Wissenschaft  nicht  minder,  als  für 
den  Menschen  selbst;  denn  nicht  ein  volles  Jahr  vor  Galilei's 
Hintritt  erblickte  der  Mann  das  Licht  der  Welt,  der  die  neuge- 
schaffene Wissenschaft  in  seine  Pflege  nahm  und  sie  zur  Voll- 
jährigkeit heranzog. 

* 

Dieser  Mann  war  Newton,  der  grosse  Sterbliche,  an  dessen 
Grabstätte  man  heute  noch  lesen  kann:  Gratulentur  sibi  mortale«, 
tale  tantumque  exstitisse  generis  humani  decus.  Er  war  in  sei- 
nem Knabenalter  nicht  sonderlich  thätig  und  gab  wenig  Hoffnung, 
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dass  er  es  zu  etwas  Rechtem  briogen  werde.  In  der  Schule  nahm 
er  our  einen  der  untersten  Plätze  ein.  Aber  eben  dieser  Umstand 
liihrte  es  herbei,  dass  er  zur  grösseren  Thätigkeit  angespornt 
wurde.  Ein  Schulgenosse,  der  ihm  im  Range  vorging  und  daher 
hinter  ihm  sass,  war  auch  körperlich  sehr  rührig  uod  stiess  den 
jungen  Newton  oft  mit  den  Füssen.  Einst  versetzte  er  ihm  aber 
einen  Stoss,  der  ihm  grosse  Schmerzen  verursachte.  Da  erwachte 
in  Newton  der  Vorsatz,  durch  Fleiss  und  Anstrengung  seinem 
unruhigen  Nachbar  vorzugehen,  und  dieser  Vorsatz  ward  in  kurzem 
so  sehr  zur  Tbat,  dass  Newton  bald  der  Erste  in  der  Schule 
und  endlich  die  Zierde  des  Menschengeschlechtes  —  decus  generis 
humani  —  wurde. 

Kepler,  Galilei  und  Newton  haben  die  mechanische  Na- 
turwissenschaft geschaffen,  gleichsam  den  Himmel  erobert:  ein 
anderer  grosser  Mann  hat  aber  dem  Himmel  das  Feuer  entrissen 
—  coeio  eripuit  fulmen  —  dieser  war  Benjamin  Franklin. 
Auch  auf  das  Leben  dieses  Mannes  hatte  der  Zufall  grossen  Emfluss. 

Franklin  war  das  fünfte  Kind  eines  mit  17  Sprösslingen 
gesegneten  Seidenförbers  und  später  Kerzeuziehers  in  Boston. 
Sein  Vater  konnte  ihn  der  Kosten  wegen  nicht  ein  volles  Jahr  in 
die  Schule  schicken.    Ein  Ereigniss,  das  sich  in  seinem  zehnten 
Jahre  zutrug,  hatte,  wie  er  selbst  erzählt,  auf  sein  ganzes  Leben 
den  grössten  Einfluss.    Er  besass  nämlich  einmal  an  einem  Fest- 
tage einiges  Geld  und  wollte  dafür  Spielzeug  kaufen.    Auf  dem 
Wege  traf  er  einen  Knaben,  der  eine  Pfeife  hatte,  deren  Ton  dem 
jungen  Franklin  sehr  gefiel.    Er  bot  dafür  alles  Geld,  das  er 
besass.    Das  Anbot  ward  angenommen.    Franklin  ward  Eigen- 
tümer der  Pfeife,  brachte  dieselbe  nach  Hause  und  in  der  Freude 
seines  Herzens  belästigte  er  mit  ihrem  schrillen  Tone  Alles  um 
sich  her.    Man  fragte,  was  er  für  dieses  lästige  Instrument  gege- 
ben habe,  und  als  er  erzählt  hatte,  um  welchen  Preis  er  dazu 
gekommen,  machte  man  ihm  begreiflich,  dass  er  zehnmal  mehr 
dafür  gegeben  habe,  als  es  werth  sei,  und  zählte  ihm  auf,  was 
er  alles  für  das  ausgegebene  Geld  hätte  erhalten  können.  Dadurch 
ward  der  Knabe  nachdenkend,  er  fasste  den  Vorsatz,  wenn  in  der 
Folge  wieder  der  Wunsch  nach  irgend  einem  Besitze  in  ihm  er- 
wachen sollte,  sich  fleissig  an  die  Pfeife  erinnern  zu  wollen.  In 
der  That  pflegte  Franklin,  als  er  zum  Manne  herangereift  war 
und  als  Gelehrter  und  Staatsmann  zu  wirken  hatte,  bei  jeder  Un- 
ternehmung sich  zu  sagen:    „Kauf  die  Pfeife  nicht  zu  t heuer. " 
Die  Nähe  des  Meeres  machte  in  dem  jungen  Franklin  den  Wunsch 
rege,  Marinär  zu  werden;  aber  sein  Vater  war  demselben  entgegen 
und  führte  das  Söhnchen,  um  es  von  seinem  Vorhaben  abzubrin- 
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gen,  in  die  Werkstätte  von  Tischlern,  Glasern,  Drechslern  etc. 
in  der  Hoffnung,  der  Knabe  werde  für  einen  der  Erwerbszweige 
Vorliebe  gewinnen.  Dieser  war  aber  uberall  aufmerksamer  Beob- 
achter, und  um  ja  nicht  wieder  für  eine  Pfeife  zu  viel  zu  geben, 
lernte  er  die  Werkzeuge  aller  dieser  Professionen  kennen  und 
handhaben.  So  kam  es,  dass  er  in  den  Stand  gesetzt  wurde, 
sich  später  als  Physiker  seine  Apparate  selbst  zu  machen,  und 
dass  er  oft  zu  sagen  pflegte:  „Ein  rechter  Physiker  müsse  mit 
der  Säge  bohren,  und  mit  dem  Bohrer  sägen  können." 

Der  Zufall  hat  aber  nicht  allein  manchen  berühmten  Mäunero 
der  Wissenschaft  die  Richtung  gegeben,  sondern  nicht  selten  auch 
den  Forschern  ungesuchte  Schätze  in  die  .Hand  gespielt.  Die 
Geschichte  der  exaeten  Wissenschaften  ist  überreich  an  Belegen 
für  diese  Behauptung.  Ich  will  Ihre  Geduld,  hochansehnliche  Her- 
ren, nicht  mit  der  Aufzählung  unzusammenhängender  zufälliger 
Entdeckungen  und  Erfindungen  ermüden,  kann  mir  aber  nicht  ver- 
sagen, mir  noch  auf  wenige  Augenblicke  Ihre  Aufmerksamkeit 
zum  Begleiter  zu  erbitten,  um  ein  zusammenhängendes  Gebiet  der 
Wissenschaft  zu  durchwandern,  das  der  Zufall  recht  eigentlich  zu 
seinem  Reiche  auserkoren  zu  haben  scheint.  Es  ist  dieses  das 
Gebiet  der  Elektrizität. 

Ohne  Zweifel  war  es  der  Zufall,  der  die  Eigenschaft  des 
Bernsteins,  von  dem  diese  Lehre  den  Namen  führt,  im  geriebe- 
nen Zustande  leichte  Körper  anzuziehen,  kennen  gelehrt  und  da- 
durch den  Grundstein  zu  einem  der  interessantesten  Zweige  des 
menschlichen  Wissens  gelegt  hatte.  Beim  weiteren  Fortbaue  auf 
diesem  Grunde  bat  wohl  die  Macht  des  Zufalls  nicht  weniger  ge- 
waltet, und  es  ist  das  elektrische  Licht,  das  Knistern  beim  Ueber- 
gange  desselben  von  einem  Körper  zum  andern,  das  Dasein  von 
guten  und  schlechten  Leitern,  von  zwei  verschiedenen  elektrischen 
Zuständen  etc.  auf  diesem  Wege  zu  unserer  Kenntniss  gekommen. 
Aber  die  erste,  besonders  wichtige,  durch  Zufall  gemachte  Erfin- 
dung war  jene  der  Leidnerflasche  im  Jahre  1747.  Man  hatte  näm- 
lich die  Erfahrung  gemacht,  dass  ein  elektrischer  Körper  in  der 
Luft  seine  Elektricität  bald  verliere,  weil  die  LuTt  gute  Leiter 
enthalte,  und  glaubte  daher,  dass  ein  Körper,  wenn  er  von  schlech- 
ten Leitern  umgeben  wird,  mehr  Elektricität  aufnehme  und  die- 
selbe länger  behalte.  Dieses  müsse  daher  bei  Wasser  der  Fall 
sein,  das  sieb  in  einem  gläsernen  Gefässe  befindet.  Man  leitete 
demnach  solchem  Wasser  mittelst  eines  Metalldrathes  vom  Con- 
duetor  einer  Elektrisirmaschine  Elektricität  zu  und  untersuchte  die 
von  ersterem  aufgenommene  Menge  derselben.  Allein  man  konnte 
nichts  Auffallendes  bemerken,  und  war  nahe  daran,  die  Sache 
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ganz  aufzugeben,  als  zufällig  einer  der  beim  Versuche  Gegen  war- 
tigen  die  Flasche  in  die  Hand  nahm  und  mit  der  anderen  die  Ver- 
bindung zwischen  dem  Wasser  und  der  Elektrisirmaschine  aufhe- 
ben wollte,  und  einen  tüchtigen  Stoss  bekam.  Das  machte  nun 
grosses  Aufsehen  und  man  war  von  allen  Seiten  begierig,  den  Ver- 
such selbst  anzustellen,  um  dann  zu  berichten,  was  man  ausge- 
standen habe.  Könnte  man  diesen  Versuch  nicht  jeden  Augen- 
blick von  Neuem  anstellen,  so  müsste  man  in  der  That  nach  den 
Beschreibungen  und  Nachrichten  der  damaligen  Zeit  glauben,  eine 
Leidnerflasche  sei  eine  wahre  Höllenmaschine  und  Jeder,  der 
eine  solche  entlade,  ein  Wagehals. 

MuschenbrÖck  erzählt,  er  habe  einen  so  heftigen  Stoss  er- 
halten,  dass  er  den  Athen»  verlor  und  zwei  Tage  gebraucht  habe, 
uro  sich  vom  Schrecken  zu  erholen ,  er  wolle  nicht  um  ganz  Frank- 
reich diesen  Versuch  zum  zweiten  Male  an  sich  machen.  Der 
gleichzeitig  lebende  Physiker  Win  kl  er  will  aus  derselben  Ursache 
starke  €onvulsionen  am  ganzen  Körper  empfunden  haben,  sein 
Blut  sei  in  Wallung  gekommen,  so  dass  er  ein  hitziges  Fieber 
befürchtete  und  kühlende  Arzenei  nehmen  musste;  sein  Kopf  sei 
ihm  schwer  geworden,  als  hätte  er  einen  Stein  darin,  und  er  habe 
Nasenbluten  bekommen,  woran  er  sonst  nie  gelitten.  Ungeachtet 
solcher  Schilderung  konnte  doch  die  Frau  dieses  Physikers  ihre 
Neugierde  nicht  bezähmen,  machte  den  Versuch  an  sich  und  fand 
sich  hierauf  so  schwach,  dass  sie  kaum  gehen  konnte;  aber  nach 
acht  Tagen  wiederholte  sie  das  Experiment  doch  wieder,  zog  sich 
dadurch  aber  nur  Nasenbluten  zu.  Hieraus  mögen  Historiker  ler- 
nen, wie  Schilderungen  ungewöhnlicher  Erscheinungen  aufzuneh- 
men seien. 

Man  hatte  zwar  schon  im  Jahre  1733  das  Gesetz  zweier  Elek- 
trizitäten entdeckt  und  dieselben  Glas-  und  Harz- Elektricität,  spä- 
ter aber  positive  und  unpositive  Elektrizitäten  genannt;  man  er- 
klärte sie  jedoch  blos  aus  einem  verschiedenen  Verhalten  der 
elektrischen  Körper  in  Bezug  auf  Anziehung  und  Abstossung. 

Der  Zufall  wollte  aber,  dass  man  diese  Zustände  sichtbar 
darzustellen  in  den  Stand  gesetzt  wurde.  Als  nämlich  Volta  den 
von  Wilke  erfundenen  Elektrophor  unter  die  elektrischen  Appa- 
rate eingeführt  hatte,  beschäftigten  sich  viele  Physiker  mit  diesem 
merkwürdigen  Werkzeuge.  Unter  diese  gehörte  auch  Lichten- 
berg. Er  construirte  einen  Elektrophor  von  6  Fuss  Durchmesser. 
Der  Harzstaub,  der  sich  beim  Glätten  und  Poliren  des  Kuchens 
in  seinem  Arbeitszimmer  verbreitet  hatte,  legte  sich  an  Möbel  und 
Bucher  an,  war  durch  den  Luftzug  fortgerissen  und  setzte  sich 
dann  wieder  langsam  zu  Boden.   Einst  war  Aber  Nacht  der  Deckel 
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vom  Kuchen  abgehoben  und  beide  erschienen,  als  Lichtenberg 
des  Morgens  ins  Zimmer  trat,  mit  feinem  Staub  überzogen.  Allein 
dieser  Ueberzug  sah  am  Deckel  ganz  anders  aus,  als  am  Kuchen. 
Währemi  ersterer  ganz  gleichförmig  bestaubt  erschien,  bildete  der 
Staub  auf  letzterem  regelmässige  Figuren,  ähnlich  jenen  der  über 
frorenen  Fenstertafeln,  und  es  traten  Sterne  wie  Milchstrassen, 
Sonnen  und  andere  strahlige  Gebilde  hervor.  Wenn  man  den  Staub 
wegfegte  und  den  Kuchen  von  Neuem  bestäubte,  erschienen  die 
Figuren  nur  noch  deutlicher  und  schöner.  Der  scharfsinnige  Mann 
erkannte  bald,  dass.  die  Stellen,  wo  diese  Figuren  erschienen, 
elektrisch  waren,  und  wurde  somit  der  Entdecker  der  seinen  Namen 
führenden  Figuren,  durch  welche  die  zwei  entgegengesetzten  elek- 
trischen Zustände  sichtbar  dargestellt  werden  können. 

In  der  ersten  Zeit  beschränkte  sich  die  Elektricitätslehre  auf 
die  Studirstube  der  Gelehrten  und  auf  die  Säle  der  Neugierigen; 
höchstens  in  der  Heilkunst  machte  man  von  der  Elektricität  einige 
zum  Theil  ganz  sinnlose  Anwendungen.  Bald  aber  sollte  dieses 
Agens  als  eine  mächtige  Kraft  im  Haushalte  der  Natur  erkannt 
werden  und  eine  der  nützlichsten  Anwendungen  finden.  Auch 
hier  war  der  Zufall  thätig.  Man  hatte  nämlich  schon  bei  den 
ersten  elektrischen  Versuchen  eine  Aehulichkeit  zwischen  unserer 
Elektricität  und  dem  in  den  Gewitterwolken  thätigen  Agens  ver- 
muthet.  Als  aber  die  Leidnerflasche  entdeckt  war  und  man  mit- 
telst des  Entladungsstromes  brennbare  Körper  anzünden,  Metalle 
schmelzen  und  verflüchtigen  und  Thiere  tödten  konnte,  blieb  über 
diese. Relation  kein  Zweifel  mehr  übrig.  Franklin  hat  sie  zu- 
erst thatsächlich  erwiesen.  Er  wollte  auf  einem  Thurme  in  Boston 
eine  spitzige  eiserne  Stange  errichten  und  durch  dieselbe  den 
Blitz  unmerklich  in  die  Erde  ableiten  *  aber  sein  praktischer  Sinn 
verfiel  bald  auf  ein  viel  einfacheres  Mittel,  auf  den  Drachen,  mit 
welchem  Knaben  schon  damals  zu  spielen  pflegten.  Er  versah 
einen  solchen  Drachen  mit  einem  metallenen  Stifte  und  benützte 
die  erste  Gelegenheit,  als  eine  Gewitterwolke  heranzog,  ihn  stei- 
gen zu  lassen.  Der  Drache  stieg,  die  Gewitterwolke  zog  heran, 
aber  die  Schnur,  welche  Franklin  in  der  Hand  hielt,  zeigte 
keine  Spur  von  Elektricität.  Franklin  besorgte  schon,  seinen 
Versuch  vergebens  angestellt  zu  haben,  als  ein  feiner  Regen  fiel, 
die  Schnur  befeuchtete  und  sie  dadurch  leitender  machte.  In  diesem' 
Augenblicke  divergirten  die  Fasern  der  Hanfschnur  und  als  Frank- 
lin den  Knöchel  des  Fingers  in  deren  Nähe  brachte,  schlugen 
sogar  Funken  in  denselben  über.  Franklin  war  vor  Freude 
ausser  sieb.  Wäre  der  Regen  ausgeblieben,  so  wäre  wohl  diese 
Freude  zu  Wasser  geworden;  wäre  es  ein  starker  geworden,  so 
hätte  Franklin  leicht  seine  Lernbegierde  mit  dem  Leben  be- 
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zahlen  können,  wie  dieses  einige  Jahre  später  mit  Rieh  mann 
in  Petersburg  der  Fall  war. 

Der  eben  erwähnte  Versuch  hatte  Franklin  auf  die  Erfindung 
der  Blitzableiter  geführt,  einen  Apparat,  der  es  dem  Menschen 
eben  so  leicht  macht,  ein  Gebäude  vpr  Blitzschlägen  zu  sichern, 
als  man  sich  vor  Regen  schützt,  indem  eigentlich  mehr  Kunst  da- 
zu gehurt,  einen  guten  Regenschirm  zu  machen,  als  einen  guten 
Blitzableiter  zu  Stande  zu  bringen.  Diese  Entdeckung  ward  von 
Vielen  begierig  aufgenommen  und  in  Anwendung  gebracht,  von 
Andern  aber  als  ein  Eingriff  in  die  Plane  der  Vorsehung  ange- 
sehen und  als  ketzerisch  verschrieen.  Besonders  in  Italien,  wo 
sie  doch  wegen  der  vielen  und  gefahrlichen  Gewitter  von  vorzüg- 
lichem Nutzen  sein  sollte,  hatte  man  ein  grosses  Vorurtheil  gegen 
dieselbe,  und  nannte  die  metallenen  Stangen,  welche  einen  wesent- 
lichen Theil  derselben  ausmachen,  Ketzerstangen.  Dieses  Voror- 
theil half  ein  Zufall  zerstreuen,  wie  aus  einem  Schreiben  des 
Professors  Pistoni  an  den  Abt  Rozier  vom  Jahre  1779  zu  ent- 
nehmen ist.  Die  Kirche  des  hochgelegenen  Siena  wurde  nämlich 
oft  vom  Blitze  getroffen  und  dadurch  beständiger  Reparaturen 
bedürftig.  Dieses  bestimmte  den  Vorsteher  der  dortigen  Kathe- 
drale den  Glockenthurm  der  Kirche  mit  Blitzableitern  zu  verseben, 
worüber  einige  Bewohner  dieser  Stadt  gewaltig  die  Köpfe  schüt- 
telten. Am  18.  April  1777,  um  6  Uhr  Abends,  rückte  nun  ein  Ge- 
witter heran,  wfcbei  es  heftig  regnete  und  stürmte.  Die  Bewoh- 
ner der  an  dem  Platze,  wo  die  Kirche  stand,  befindlichen  Häuser 
kamen  aus  denselben  hervor,  um  zu  sehen,  wie  sich  die  fcetzer- 
stangen  bewähren  würden.  Und  siehe!  da  erfolgt  ein  heftiger  Don- 
nerschlag und  der  Blitz  fahrt  in  Gestalt  einer  purpurnen  Kugel 
auf  die  Stange  des  Abieiters,  läuft  längs  der  Leitung  herab  und 
verliert  sich  in  einem  kleinen  nahen  Wasser,  wohin  die  Ableitung 
geführt  worden.  Als  das  Gewitter  vorüber  war,  wurde  der  Thurm 
untersucht  und  ganz  unverletzt  gefunden,  nicht  einmal  die  Spin- 
nengewebe, welche  hie  und  da  zwischen  der  Ableitung  und  der 
Mauer  gespannt  waren,  zeigten  eine  Verletzung.  Man  kann  sich 
denken,  mit  welcher  Anerkennung  man  nun  des  Erfinders  der 
Blitzableiter  gedachte  und  wie  dieses  beitrug,  dieselben  in  Italien 
zu  verbreiten. 

Lange  Zeit  kannte  man  die  Reibung  als  Erregungsmittel  der 
Elektricität;  nach  und  nach  entdeckte  man  aber  noch  andere  zu 
demselben  Ziele  führende  mechanische  Vorgänge,  wie  z.  B.  Druck, 
Spaltung,  Erwärmung  etc.,  wobei  auch  der  Zufall  nicht  ohne  Ein- 
fluss  war.  Die  wichtigste  Rolle  spielte  er  aber  bei  der  grössten 
Entdeckung  unserer  Zeit,  nämlich  der  Berührungs-  Elektricität, 
gemeiniglich  auch  Galvanismus  genannt. 
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Galvani,  Professor  der  Anatomie  in  Bologna»  hatte  nämlich 
eine  brustkranke  Frau,  der  als  Heilmittel  Froschsuppe  verordnet 
war,  zu  deren  Erzeugung  Fröschen  die  Schenkel  abgeschnitten 
und  enthäutet  wurden.  Einst  lagen  mehrere  solche  hiezu  vorbe- 
reitete Schenkel  auf  einein  Tische  des  Zimmers,,  in  welchem  sich 
zugleich  eine  Elektrisirmaschine  befand.  Einer  der  Anwesenden 
setzte  die  Maschine  in  Bewegung  und  entzog  dem  Conductor  der- 
selben Funken,  während  ein  anderer  den  Nerv  des  Frosches  mit 
einem  Messer  berührte;  und  siebe,  all  die  todten  Froschscbenkel 
geriethen  in  starke  Zuckungen.  Man  rief  Galvani  herbei,  wie- 
derholte in  seiner  Gegenwart  den  Versuch,  jedoch  nur  dann  mit 
Erfolg,  wenn  gleichzeitig,  als  der  Froschnerv  mit  dem  Messer 
berührt  wurde,  man  der  Elektrisirmaschine  einen  Funken  entlockte. 
Ein  gut  unterrichteter  Physiker  wurde  daran  nichts  Besonderes 
gesehen  haben,  da  sich  die  besagten  Froschschenkel  in  der  elek- 
trischen Atmosphäre  des  Conductors  befanden  und  durch  Verkei- 
lung elektrisch  werden  mussten.  Glücklicher  Weise  war  Galvani 
nicht  so  gut  unterrichtet ,  und  diesmal  hat  die  Wissenschaft  von 
der  Unkenntniss  ihrer  Gesetze  Nutzen  gezogen.  Aber  bei  ihm 
war  es  mit  diesem  ersten  Spiele  des  Zufalls  nicht  genug,  son- 
dern dieser  musste  seinen  Einfluss  zum  zweiten  Male  geltend 
machen,  um  den  Anatomen  auf  eine,  wenn  arJch  wieder  nicht  die 
rechte  Spur  zu  verhelfen.  Galvani  sah  nämlich  m  der  neuen 
Erscheinung  nur  eine  Verwirklichung  seiner  Liedlings -Idee  von 
einer  den  Nerven  eigenen  Elektricität.  Er  suchte  demnach  diese 
Hypothese  weiter  zu  prüfen  und  wollte  unter  Anderm  auch  den 
Einfluss  der  Luftelektricität  auf  die  Erzeugung  von  Zuckungen  in 
präparirten  Froschschenkeln  weiter  erforschen.  Er  Hess  zu  diesem 
Ende  Frösche  enthäuten,  deren  Wirbelsäule  durchschneiden,  die 
Schenkelnerveo  blosslegen  und  isoliren,  und  durch  den  übrigen 
Theil  der  Nervenstücke  einen  gekrümmten  Kupferdrath  stecken. 
Mit  diesem  Haken  hing  er  einst  mehrere  solcher  Präparate  an 
einem  eisernen  Gitter  auf  und  erwartete  den  Eintritt  von  Zuckun- 
gen. Allein  umsonst  Des  vergebenen  Wartens  müde,  bog  er 
den  Kupferdrath  zurück,  um  dadurch  vielleicht  der  atmosphärischen 
Elektricität  den  Zutritt  zu  erleichtern,  allein  er  drückte  dadurch 
auch  das  Froschpräparat  an  das  Gitter  an,  und  nun  traten  also- 
gleich die  erwarteten  Zuckungen  ein.  Bei  wiederholten  Versuchen 
in  einem  geschlossenen  Zimmer,  wobei  er  das  Präparat  auf  eine 
eiserne  Scheibe  legte  und  den  Kupferhaken  mit  dem  Eisen  in  Be- 
rührung brachte,  blieben  die  Zuckungen  nie  aus.  Er  glaubte  sich 
daher  zu  der  Annahme  berechtigt,  dass  durch  Herstellung  eioer 
Leitung  zwischen  Nerv  und  Muskel  eine  Entladung  der  im  Frosche 
enthaltenen  Elektricität  bewirkt  werde,  und  dass  diese  Entladung 
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sich  durch  Zuckungen  kund  gebe.  Es  ist  bekannt,  dass  VoIU 
an  diesen  Versuchen  ganz  andere  Andeutungen  erkannt  und  da- 
durch auf  die  Erfindung  der  Säule,  die  seinen  Namen  föhrt,  ge- 
leitet wurde.  Nebst  dem  Scharfsinne  dieses  gelehrten  Mannes 
verdanken  wir  daher  die  Entdeckung  der  Vol ta'schen  Säule  der 
Krankheit  einer  Frau  und  der  Unkenntniss  eines  Gelehrten. 


Die  Volta' sehe  Säule  erregte  die  Neugierde  von  Laien  und 
Gelehrten,  und  überall  stellte  man  solche  Apparate  zusammen,  um 
die  elektrischen  Erschütterungen  zu  versuchen,  deren  man  sich 
aussetzte,  wenn  man  die  beiden  Pole  derselben  mit  Theilen  des 
Körpers  in  Verbindung  brachte,  oder  um  zu  erfahren,  ob  diese 
Pole  noch  Elektricität  erkennen  lassen,  wenn  deren  Verbindung 
durch  verschiedene  Körper  bewerkstelligt  worden.  Solche  Ver- 
suche wurden  auch  von  den* englischen  Naturforschern  Nicholson 
und  Carlisle  angestellt.  Ein  Zufall  führte  sie  in  ein  ganz  neues 
Gebiet.  Als  nämlich  Carlisle  die  Pole  mit  einem  Metall drathe 
verbunden  hatte,  wollte  er  die  innigere  Berührung  zwischen  der 
obersten  Platte  der  Säule  und  einem  Drath-Ende  dadurch  mehr 
sichern,  dass  er  einen  Tropfen  Wasser  an  die  Stelle  brachte,  wo 
der  Drath  die  Platte  berühren  sollte.  Es  entwickelten  sich  aber 
in  dem  Tropfen  kleine  Wasserbläschen  und  es  verbreitete  sich 


Wirkung  der  Vol  ta'schen  Säule  entdeckt,  eine  Entdeckung,  die 
bald  eine  bedeutende  Erweiterung  erfuhr,  und  vielleicht  mehr  als 
irgend  eine  andere,  zur  Reform  der  Chemie  beigetragen  hat, 
und  doch  war  auch  diese  durch  einen  Zufall  hervorgerufen. 

Die  Volta'sche  Säule  zeigte  zu  viel  Analogie  mit  einem  Mag- 
nete, als  dass  es  an  phantasiereichen  Köpfen  gefehlt  haben  sollte» 
welche  die  Analogie  zu  einer,  wenn  auch  nicht  completen  Identi- 
tät auszuspinnen  versuchen  wollten.  Auf  diese  Aeholicbkeit  suchte 
Professor  O erste d  seine  Schüler  aufmerksam  zu  machen.  Er 
stellte  zu  diesem  Ende  eine  Volta'sche  Säule,  deren  Pole  zufäl- 
lig leitend  verbunden  waren,  neben  einer  Magnetnadel  auf,  be- 
merkte aber  eine  Unruhe  an  der  letzteren,  die  ihm  ungewöhnlich 
vorkam.  Er  nahm  bievon  Veranlassung,  diese  Sache  näher  zu 
untersuchen,  und  ward  dadurch  der  Entdecker  des  Elektromag- 
netismus, eines  Zweiges  der  Physik,  der  in  unseren  Tagen  an 
den  elektrischen  Telegraphen  die  schönste  und  fruchtbarste  An- 
wendung gefunden  hat. 

Ob  mit  der  Entdeckung  des  Elektromagnetismus  der  Zufall 
seine  Laune  im  Reiche  der  elektrischen  Erforschungen  gänzlich 


befriedigt  gefunden,  oder  ob  er  uns  noch  ferner  neue  Wege  an. 
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deuten  werde,  muss  der  Zukunft  vorbehalten  bleiben  ;  merkwürdig 
ist  es  aber,  dass  seit  der  O ersted'schen  Entdeckung,  die  in 
das  Jahr  1820  Bei,  höchst  wichtige  neue  Entdeckungen  im  Gebiete 
der  Elektricitätslehre  gemacht  worden  sind,  wie  z.  B.  die  der  Mag- 
netelektricität,  ohne  dass  eine  Einmischung  des  Zufalls  bemerkbar 
geworden  wäre.  Es  ist  übrigens  einleuchtend,  dass  das  Reich 
des  Zufalls  desto  mehr  Terrain  verlieren  müsse,  je  weiter  man 
in  der  Kenntniss  der  Naturerscheinungen,  ihrem  Zusammenhange 
und  ihren  Gesetzen  fortgeschritten  und  im  Stande  sein  wird,  bei 
gelehrten  Forschungen  nach  einem  rationellen  Operationsplane  vor- 
zugehen und  das  Gebiet  des  Tatonnirens  zu  verlassen.  Wir  sind 
aber  leider  noch  weit  von  dem  Ziele  entfernt  und  befinden  uns  nur 
zu  oft  in  der  Lage  jenes  Physikers,  der,  als  er  in  seinem  Zimmer 
einen  Magnet  strich  und  von  einem  unversehens  eintretenden  Freunde 
gefragt  wurde,  was  er  mache,  antworten  musste:  „Wollte  Gott, 
ich  wüsste,  was  ich  thue." 

Aber  ungeachtet  der  starken  Eingriffe  des  Zufalls  in  das  System 
der  bisherigen  und  vielleicht  auch  der  zukünftigen  naturwissen- 
schaftlichen Forschungen  bat  doch  derselbe  nur  den  Handlanger 
abgegeben;  der  Genius  jener  Männer  aber,  der  ihn  zu  erfassen 
verstand  und  ihn  zwang,  seinen  Zwecken  dienstbar  zu  werden, 
hat  die  Wissenschaft  weiter  gebracht.  Wie  viele  Menschen  haben 
nicht  vor  Galilei  schwankende  Hä'nglampen  in  den  Kirchen  ge- 
sehen, ohne  dadurch  veranlasst  worden  zu  sein,  darin  einen  Zeit- 
messer zu  erkennen.  Tausende  haben  Aepfel  von  Bäumen  fallen 
gesehen,  sind  aber  nicht  wie  Newton  zu  dem  Schlüsse  gekom- 
men, dass  dieser  Fall  auch  stattfinden  würde,  wenn  der  Baum  bis 
zum  Monde  hinaufreichte,  dass  daher  der  Mond  selbst  zur  Erde 
herabfallen  müssre,  wenn  er  nicht  durch  eine  Kraft,  wie  der 
Apfel  durch  seinen  Stiel,  im  Fallen  gehindert  würde.  Nicht  blos 
Kindern,  auch  Gelehrten  entfielen  gewiss  oft  Krystalle  und  zer- 
schlugen sich  dabei  in  Stücke,  ohne  dass  diese,  wie  Hauy, 
daran  die  Spaltbarkeit  der  krystallisirten  Stoffe  erkannt  -  hätten. 
Glühender  Eifer,  Begeisterung  für  die  Wissenschaft,  Benützung 
jeder  sich  darbietenden  Gelegenheit,  reflectirende  Beobachtung  und 
sorgfältige  Combination  sind  es  demnach,  die  uns  das  .Buch  der 
Natur  öffnen  und  dessen  Inhalt  entziffern.  Auf  diesem  Wege  ist 
es  auch  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  gelungen, 
manch  schätzbaren  Beitrag  zu  liefern,  und  die  zahlreichen  Druck- 
werke zu  füllen,  welche  von  ihrem  Streben  und  von  ihrem  Dank- 
gefühle für  den  erhabenen  Herrn  und  Kaiser,  der  dieser  Anstalt 
die  Mittel  zu  ihrer  Thätigkeit  so  reichlich  gewährt,  Zeugniss 
geben  dürften. 
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III. 

Ein  kleiner  Nachtrag  zur  Lehre  von  den  kubischen 

Gleichungen. 

Von 

Herrn  Oberschulrath  Dr.      H.  1\  Müller 

zu  Wiesh« den. 


Bei  der  Auflösung  der  reducirten  kubischen  Gleichung 

überrascht  in  der  Regel  den  Schüler  das  ihm  etwas  künstlich 
vorkommende  Verfahren  der  Auffindung  der  beiden  übrigen  Wur- 
zeln, nachdem  die  erste  dargestellt  worden,  wahrend  dem  Lehrer 
die  Auflösung  der  beiden  identischen  Hilfsgleichungen 

+?"•-(!)' =° 

nicht  befriedigt,  indem  man  sich  hier  mit  einem  Wurzelpaare  be- 
gnügt und  die  beiden  übrigen  Paare  unbeachtet  lässt. 

Die  Ausfüllung  dieser  Lücke  aber  beseitiget,  wie  man  sich 
bei  näherem  Eingehen  leicht  überzeugt,  zugleich  jenen  oben  er- 
wähnten Anstoss.  Da,  so  viel  ich  weiss,  beides  bisher  unbeach- 
tet geblieben  ist,  so  dürfte  eine  kurze  Mittheilung  hierüber  für 
den  Unterricht  nicht  ganz  nutzlos  sein. 

1.    Aus  den  Elementen  ist  bekannt,  dass 
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ist.  Es  wird  also  (a:8  — l)  zu  Null,  wenn  —  1),  sowie  wenn 
(ar*  +  ;r  +  l)  zu  Null  wird.    Demnach  ist 

wodurch  die  drei  Werthe  der  Kubikwurzel  aus  -f  1  gefunden  siud. 

Es  ist  daher  auch,  wenn  a  den  absoluten  Werth  von  Va 
bezeichnet, 

Va=l  «;   ./'.«;  J" .a. 

2.  Aus  den  obigen  Hilfsgleichungen  erhält  man  bekanntlich 
zunächst 

-e— I*  KD' +(£)'>» 

B.  =  -f±V((|)*+(f)V 

Da  aber  die  Werthe  von  u*  und  »8  zunächst  der  ersten  der  bei- 
den Grundgleichungen 

tt8  +  t>8  +  ?  =  0, 

•  ■ 

3wt> -f-/?  =  0 

genügen  müssen,  und  da  beide  Gleichungen  symmetrische  Funk- 
tionen von  u  und  v  sind,  so  wird  für 

- 

nur  noch 

0.=_i-v(gy+(f)v 

Sei  der  absolute  Werth  von 

v.-|+v((0'  +  (f)),=  «+„ 

v<-f-KD'+(f)'»=Ä- 

wo  +(3)")  a,s  reeU  vorausgesetzt  ist. 

Dann  ist  nach  I): 

> 


Digitized  by  Googl 


%ur  Lehre  von  den  kubischen  Gleichungen.  75 

•i'  =  Ä+i;   u"=J'.R+i;   uT  =  r.R+i; 

v'=R-i;   vn  —  J'.H-i;  r>"'=J".R-i. 

Um  jetzt  zu  ermitteln,  welche  Werthepaare  von  u  und  r  zu- 
lässig sind,  ziehe  man  die  zweite  Grundgleichung 

3tit7  +  p  =  0 

hinzu,  nachdem  zuvor  die  Producte  J'J',  J"J",  J'J"  entwickelt 
worden.  Man  erhält  nämlich  die  auch  an  sich  bemerkenswerthen 
Gleichungen : 

J'J>  =  J»;    rfsxJ*i    J'J"  =  \. 

Aus  diesen  nun  ergieht  sich,  dass,   R  als  reell  vorausgesetzt, 
die  Combinationen  u"v" ,  u'"tim  mit  jener  Grundgleichung  un- 
verträglich sind,  während  sich 

für  die  Combinationen  uV,  mV ,  u'vm,  u  V  die  Unzulässig* 
keit  von  selbst  herausstellt. 

Demnach  bleiben  nur  noch  die  Verbindungen 

I  «V,   «'V,  tfv» 

übrig,  deren  jede,  wenn  man  wirklich  entwickelt,  den  Ausdruck 

3uv  -f  p 

zum  Verschwinden  bringt. 

Damit  sind  also  die  drei  Wurzeln  der  kubischen  Gleichung 

y*  +  py  +  7=0 

gleichzeitig  und  auf  völlig  ubereinstimmende  Weise  gefunden,  nämlich 
oder 

y'  =  ff+l+tf_i;    j/'^J'.R+x  +  J'.R-i;  ^S=/».Äfl+J'.Ä_i, 

was  in  doppelter  Beziehung  befriedigt,  indem  das. Eine  vollstän- 
dig erledigt  und  in  das  Andere  Gleichförmigkeit  gebracht  wird. 
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IV. 

Verschiedene  mathematische  Bemerkungen 

von 

Herrn  Doctor  Hermann  Kaiser, 
Kreiiarit  in  Seligenstadt  im  Grotaherzogthum  Helten. 


L 

Neue  und  leichte  Auflösung  einer  Gattung  von  Aufga- 
ben aus  der  unbestimmten  Analytik. 

Aufgabe :  Es  wird  eine  Zahl  Z  gesucht,  welche  mit 
Ü  dividirt  den  Rest  #2',  mit  D"  dividirtv  den  Rest  Ii", 
mit  D*  dividirt  den  Rest  rV'",  mit  Dl*  dividirt  den  Rest 
Rlf ,  u.  s.  f.  lässt,  vorausgesetzt,  dass  sich  die  Diviso- 
ren D,  Dt ,  /)",  D'" ,  Dn\....  gegen  einander  prim  ver- 
halten, d.h.  dass  keiner  derselben  mit  einem  derandern 
einen  gemeinschaftlichen  Theiler  hat. 

Die  Auflösung  geschieht  sehr  leicht  nach  folgender  Formel: 

Z  =  m'R'D"D"'D*r....  +  m"  R"  D' WD1V .... 

+  mm  Rm  &  DP  D1V . . . + m*rRirn>ü>iy» . . .  + . . .  +  +  p& & D" D*r ... 

Hierbei  bedeutet  m'  diejenige  ganze  positive  Zahl  aus  der  natur- 
lichen Zahlenreihe  1,2,3,....,  womit  das  Product  D"U"D*r 
noch  multiplicirt  werden  muss,  damit  es  durch  /)'  dividirt  1  als 
Rest  gibt;  ebenso  bedeutet  m"  diejenige  ganze  positive  Zahl  der 
naturlichen  Zahlenreihe,  womit  das  Product  D'Er*'DIF  noch  mul- 
tiplicirt werden  muss,  damit  es  durch  D"  dividirt  wieder  1  als 
Rest  gibt;  ferner  mm  diejenige  Zahl,  womit  D'DF'D1*  multiplicirt 
werden  muss,  damit  die  Division  mit  D"r  1  als  Rest  gibt  etc. 
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Endlich  bedeutet  p  sämmtliche  successiven  Zahlen  der  natürlichen 
Zahlenreihe,  die  Null  mit  eingeschlossen,  nämlich  succ.  0, 1,2,3,...  od, 
jedoch  nur  fiir  das  positive  Zeichen  des  letzten  Gliedes  der 
Formel,  für  das  negative  gelten  nur  diejenigen  Zahlen  der  na- 
turlichen Zahlenreihe,  nolur  Z  nicht  negativ  wird. 

Es  seien  z.B.  die  Divisoren  D' ,  /)",  W,  tfiv  beziehungs- 
weise =  2,  3,  5,  7,  so  hat  man  die  Producte: 

/>"/)"'/)"':=  105,   DI^D»  =70,   D'D"D"'  =  3Q  und 

Da  105  durch  2  dividirt  den  Rest  1  lässt,  so  ist  m'  =  1 ; 

„    /0         3     ,,       „     „    1    ,,      „  „  m"  =  l; 

„    42    „5     „      „     „    2  und  erst  3x42  =  126  den  Rest  1 

lässt,  so  ist  7n'"  =  3; 

„    30    „    7     „       „     „    2  und  erst  4x30=  120  den  Rest  1 

lässt,  so  ist  wiir=4. 

Zufolge  unserer  Formel  haben  wir  mithin: 

Z  =  105/2'  +  70R"  + 126  R'"  +  120ß^T  210p. 

Sind  nun  die  zugehörigen  Reste  R' ,  Ä\  BF,  RIV  beziehungs- 
weise =  1,  2,  3,  4,  so  ist 

m    Z=105  +  140  +378  +  480  T210/?  =  1103Tt2lQp- 
Setzt  man  p=  5,  4,  3,  2,  1,  0,  1,  2,  3,....,  so  erhält  man  die 
gesuchten  Zahlen:  53,  263,  473,  683  ,  893,  1103,  1313,  1523,  1733,.... 

Der  Beweis  der  Richtigkeit  der  Formel  ergibt  sich  alsbald 
durch  die  blosse  Betrachtung  derselben.  Die  Division  mit  D' 
lässt  nämlich  im  ersten  Gliede  den  Rest  /»",  in  allen  übrigen  Glie- 
dern den  Rest  Null,  ebenso  gibt  die  Division  mit  D"  im  zweiten 
Gliede  den  Rest  R" ,  in  allen  übrigen  Gliedern  dagegen  keinen 
Rest  etc. 

Anmerkung.  Soll  die  gesuchte  Zahl  Z  das  Product  aus 
sämmtlichen  Divisoren  nicht  übersteigen,  so  ist  die  Aufgabe  eine 
vollkommen  bestimmte. 


II. 

Auflösung  der  homogenen  Gleichungen  mit  zwei  Un- 
bekannten. 

Hat  man  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 
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Ax«  +  &r»-V  +  Gr— V  +       +  fZarV"" 
+  Vxy»~x  +        +  ZxPy?  =  0, 

A'x«  \  B'x*-*y  +  C'x»- V  +  ....+  C7'«V-« 

welche  mithin  bis  auf  das  letzte  Glied  homogen  sind,  so  kann 
man  beide  Gleichungen  mit  solchen  Factoren  niultipliciren ,  dass 
der  Coefficient  des  letzten  Gliedes  in  beiden  gleich  wird;  zieht 
man  sodann  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  ergibt  sich 
eine  homogene  Gleichung  von  der  Form: 

Ox«  +  Xx»~iy  +  £r"-y  +         11*  V  -*  +  Vxy«-*  +  %»  =  0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung  y=vxt  so  erhalt  man,  wenn  man 
mit  xn  dividirt,  die  Gleichung: 

Ä  +     +  W  + ... .  +  Mo»-2  +  Po»-*  +  ttV=0, 

in  welcher  somit  nur  noch  eine  Unbekannte  enthalten  ist. 

Man  habe  z.  B.  die  beiden  Gleichungen: 

2V+95y2ar_lfyr2_210=0,  (1) 
ty*  +  2%*r  -  lyx*  +  3* * — 105  =  0 ;  (2) 

so  darf  man  nur  die  letzte  Gleichung  mit  2  multipliciren,  um  das 
letzte  Glied  in  beiden  Gleichungen  gleich  zu  machen.  Zieht  man 
sodann  die  letzte  Gleichung  von  der  ersten  ab,  so  erhält  man 
nach  Torgängiger  Division  mit  2: 

fy8  +         +  yx*  -  2x*  =  0. 

Setzt  man  nun  y=.vx  und  dividirt  mit  x3,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung: 

6r8+  I3t>a  +  t>— 2  =  0, 

1 

deren  Wurzeln  sind: 

t'i  =  —  2,    t)2  =  1 ,    r3  —  —  ^. 

Folglich  ist 

yi=-2xlt  y*  =  \xt,   ya  =  — iar8. 

Setzt  man  diese  Werthe  nach  einander  in  die  Gleichung  (2),  so 
erhält  man: 

])  —  24*,»  +  lllr,8  +  14V  +  3V- 105  =  0, 

und  daraus  105^»- 105=0,  mithin  .r,  =  l. 
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2)  W  +  V*«1-  i.rs>  +  3o-t»- 105=0, 

folglich  ^=^27  =  3. 

3)  -  £  ffaa  +  7*j»  +       +  3*,s  -  105  ^-  0. 

mithin  xs  =  V8  =  2. 

* 

Demnach  hat  man  #,=1,  a*a  =  3,  4*3=2,  und  hiermit  (aus 
y  =  Mr):  y!  =  -2,  yt  =  l,  y3=  —  1- 

Ist  eine  der  beiden  gegebenen  Gleichungen  bereits  homogen, 
so  ist  das  Verfahren  noch  einfacher,  denn  man  kann  aus  dieser 
den  Werth  von  y  \i\  x  und  alsdann  mittelst  der  anderen  Gleichung 
den  Werth  von  x,  also  auch  von  y  bestimmen. 


III. 

Ein  interessantes  Beispiel  von  Transformation. 
Aufgabe:    Es  soll  die  Gleichung 

^nj  =  sill  n  COS  .  M  COS .  ß  —  COS .  tl  COS  .//sin.  ß  sin.  (  A  —  h)  I  ^ 
+  sin.Msin./Jcos.(A— Ä)  J 

mit  Hilfe  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks 
ABC  (Taf.  1.  Fig. 3.),  In  welchem  der  Winkel  an  B=n,  die 
Seite  ßC=g>,  AC=il>  und  AB=.\-~k  ist,  auf  die  Form: 

^  =  sin.?icos.(A  —  £)cos.(t/;-/S)cos.(9>  —  ")       /  ^) 
+  sin .  (op  —  u)  bin .  (tf; — ß)  ) 

gebracht  werden. 

Auflösung:  Differentiirt  man  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung (1)  nach  7i f  so  erhält  man: 

cos. «cos. ucos.ß  +  sin.ttcos.ttsin.ßsin.(A —  k), 
und  daraus  durch  partielle  Integration  [wenn  man  berücksichtigt, 


tg-y  =  tg<Co8  tnk)>   tg.^  =  sin.a-/,)tg.«, 
cos .  <jp  =f cos . cos .  ( k  —  k) ,  sin =  sin .  <jp sin . ;# 

ist] : 


S' 
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sin. «cos.«       ,       _v     /V«.  sin.«  sin.  ß  sin.  (A—  fyco&.u 

 ;  C0S.(l/>  —  tf)  —  /  »„  : 

cos.y  v^         t'  cos.2« 


(4') 


oder  auch: 

sin .  n  cos . w       ,      rts    cos.«sin./?sin.(*  — /*)     -  /0v 

 ;  COS.(lp-  ß)   +  C.  (3) 

C08.l/>  v^     r/  COS.« 

Da  nun  die  beiden  Ausdrücke  (1)  und  (3)  identisch  sein  müssen, 
so  erhält  man,  wenn  man  n—0  setzt, 

C=sin.usin./?cos.(A — k). 

Der  Ausdruck  (3)  wird  mithin,  wenn  man  cos.«  zufolge  der  ersten 
in  Parenthese  stehenden  Gleichung  eliminirt,  nach  einer  leichten 
Reduction  (vermittelst  der  andern  eingeklammerten  Hilfsgleichungen): 

sin.»cos.(i/;  —  ß)cos.(A,  —  Ar)  cos.«       sin.ßsin.(qp  —  u)  ... 

 _  —  .   (±\ 

cos.  9  cos.1/;  v 

1 

oder  auch  (weil   ä  =  l  +  tg.a  ist): 

COS. 

sin. «  cos.  (t/;  —  ß)cos.(X — £)cos.ucos.<p(l  -f  tg.2qo) 
—  sin .  ß  sin .  (cp — u)  cos .  i/;(l  -f  tg .  hp). 
Es  ist  aber:  t 

sin . «  cos  .(ty—ß)  cos .  (k  —  k)  cos .  u  cos .  q>  tg .  2g> 
=tg.ancos.(l— k)tg?(k— £)cos.Msin.qpcos.<p(cot.i/;cos./?+sin./?); 
tg2« cos .  (k — k)  tg.2(A,  —  k)  cos .  u  sin .  q>  cos .  q>  cot .  t/;  cos .  /? 

a)  ^  =  tg.  U  SIT!  .  (  ;.  /.)  CDS  .  U  TOS  ,|38in.  r;M  OS  .  ll> 

—  cos.?/  sin  .  cp  sin.  i/>  cos./?; 

!tg .  ^  cos .  (A  —     tg .  2(A,  —    cos .  h  si  n .  q>  cos .  g>  sin .  ß 
=  tg.2!/;  cos .«  sin .  9  sin .  ßcos .  ; 

f  —  sin./?  sin.  (9  —  «)  cos.t^tg.2^; 

2)  ] 

(      =  —  tg.2ipsin./?cos.ip(sin.g)cos.M  —  cos.  9  sin.«); 
a')  — tg.  2V>  sin./?  cos.ty  sin.  <jp  cos.  11 

gleich  und  entgegengesetzt  dem  Ausdruck  b); 

Ssin .  ß  cos . tg .  V  cos .  9  sin .  u 
=  sin./?  sin.  «sin.«  sin.  1/;  sin.  gp  cos.  (A —  £). 
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Die  Ausdrücke  a),  b),  a'),  b')  geben  mitbin  zusammenge- 


cos .  u  sin .  <p  sin .  cos .ß  -\-  sin.ß  sin .  ti  sin .  n  sin .  i//  sin .  q>  cos .  (A  —  k); 
substituirt  man  dies  in  (4'),  so  ergibt  sich  für  *~  folgender  Ausdruck: 

sin. neos. (A  —  A;)cos.(i//— j3)cos.ncos.g>  \ 
—  sin . /3  sin .  (g>  —  n)cos.i//-f  cos.nsin.qpsin.i/'cos.ß  >  (5) 
+  6  i  n  ,  n  cos  .(A — k)  sin .  u  sin .  ß  sin  ty.  ) 

Endlich  ist 

(  sin.  n  cos.  (A— A)cos.(t//—-/S)sin.Msin9> 

3)  < 

C  =  sin.ncos.(A — k)  sin./<sin.qp(cos.tf;cos./3 — sinipsin0).(a);  ■ 

{sin .  n  cos .  (A  —  k)  sin  .//sin  .  <p  cos  .  if/cos  .  ß 
=sin.  neos.  <psin.ip  cos. 0; 

b")        sin .  n  cos .  (A  —  A)  sin .  ti  sin .  <p  sin .  t\>  sin  0 

gleich  dem  letzten  Gliede  von  (5).  .. 

Addirt  man  demnach  das  Glied  linker  Hand  der  Gleich,  a) 
zu  dem  Ausdrucke  (5)  und  subtrahirt  dagegen  die  beiden  Glie- 
der a"),  b"),  wodurch  in  (5)  nichts  geändert  wird,  so  erhält  man: 

^=  sin. neos. (A—  A)cos.(i/>— /3)  (cos.  neos.  g>  -f  sin.tisin.qp) 
•+  (cos  .  usin .  9  —  si  n .  u  cos .  <p)  sin .  ip  cos .  ß 
—  sin.  (9—«)  eos.Tj/sin.jS 
as    sin .  n  cos .  (A — k)  cos  .(ty  —  ß)  cos  .(?  —  «) 
+  sin(«p-«)sin.  ftr— 0). 


Theil  XXV. 


6 


82  G  runer  t:   Etement.  Dante  Ii.  der  Lehre  ton  der  Quadratur  der 


V. 

Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  der  Quadratur 
der  Hyperbel  und  der  Theorie  der  hyperbolischen 
oder  natürlichen  Logarithmen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


So  oft  ich  zu  dem  Vortrage  der  Lehre  von  den  Kegelschuit- 
ten  ohne  Voraussetzung  der  höheren  Analysis  zurückgekehrt  bin, 
ist  es  mir  immer  ein  drückendes  Gefühl  gewesen,  wenn  ich  bei 
der  Quadratur  der  Hyperbel  nieine  Zuhörer  rücksichtlich  dieser 
Lehre  auf  die  Zeit  verweisen  musste,  wo  sie  in  die  Geheimnisse 
der  Integralrechnung  eingeweiht  werden  würden,  und  dieses  Ge- 
fühl war  natürlich  um  so  drückender,  weil  sich  bekanntlich  die 
Quadratur  der  Parabel  und  der  Ellipse  in  so  leichter  und  stren- 
ger Weise  völlig  elementar  bewerkstelligen  lässt.  Es  hat  daher 
auch  keineswegs  an  vielfachen  Versuchen  von  meiner  Seite  ge- 
fehlt, diesen  wichtigen  Punkt  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten auf  eine  für  den  Unterricht  erspriessliche  Weise  zur  Erledigung 
zu  bringen;  und  wenn  meine  Bemühungen  in  dieser  Beziehung 
auch  nicht  ganz  ohne  Erfolg  geblieben  sind,  so  hat  doch  keine 
der  von  mir  früher  gefundenen  Methoden  mich  vollkommen  be- 
friedigt, weshalb  ich  dieselben  auch  nie  bekannt  gemacht,  dessen- 
ungeachtet nothgedrungen  hin  und  wieder  bei'm  Unterrichte  benutzt 
habe.  Ganz  neuerlich  habe  ich  aber,  da  ich  gegenwärtig  wieder 
die  Kegelschnitte  vortrage,  eine  Methode  zur  elementaren  Qua- 
dratur der  Hyperbel  gefunden,  die  mich  vollkommen  befriedigt 
hat  und  mir  zur  Ausfüllung  einer  wesentlichen  Lücke  in  der  Lehre 
von  den  Kegelschnitten,  wenigstens  in  methodischer  Rücksicht, 
sehr  geeignet  zu  sein  scheint,  was  mich  veranlasst,   dieselbe  im 
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Folgenden  der  geneigten  Beortbeilung  -der  Leser  des  Archivs 
vorzulegen.  Ich  stehe  nicht  an,  dieser  Methode  namentlich  auch 
deshalb  einen  besonderen  Werth  für  die  Zwecke  des  Unterrichts 
beizulegen,  weil  sie  auf  eine,  wie  es  mir  scheint,  sehr  berner- 
kenswerthe  Gränzenbetrachtung  fuhrt,  die  auch  noch  deshalb  von 
wissenschaftlichem  Interesse  ist,  weil  man  durch  dieselbe  zugleich 
zu  einem,  wenn  auch  zur  numerischen  Berechnung  nicht  gerade 
sehr  brauchbaren,  aber  doch  sonst  bemerkenswerthen  analytischen 
Ausdrucke  für  eine  gewisse  transcendente  Grösse  gelangt,  wovon 
nachher  weiter  die  Rede  sein  wird.  Wie  wichtig  es  ist,  dass 
der  angehende  Mathematiker  so  zeitig  wie  möglich  mit  dem  Wesen 
solcher  Gränzenbetrachtungen  bekannt  und  vertraut  gemacht  werde, 
da  ja  bei  seiner  künftigen  Beschäftigung  mit  der  sogenannten 
höheren  Mathematik  der  Begriff  der  Grauze  sein  fortwährender 
Begleiter  bleibt,  ohne  welchen  er  nicht  das  Geringste  anfangen 
kann,  habe  ich  nun  schon  oft  genug  bemerkt,  freue  mich  aber 
sehr,  dass  diese  Ansicht  immer  mehr  Boden  und  immer  grössere 
Verbreitung  unter  den  Mathematikern  und  den  wahrhaft  tüchtigen 
und  einsichtsvollen  Lehrern  der  Mathematik  gewinnt*),  welche 
letzteren  hauptsächlich  auch  dahin  streben  und  zu  streben  haben, 
ihre  Schüler  für  künftige  höhere  theoretische  oder  praktische 
Studien  zweckmässig  und  allseitig  vorzubereiten,  und  nicht,  wie 
dies  erfahrungsmässig  hin  und  wieder  geschieht,  mit  einer  Menge 
von  Dingen  zu  quälen  und  geistig  zu  ermüden,  die  eben  deshalb 
nicht  selten  als  höchst  unnütz  bezeichnet  werden  müssen,  weil 
sie  zur  wahrhaft  soliden  Vorbereitung  auf  künftige  Studien,  die 
doch  gewiss  bei  jedem  vernünftigen  Elementar -Unterrichte  immer 
zunächst  der  Hauptgesichtspunkt  bleiben  muss,  weder  erforder- 
lich, noch  besonders  geeignet  sind. 

Das  Folgende  wird  aber,  wie  ich  hoffe,  dadurch  noch  ein 
besonderes  Interesse  gewinnen,  dass  sich,  wie  ich  zeigen  werde, 
an  die  von  mir  gefundene  elementare  Quadratur  der  Hyperbel 
auch  eine  völlig  strenge  und  ganz  elementare  Theorie  der  hyper- 
bolischen oder  natürlichen  Logarithmen,  hauptsächlich,  wie  sich 
von  selbst  versteht,  eine  solche  Entwicklung  der  bekannten  loga- 
rithmischen Reihen  und  die  auf  dieselben  gegründete  Berechnung 
der  logarithmischen  Tafeln  anschliessen  lässt,  wobei  mir  wieder 
der  aus  meinen  im  Archiv.  Thl.  XXIH.Nr.  1.  §.2.  (S.6.)  und  Nr.  VIII. 


*)  M.  s.  z.  B.  die  in  allen  Beziehungen  höchst  ausgezeichnete  Ab- 
handlang des  Herrn  Doctor  Heilermann  in  Trier  über  umhüllende 
Curven  im  Archiv.  Thl.  XXIV.  Nr.  XXXI.,  namentlich  auch  die  ron  allen 
Lehrern  sehr  zu  beherzigenden  Worte  am  Schiaste  (S.  469.)  derselben. 

6* 
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II.  (S.2I0.)  mitgeteilten  Abhandlungen  bekannte  *)  wichtige  arith- 
metische Satz:   dass  die  Grösse 

lm  +  2»»  +  3'"-f....-M,n  .  l"»  +  2m  +  3»«  +  ....-|-(«-  i)m 
_  __  oder   ii+i  

1 

sich  der  Gränze  — rr  nähert,  wenn  n  in's  Unendliche 

fit  ~p  i 

wächst,  die  vortreflf liebsten  Dienste  geleistet  hat,  was  mir  ein 
neuer  Beweis  von  der  grossen  Wichtigkeit  dieses  Satzes  für  die 
strenge  elementare  Behandlung  der  Mathematik  gewesen  ist,  so 
dass  ich  fortwährend  der  Meinung  bin ,  dass  dieser  Satz  von  jetzt 
an  in  keinem  mathematischen  Elementar- Lchrbuche  fehlen  sollte, 
da  sich  derselbe  überdies  auch  so  leicht  und  einfach  streng  be- 
weisen iässt.    Solche  so  tief  in  das  eigentliche  Wesen  der  Ma- 
thematik einschneidende  und  so  ungemein  vieler  fruchtbaren  An- 
wendungen fähige  Sätze,  die  eben  deshalb  als  wahre  mathematische 
Elementarsätze  bezeichnet  werden  müssen,  sind  fiir  den  Elemen- 
tar-Unterricht  weit  wichtiger,  als  Vieles,  was  sich  jetzt  in  den 
Lehrbüchern  findet,  so  wie  ich  denn  überhaupt  immer  mehr  um] 
mehr  in  der  Meinung  bestärkt  werde,  dass  der  ganze  mathema- 
tische Elementarunterricht  und  die  demselben  zu  Grunde  liegen- 
den Lehrbücher  einer  Umgestaltung  nach  mehreren  Seiten  hin 
dringend  bedürfen,  wenn  dieselben  mit  der  grossartigen  Umge- 
staltung, welche  gegenwärtig  die  höhere  Mathematik  immer  mehr 
und  mehr  erfährt,  einigermassen  gleichen  Schritt  halten  und  auf 
dieselbe  zweckmässig  vorzubereiten  geeignet  sein  sollen.  Dass 
ich  damit   hauptsächlich  eine   Umgestaltung  des  arithmetischen 
Theils  der  Elemente  im  Sinne  der  Strenge  der  griechischen  Ma- 
thematiker und  namentlich  der  an  diese  lebhaft  erinnernden,  ihr 
ganz  ebenbürtigen  und  mit  ihr  ganz  auf  gleiche  Linie  zu  stellen- 
den Strenge  der  sogenannten  neuen  analytischen  Schule  meine, 
ist  wohl  kaum  nöthig,  noch  besonders  zu  bemerken.    Dass  aber 
eine  Umgestaltung  der  Elemente  in  diesem  Sinne  über  kurz  oder 
lang  sich  als  unabweisbar  nothwendig  herausstellen,  und  dass  da- 
mit zugleich  Manches,  was  sich  jetzt  in  den  Elementen  ündet, 
als  unnütz  und  schädlich  über  die  Seite  geworfen**),  manches 


*)  Dass  die  Erfindung  dieses  Satzes  mir  gebühre,  «oll  hiermit  na- 
türlich keineswegs  gesagt  sein;  die  Hinweisung  auf  die  genannten  Ab- 
handlungen war  für  mich  hier  nur  die  bequemste. 

**)  Sowie  z.  B.  die  neuere  Analyst*  die  sogenannte  Methode  der 
unbestimmten  CoefnY.ienten ,  und  Alles,  was  damit  zusammenhängt,  be- 
reits vollständig  beseitigt  hat. 
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Neue*)  in  dieselben  aufgenommen  werden  wird  und  muss,  wenn 
die  Elemente  mit  der  neuen  Gestaltung  der  höheren  Analysis 
eraigermassen  gleichen  Schritt  halten  sollen:  davon  bin  ich  voll- 
kommen überzeugt.  Einen  bescheidenen  Beitrag  zu  einer  solchen 
gewiss  nicht  ausbleibenden  Umgestaltung  der  mathematischen 
Elemente  zu  liefern  ist,  wie  bei  mehreren  meiner  früher  im  Archiv 
mitgetheilten ,  dessen  Zwecke,  wie  ich  gJaube,  entsprechenden 
Aufsätze,  auch  der  Hauptzweck  der  vorliegenden  Abhandlung, 
und  ich  würde  mich  jedenfalls  sehr  freuen,  wenn  dieselbe  bei,  der 
Strenge  der  neueren  Analysis  huldigenden  und  mit  deren  Anfor- 
derungen gehörig  vertrauten  Mathematikern,  und  bei  Lehrern, 
welche  den  raathematischen  Elementar-Ünterricht  in  einer  auf  diese 
Anforderungen  zweckmässig  vorbereitenden  Weise  ortheilen,  eini- 
gen Beifall  finden  sollte. 


I 


Elementare  Quadratur  der  Hyperbel. 

In  der  ohne  weitere  Erläuterung  gewiss  ganz  durch  sich  selbst 
verständlichen  Fig.  4.  auf  Taf.  I.  sei  CQ  =  X,  PQz=y;  CQi=Xit 
PlQ1z=zy1;  und  wenn  man  nun  die  Sehne  PPX  der  Hyperbel 
zieht,  so  werde  der  Flächeninhalt  des  geradlinigen  Trapeziums 
PQP\Qi  durch  T  bezeichnet.  Sind  nun  wie  gewohnlich  a,b  die 
beiden  Halbaxen  der  Hyperbel,  so  ist  nach  der  bekannten  Glei- 
chung derselben  zwischen  ihren  Asymptoten 

<j*  +  b1      M  a?  +  b2 

*y  =  — ^ —  und  ürxyi  —  — ^ — \ 

> 

also 

«*  +  6*   1  +  1 

y«— i — s  »nd  3,,=—-.-. 

Ist  aber  ferner  a  der  Asymptotenwinkel,  so  ist  offenbar 

T  =  fax  —  x)  (yl  -f  y)  sin  a , 
also,  wenn  man  die  vorhergehenden  Werthe  von y  und  yk  einfuhrt: 

oder : 


♦)  Wobei  strenge  Granzenbe  trachtungen  jedenfalls  eine  Hauptrolle 
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oder 


r=^g.<üi-*><*'±j>.i.,, 

O  XX\ 


Nun  ist  aber 


«Inas,*^»*««      u„d  bekanntlich  tangi«:=£; 
1  +  tang  4«*  a 

also,   wie  man  leicht  findet: 

s,n<*-ä«T62' 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

Für  zwei  andere  Abscissen  jr  und  jr,  sei  (T  der  Flächeninhalt 
des  entsprechenden  Trapeziums,  so  ist  wie  vorher: 


Ist  nun 


so  ist 


# :.r,  =jr:T|  ,  also  jr^  —  r; 


ff  =   =  Ja6^— *  , 

folglich,  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

<T=  T. 

,  Wenn  also  die  Abscissen  x>  xx  und  jr,  xx  einander 
proportional  sind,  so  sind  die  Fl ä c he n räume  T  und  $ 
der  entsprechenden  Trapez ia  einander  gleich. 

Man  fasse  jetzt  ein  den  Abscissen  x  und  X,  wo  X  grosser 
als  x  sein  soll,  entsprechendes  hyperbolisches  Trapezium,  dessen 
Flächeninhalt  wir  durch  F  bezeichnen  wollen,  ins  Auge,  und 
nehme,  indem  co  einen  gewissen  Exponenten  bezeichnet,  die  Abscissen 
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,  3^,  :TS>    .T4,  ....  X«,  v£n+l 

so,  dass 
und 

ar«  <  A  <  ^„-f-i   oder   w*x  <    <  eo"+ » # 

ist,  was  offenbar  immer  möglich  ist.   Weil  hiernach 

X  S X\  SS dTf  s  x%% 
xl:x^  =  x^:xa, 

u.  s.  w. 

Xn-l  :Xn     =Xn     :  #«+1 

ist,  so  sind  nach  dem  oben  Bewiesenen  die  den  Abscissen 

X,  X\\     Xx,  X2\     X2,  X3  Xn-l»  Xn',     X%9  Xn\\ 

*• 

f 

entsprechenden  geradlinigen  Trapezia  alle  einander  gleich,  und 
mögen  daher  sä  mint  lieh  durch  (T  bezeichnet  werden,  indem  wir 
zugleich 

T—n%,  r=(fi  +  i)(r 

setzen  wollen.  Bekanntlich  ist  aber  nach  dem  Obigen  in  der 
jetzigen  Bezeichnung: 

XXi 

also,  weil  xl  =  mx  ist: 

co2#a— X1  CD*  —  1 

Folglich  ist 

CO  CO 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

■ 

xn  =  conar ,   a^n+i  =  con+lx ; 

also 


I 
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Xn         ,1-4-1  £ü±l- 
co"  =  — ,    co"*1  =     '  » 

x  x 
folglich,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt: 

wlogco  =  log  —  >    (fi  +  1)  logco  =  log-**--; 

X  X 


woraus 


1     .      XH  .  1     ,      Xtt\\  . 

w=ioi^10^'  w  +  ,=:ioi^log^r> 

also  nach  dem  Obigen 

,   ,  g>2 — 1,     xn      „„     .  .co2  —  1  .  ^Fn+l 
T=  \  ab  — i —  -  log  —  •   7V  =  ] «6  — r—  log—— 
4     co  log  ta    ö  #  to  log  co  x 

folgt. 

» 

Lässt  man  nun  co  sich  der  Einheit  nähern,  so  nähern 

X  ,    #|  ,    *Pg ,     X$  ,  .  . .  .  Xn  >  #n-fl 

sich  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  einer  stetigen  Reihe  von  Grössen,  und  weil 

xn  <  A'  <  Xn+l 

ist,  so  nähern  xn  und  #„f  i  sich  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung augenscheinlich  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  der  Abscisse  X  als  Gränze.  Ferner  nähern  sich 
aber  unter  derselben  Voraussetzung  die  Trapezien-Summen  T  und 
V  offenbar  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen 
Grade  dem  hyperbolischen  Flächenstücke  F  als  Gränze,  so  dass 
also,  weil  das  hyperbolische  Fläcbenstück  /  eine 
endliche  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  nach  dem  Obigen 
auch  die  Grössen 

CO2  —  1        X„  CO2  —  1  JTn+l 

lab  — :  log  —  und  \ab  — ,  log  — — 

4     co  log  co      x  co  log  co    °  x 

sich  endlichen  völlig  bestimmten  Gränzen  nähern  müssen,  wenn 
die  Grösse  co  sich  der  Einheit  nähert,  welche  Gränzen  eben  der 
gesuchte  arithmetische  Ausdruck  des  zu  quadrirenden  hyperboli- 
schen Flächenstücks  V  sein  werden.  Weil  nun  aber  nach  dem 
Obigen  xn  und  xn+i  sich  der  gemeinschaftlichen  Gränze  X  nähern, 
wenn  co  sich  der  Einheit  nähert,  so  ist  das  endliche  völlig  be- 
stimmte hyperbolische  Fläcbenstück  F  die  Gränze,  welcher  die 
Grösse 


Digitized  by  Google 


tiffperoei  u.  tier  ineorie  aer  nyperoui.  ouer  naiui  i.  Luyarttnmen.  orf 

4     co  log  q    15  a; 

sich  nähert,  weun  co  sich  der  Einheit  nähert.  Da  also  vorstehende 
Grosse  sich  unter  dieser  Voraussetzung  einer  bestimmten  endli- 

chen  Gränze  nähert,  so  muss,  weil  \ab\og—  eine  endliche,  völ- 

IC 

lig  bestimmte,  von  co  ganz  unabhängige  Grosse  ist,  offenbar  die 
Grosse 

co  log  CO 

sich  für  sich  auch  einer  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze 
nähern,  welche  natürlich,  wie  aus  der  Natur  des  vorstehenden 
Ausdrucks  augenblicklich  ganz  von  selbst  hervorgeht,  nur  eine 
gewisse  bestimmte  unbenannte  Zahl  sein  kann,  die 
für  alle  Hyperbeln  dieselbe  ist;  und  im  Folgenden  durch 
C  bezeichnet  werden  soll,  so  dass  für  ein  der  Einheit  sich  nähern- 
des co 

CO2— 1 

C=  Lim  , 

co  log  CO 

und  nach  dem  Obigen 

F=iCa6log^ 

ist. 

Was  die  constante  Grosse  C  betrifft,  so  bemerke  ich  zum 
vollständigen  Verständniss  des  Vorhergehenden  hier  noch  beson- 
ders, dass  durch  die  vorhergehenden  Betrachtungen  zunächst  und 
vor  allen  Dingen  die  wirkliche  Existenz  oder  Realität  dieser  Grösse, 
d.  h.  das  wirkliche.  Vorhandensein  einer  bestimmten  endlichen 
Gränze,  welcher  die  Grösse 

<*>«-! 
co  log  CO 

sieb  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade 
nähert,  wenn  co  sich  der  Einheit  nähert,  nachgewiesen  worden  ist. 
tyies  ist  ja  aber  in  der  Analysis  und  der  Mathematik  überhaupt 
nicht  selten  der  Fall,  dass  man  sich  zuerst  von  der  wirklichen 
Existenz  einer  Grösse  versichert,  und  erst  späterhin  zeigt,  wie 
diese  Grösse  wirklich  bestimmt  werden  kann,  welches  Letztere 
freilich  nicht  immer  möglich  ist,  wie  z.  B.  in  der  Theorie  der 
Gleichungen,  wo  man  sehr  wohl  die  Existenz  der  Wurzeln  von 

der  Form  p±q  V  —  1  streng  nachweisen  kann,  aber  keine  allge- 
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meinen«  Methoden  zu  deren  Bestimmung  besitzt.  Was  unsere 
obige  constante  Grösse 

coa  — 1 

Q  —  Lim — j  > 

»log  19 

für  ein  der  Einheit  sich  näherndes  w,  betrifft,  so  wird  in  der 
zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  von  der  numerischen  Be- 
stimmung derselben  weiter  die  Rede  sein.  Wenn  man  aber  bei'm 
Unterrichte  bloss  den  Vortrag  der  Quadratur  der  Hyperbel,  nicht 
auch  der  vollständigen  Theorie  der  hyperbolischen  oder  natürlichen 
Logarithmen,  namentlich  der  Entwickelung  derselben  in  Reihen, 
beabsichtigt,  so  ist  es  durchaus  nicht  unbedingt»  nüthig,  bis  zu 
der  zweiten  Abtheilung  dieser  Abhandlung  vorzuschreiten,  indem 
man  sich  sehr  wohl  damit  begnügen  kann,  zu  bemerken,  da*ss 
man  den  numerischen  Werth  der  Constanten  C  immer  genauer 
und  genauer  erhält,  wenn  man  in  den  Ausdruck 

<P»-1 

o)  log  0) 

der  Einheit  immer  näher  und  näher  kommende  Werthe  für  a>  ein- 
führt, und  die  entsprechenden  numerischen  Werthe  dieses  Aus- 
drucks berechnet.  Wenn  auch  eine  schnelle  Annäherung  an  die 
zu  bestimmende  Gränze  auf  diesem  Wege  nicht  erzielt  wird,  so 
scheint  mir  doch  ein  Verfahren,  wie  das  angegebene,  völlig  hin- 
reichend zu  sein,  wenn  der  Zweck  des  Unterrichts  und  die  dem- 
selben zugemessene  Zeit  ein  Vorschreiten  bis  zu  der  allgemeinen 
Theorie  der  Logarithmen  nicht  gestatten.  Ja,  es  scheint  mir 
selbst  eine  recht  zwekmässige  und  interessante  Aufgabe  für  die 
Schüler,  namentlich"  auf  den  eine  mehr  praktische  Richtung  ver- 
folgenden Lehranstalten,  zu  sein,  wenn  man  ihnen  aufgiebt,  fiir 
zwei  beliebig  angenommene,  und  nach  dem  sogenannten  tausend- 
theiligen  Maassstabe  mit  aller  nur  möglichen  Sorgfalt  aufzutragende 
Axen  2a  und  26  eine  Hyperbel  nach  den  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  bekannten  und  in  derselben  früher  schon  vollstän- 
dig gelehrten  Methoden  mit  der  grössten  Sorgfalt  und  Sauberkeit 
auf  dem  Reissbrett  zu  construiren,  deren  Asymptoten  zu  ziehen, 
auf  einer  derselben  zwei,  natürlich  mittelst  des  tausendtheiligen 
Maassstabes  genau  zu  messende  Abscissen  x  und  X  anzunehmen, 
und  den  Flächeninhalt  F  des  entsprechenden  asymptotischen 
Raums  der  Hyperbel  durch  Einschreibung  geradliniger  Trapezia 
und  anderer  Figuren  in  denselben  so  genau  als  nur  irgend  mög- 
lich annähernd  zu  bestimmen,  ungefähr  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
wie  der  Feldmesser  die  Flächenräume  der  von  ihm  aufgenomme- 
nen, von  einem  bestimmten  Gesetze  nicht  folgenden  Curven  be- 
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gränzten  Grundstöcke  zu  bestimmen  gewohnt  ist.  Vielleicht  möchte 
es  selbst  eine  gute,  die  Schüler,  welche  Sinn  für  dergleichen  Dinge 
haben,  gewiss  interessirende  Aufgabe  sein,  wenn  sie  veranlasst 
wurden,  das  hyperbolische  Flächenstuck  F  und  ein  der  Grösse 
nach  bekanntes  Quadrat  aus  recht  gleichförmig  dichtem  Papier 
oder  einer  anderen  recht  gleichförmig  dichten  Substanz  genau 
auszuschneiden,  beide  Figuren  auf  der  chemischen  Waage  mit 
der  grössten  Genauigkeit  zu  wiegen ,  und  aus  dem  dadurch  bekannt 
werdenden  Verhältniss  der  Gewichte  und  dem  bekannten  Flächen- 
raume  des  Quadrats  den  gesuchten  Flächeninhalt  des  hyperboli- 
schen Stücks  F  zu  ermitteln.  Dergleichen  Uebungen  scheinen 
mir  auf  Realschulen  und  ähnlichen  Lehranstalten,  wo  der  prak- 
tische Sinn  geweckt  und  gekräftigt,  aber  auf  der  anderen  Seite 
auch  durch  die  strengste  Theorie  im  eigentlichen  Sinne  geschult 
werden  soll,  einen  unbeschreiblich  grossen  methodischen  und  didak- 
tischen Werth  zu  haben,  weshalb  man  mir  es  verzeihen  möge, 
dass  ich  mir  im  Interesse  solcher  Lehranstalten  in  dieser  Zeit- 
schrift öfters  eine  Hinweisung  auf  solche  Uebungen  erlaube.  Hat 
der  Schüler  nun  aber  durch  eine  der  obigen  Methoden  den  Flächen- 
inhalt F  so  genau  als  möglich  ermittelt,  natürlich  immer  nur  nähe- 
rungsweise, was  hier  aber  keineswegs  ein  methodischer  Fehler 
ist,  da  ja  alle  Methoden  überhaupt  nur  eine  annähernde  Bestim- 
mung der  Grösse  C  gestatten,  so  hat  er,  wenn  er  aus  der  aus 
dem  Obigen  bekannten  Gleichung 

die  Formel 

4F 


«rolog^ 


abieitel,  alle  Data,  welche  zur  Bestimmung  der  Constanten  C  er- 
forderlich sind.  Der  Schüler  wird  zugleich  in  für  ihn  lehrreicher 
Weise  nicht  übersehen,  und  von  dem  einsichtigen  Lehrer  beson- 
ders darauf  hingewiesen  werden,  dass  dieses  letztere  Verfahren, 
die  mathematische  Constante  C  zu  bestimmen,  in  seinem  We- 
sen ganz  dasselbe  ist,  dessen  die  Naturlehre  sich  überall  zur  Be- 
stimmung der  in  dieser  Wissenschaft  so  häuGg  vorkommenden 
und  so  wichtigen  physikalischen  Constanten  bedient.  An  dem 
unsterblichen  Gauss  ist  es  mir  immer  als  eine  im  höchsten  Grade 
zu  bewundernde,  und  insbesondere  von  mir  selbst  am  meisten  an 
diesem  seltenen  Manne  bewunderte  Eigenschaft  erschienen,  dass 
er  in  einem  Maasse,  wie  mir  dies  von  keinem  anderen  grossen 
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Mathematiker  bekannt  ist,  die  strengste  und  tiefsinnigste  Theo- 
rie mit  der  frachtreichsten  und  weitgreifendsten  Praxis  zu  ver- 
binden verstand,  ein  grossartiges  Beispiel,  weiches  unsere  Schul- 
männer wohl  veranlassen  sollte,  dieser  Seite  des  mathematischen 
Unterrichts  eine  weit  grössere  Beachtung  zu  widmen,  als  dies 
leider  bis  jetzt  geschieht;  der  Erfolg  des  mathematischen  Unter- 
richts, namentlich  auf  Realschulen  und  ähnlichen  Lehraustalteu, 
würde  dann  gewiss  in  vielen  Beziehungen  ein  ganz  anderer  sein, 
wie  jetzt  *). 


*)  Ich  habe  schon  oben  erinnert,  dass  mittelst  der  Formel 

r=Lim  —  , 

für  ein  der  Einheit  sich  näherndes  »,  der  Werth  von  C  mittelst  einer 
schnellen  Annäherung  nicht  gefunden  werden  könne.    Setzt  man  z.  B. 

(o  =  0,999999 , 

so  ergiebt  sich: 

logw  =    0,9999996— 1  =  — 0,0000004 
loglogW=    0,6020600  —  7« 


log.a>log<o  = 

0,6020596- 

7n 

\ag%(o*  = 

0,9999992  — 

1 

«•  = 

0,9999982 

— 1  = 

-0.0000018 

log(«,«-1)  = 

0.2552725  — 

6n 

loj». « logw  = 

0.6020596  — 

Tu 

iogr= 

0,6532129 

c= 

4,500004. 

Durch  die  Methoden ,  von  denen  in  II.  die  Rede  sein  wird ,  hat  man 

C—  4,6051702 

und  wird  also  bei  der  Vcrgleichung  dieses  richtigen  Werthes  von  C  mit 
dem  durch  die  vorhergehende  Methode  gefundenen  Näherungswerthe  die 
obige  Bemerkung  gewiss  vollkommen  bestätigt  finden.  Will  man  daher 
nicht  bis  so*  den  in  II.  entwickelten  Methoden  fortschreiten,  so  scheint 
mir  immer  eine  solche  geometrische  Methode,  wie  die,  von  welcher 
oben  die  Rede  gewesen  ist,  um  zu  einer  genäherten  Kenntniss  von  C 
zu  gelangen,  für  Anfänger  die  zweckmässigste  und  zugleich  lehrreichste 
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Man  pflegt  die  Formel 

F=  \Cab log  § 

noch  auf  einen  andern  Ausdruck  zu  bringen.  Bestimmt  man  näm. 
lieb  die  Zahl  e  so,  dass 

i  1  2 

ist,  und  nimmt  die  so  bestimmte  Zahl  e  als  Basis  eines  logarith- 
mischen Systems  an,  welches  man  das  hyperbolische  Loga- 
rithmensystem zu  nennen  pflegt,  so  ist,  wenn  man  die  Loga- 
rithmen in  Bezu^auf  dieses  System  durch  loghyp  bezeichnet: 

—  =  eloghy,>  7, 
x 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  durch  log.  bezeichneten 
Logarithmen  nimmt: 

log  ^  =  ^ghyp  f  -löge, 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Fss  l Cab löge. loghyp  —  • 
Wegen  der  Gleichung 

loge  =  r 

ist  aber  C löge  =  2,  also: 

X 

,  F—  \ab  loghyp  —  • 

Bezeichnet  man  in  Taf.  I.  Fig.  4.  a.  den  Inhalt  des  hyperboli- 
schen Fläcbenstücks  AßPQ  durch  so  ist  nach  vorstehender 
Gleichung: 

S=kab  loghyp^- 

Nun  ist  aber  ÄB  =  CB,  und  bekanntlich 

CB  AB  =  CB*=— ^— » 
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Grvnert:  Element.  Dorsten,  der  Lehre  vtm  der  Quadratur  der 
folglich  nach  dem  Vorhergehenden : 

2x 

>  =  iflÄloghyPv_. 

Zieht  man  die  Linie  CP,  so  ist 

A  CÄB  =  \  CPQ, 

weil  bekanntlich 

CB.ÄB=CQ.PQ 

ist;  also  ist  offenbar: 

Ix 


CAP=  ABPQ  =  {ab  loghyp  y=p ' 
Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist  a=b,  VTpFsVXfcaVY 


also 

>=£aa  loghyp  — —  * 

Für 

ist  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel 

V^         0  1,21 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 


S  =  ^ßPQ  =  loghyp  x  =  loghyp  W 

Wegen  dieser  Beziehung  zwischen  der  Abscisse  CQ  und  dem 
Flächenstuck  ABPQ  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  heissen  die 
durch  loghyp.  bezeichneten  Logarithmen  hyperbolische  Logarith- 
men, deren  Basis  e  nach  dem  Obigen  durch  die  Gleichung 

2  colo^u 

für  ein  der  Einheit  sich  ins  Unendliche  näherndes  w,  bestimmt 
wird. 
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Bezeichnet  man  in  Taf.  I.  Fig.  4.  b.  den  Flächeninhalt  des  hy- 
perbolischen Stücks  ABPQ  wieder  durch  S,  indem  zugleich  auch 
wieder  CQ  =  x  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

*  =  £a6  loghyp^. 

also 

» *  ,  \foJTb* 

*  =  \ab  loghy  p  ^  , 

und,  wenn  man  die  Linie  CP  zieht,  ganz  auf  ähnliche  Art  wie 
vorher  auch 

  \Ta2  _L  A4 

CAP=  ABPQ  =  lab  loghyp  — 2~—  ' 
Ffir  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 


a 


S=  i««  loghyp  ^pj- 

Für 

ist  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel: 

1  1 

S  =  ABPQ  =  loghyp  -  =  loghyp  = 

oder 


*=A  BPQ  =  —  loghy  p  x  =  —  loghyp  CQ. 

Bezeichnet  man  in  Taf.  I.  Fig. 5.  das  hyperbolische  Flächen - 
stuck  APR  durch  Fx ,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn 
jetzt  CR=x,  PR=y  gesetzt  wird: 

f\  =  \  CPR- CAP  =  \xy  -  \ab  loghyp  f^,. 

V  aa  -f  o* 

Es  ist  aber 

CA: CD  =  CR:  CS, 


also 


CA.AD=CRtRS; 

a.Va*To~%~x:CS, 
a:b  =x:RS; 
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folglich 


Nun  ist 


und 


d.  i. 


a  « 


AD:AB=SP:  *), 


also 


und  folglich 


Also  ist: 
woraus  auch 


  —     V~a2  +  62 

CQ+PQ=      f  x, 

    VV+o2 

  1_     a2  +  62 


*)  Weil  AB  —  BC—BD  wt,  «o  nl  auch  PQ  =  SQ. 
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CQ  _bx  +  ay 
Jjq~  bx-ay' 

folgt,  was  hier  nur  beiläufig  bemerkt  sein  mag.    Führt  man  jetzt 

CQ^^^-ibx  +  ay) 
in  den  obigen  Ausdruck  von  Fx  ein,  so  erhält  man: 

F,  =  \xy  —  \ab  loghyp  ^~b^ 


=  Uy-ia6  loghyp  g  +  f). 
Wenn  N  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet,  so  ist  immer 

also,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  die  durch  log.  bezeichneten 
Logarithmen  nimmt: 

logiV  =  loghyp  2V.  löge, 

folglich 

mittelst  welcher  Formel  loghyp  N  immer  aus  logiV  leicht  berech- 
net werden  kann,  weil  die  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Formel 

2 

loge  =  £ 

zu  bestimmende  Zahl  e,  eben  so  wie  die  Constante  C,  als  bekannt 
so  betrachten  ist.   Auch  kann  man  unmittelbar  setzen: 

loghyp  N=\C\ogN,  , 

« as  wir  der  Kurze  wegen  nicht  weiter  noch  besonders  in  die  obi- 
gen Formeln  einführen  wollen. 


Theil  XXV. 


98  G  runer  (:   Element.  Darste/l.  der  Lehre  von  der  Quadratur  der 


ii. 

■ 

Elementare  Theorie  der  byper bolischen  oder  natür- 
lichen Logarithmen,  namentlich  der  Entwickelung  der- 
selben in  Reihen. 

Die  in  Tat  1.  Fig.  Ö.  dargestellte  Hyperbel  sei  gleichseitig, 
und  wie  früher  werde 

AB=Cß  =  l 

gesetzt 

Setzt  man  dann  BQ  =  x,  so  ist  in  Tai.  I.  Fig.  6.  a.  die  Abscisse 
CQ=l+ar,  und  da  nun  nach  I.  in  diesem  Falle 


ABPQ  =  \oghypCQ 

ist,  so  ist 


^/>0==loghyp(l.f*). 


Theilt  man  jetzt  BQ  in  n  gleiche  Theile  und  macht  die  Con- 
struetion  ferner  wie  die  Figur  zeigt,  so  erhellet,  weil  bekanntlich 
allgemein  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen 

ist,  auf  der  Stelle,  dass  für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  n 

1  +  n  1+1T 

+§  1 


'  n 


u.  s.  w. 


n 


oder 
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ir.  uer  ineoric  aer  nypei ooi.  oaer  naturi.  Lögart tum en .  yy 

ÄBPQ  =  \Am.Xn  1 1  +         +  —L-  + 

n        -  n  n 

1 


1  + 


iit   Nehmen  wir  nun  aber  an,  das«  x  ^  1  sei,  so  sind  die  sammt- 

lichen  Brüche  jj»    —  *    ~»  ÖL_25  offenbar  kleiner 

als  die  Einheit,  und  nach  einem  bekannten  Elementnrsatze  aus 
der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen  *)  ist  folglich : 

JßpQ=Lim.|j    1  .  \ 


X1      X2   .  X* 


U.  8.  W. 

(tt-l)*   (n-l)%2  (h~1)V,(ii~1)4.t* 

+  1_       »       +       «*  «8       +  „4 


*)  Bekanntlich  ist  nach  der  Summation  der  geometrischen  Reihen 

1  —  !/n+l         1  «n+l 


l+H-ft/«+tt3 +....  +  ««  = 


1  —U  1  — t*  -1—1 


Ist  nnn  der  absolute  Werth  von  U  kleiner  als  die  Einheit, 
•o  nähert   sich  der  Kuli  bis  zu  jedem  beliebigen  Grude,  wenn  It 

ins  Unendliche  wächst.    Also  nähert  — 1—— i^l  oder  l+tt+tta+w8 

+....  +  ««  sich  der  Grunze  ^— ^  bis  zu  jedem  beliebigen  Grude, 
1  in*  Unendliche  wächst.    Folglich  ist 

oder,  wenn  man  —  tt  für  U  setzt, 

1— «  +  «a— «8+tt4  ~YTu' 


Digitized  by  Google 


\OQGrune rt:  Element.  Darstell,  der  Lehre  von  der  Quadratur  der 
oder,  wenn  man  die  Vertikalreihen  summirt: 


ÄBPQ=L\m^  n 


also: 


l+2  +  3  +  ....  +  («- 

-1) 

n 

—  X 

p+2*  +  3*  +  ....  +  (n- 

l3  +  23  +  38+....  +  (n 
n8 

l+2+3  +  ....  +  (ti- 
1  «2 

1)  ■ 

+  a;6Lim 


n8 

l8  +  23  +  38  +  .... 

-!)• 

n* 

14  +  24  +  34  + .... 

+  (n 

-1)* 

n8 

für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n.  Weil  nun  nach  dem  in 
der  Einleitung  angeführten  sehr  wichtigen  arithmetischen  Satze 
allgemein 

L,m  n™+1   ^+1 

ist,  immer  für  ein  in's  Unendliche  wachsendem  n,  so  ist 

ÄBPQ=x—  U2  +  J*3- \x*  +  ... 
Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 

ABPQ  =  loghyp  (1  +x) , 
so  erhält  man  unmittelbar: 

loghyp  (1  +  x)  =  x  —  ix2  + 1  ;r  8— £a:4  +  ja;6 — .... , 

vorausgesetzt,  dass  >*t. 


Digitized  by  Google 


Hyperbel  u.  der  Theorie  der  hyperbol.  oder  nattirl.  Logarithmen.  101 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  b.  ist,  wenn  wieder  BQ  =  x  gesetzt  wird,  wo 
*<1  *)  ist,  CQ=zl—  x;  und  da  nun  nach  L  in  diesem  Falle 

ÄBPQ  =  -\oghy  VCQ 

ist,  so  ist 


A  BPQ  = — loghyp  (1  —  x). 

Macht  man  jetzt  die  Construction,  welche  durch  die  Figur  selbst 
hinreichend  erläutert  wird,  wieder  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vor- 
her, so  ist  offenbar  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

j5P5=Lta{£.i+£   »  +£.-^ 


x 


n  xJSx 
n 


u.  s.  w. 


X 


n '      (n  —  \)x 
n 


oder 


11  1 


AB  PQ  =  L\m.- J  1+  -  +  + 


1_-    1 3  Ts 

n  n  n 


u.  s.  w. 


also,  weil,  wegen  ar<l,  offenbar  die  Brüche 

x  'Ix  &r  ix  (n  —  l)x 
n      n       n       n  n 


*)  Dass  man  in  diesem  Falle  nicht  wie  im  Torhergehenden  anch 
X—\  seUrn  kann,  erhellet  auf  der  Stelle,  weil  für  diesen  Werth  von  X 
der  hyperbolische  Flächenranm,  auf  den  hier  Alles  ankommt,  keine  end- 
liche völlig  bestimmte  Grösse  mehr  sein  würde,  was  hier  nur  so  lange 
d«r  Fall  ist,  als  x<l  ist. 
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stimm tlich  kleiner  als  die  Einheit  «ind,  nach  dem  schon  oben 
gewandten  Satze  von  den  geometrischen  Progressioneu: 


ABPQ  =  Lim.~  |  1 


i    x     x1    x*  x* 

.    2x    2*.r*    2S^S  24^4 

+  '  +  w   +    „2    +    „3    +    „4    +  '  ' 


u.  s.  w. 


(ii- Da  (»-  1)»**  (n-1)*** 

+  -+— "i— +— ^3—  +— ÄST— +«• 

oder,  wenn  man  die  Vertikalreihen  summirt: 


lVf2»-f3»-f....4-(n-l)»^ 

+  ~  ÜP  * 

.  )Ht2H3H....  +  (B-l)»i> 

+  n3 

1«  jjHjHh  ....4  (»-  D4  . 


also 

* 

XBPQ~*  +  a'Lin,  l±n3^.  +  (n-i) 

+  x»Lim  li±y  +  3»+....  +  («-lg 

+.^Liml!±21±3!^1±(!LziL* 
+ x.Lim  i« +»+»+...■  +  » -ig 

71° 


uigi 
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und  folglich  nach  dem  schon  oben  angewandten  arithmetischen  Satze: 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  oben  gefundenen  Gleichung 

ABPQ  =  —  loghyp  (1  -  x) , 

so  erhält  man: 

-  loghyp  (1  - x) = x  +  fr*  +  ix«  -f  ix4 + ix*  -»- .... 

oder 

loghy p  (I  —  x) = - x  —  ix*  -  ix*— ix4 — \x*  - .... , 

wobei  bekanntlich  vorausgesetzt  worden  ist,  dass  x  <  1  sei. 
Es  ist  also  hiernach,  indem  man  x  immer  positiv  nimmt: 

loghyp  (1  +  x)  =  x  —  \x*  +  ix9  —  \x*  -f  \x*  — ... . 
für  a:  T  1 ,  und 

loghyp  (1  —  x)  =z—x—ix*  -  \x*  —  ix4- ix*  -  .... 

für  .Nimmt  man  nun  aber  x  positiv  und  negativ,  so  kann 

man  diese  beiden  Gleichungen  offenbar  in  die  eine  Gleichung 

loghyp  (1  -f  x)  —  x  —  \x*  +  Ja:8  —  ix4  +  \x6— . .. . 

» 

zusammenfassen,  wenn  man  nur  voraussetzt,  dass  x  stets  grös- 
ser als  —1  und  nicht  grösser  als  +1  sei,  was  man  in  der 
Kürze  auf  folgende  Art  zu  schreiben  pflegt: 

{-]<*^  +  !| 

Bezeichnen  wir  die  Basis  der  durch  loghyp  bezeichneten  hy- 
perbolischen Logarithmen  wie  in  L  durch  e,  und  jetzt  ferner  die 
Basis  der  durch  log  bezeichneten  Logarithmen  durch  B,  so  ist, 
wenn  N  eine  beliebige  positive  Zahl  bezeichnet: 

■ 

also 
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ß1ogiV=  ******* ; 

folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  zuerst  die 
durch  log,  dann  die  durch  loghyp  bezeichneten  Logarithmen  nimmt: 

log  N.  log  B  =  I  oghy  p  2V .  log  e ,  , 

log N.  loghyp  B  =  loghyp  N.  loghyp  e ; 

also,  weil  logl?=l,  loghyp  e  =  1  ist: 

log  iV  =  log  e .  loghyp  N, 

,0g^  =  l^ghyp^ßJ°ShyPiV; 
woraus  sich  die  Gleichung 

l°g«  —  loghyp  B 

oder 

\oge.  loghyp  B  =  1 
ergiebt.    Setzt  man  der  Körze  wegen 

so  ist  nach  dem  Obigen: 

log  tf=z  M  loghyp  N , 

und  man  muss  folglich  die  hyperbolischen  Logarithmen  aller  Zah- 
len mit  der  für  jedes  logarithmische  System  mit  der  Basis  B  con- 
stanten  Zahl  M  multipliciren,  um  die  Logarithmen  für  die  Basis 
B  zu  erhalten,  so  dass  also  die  hyperbolischen  Logarithmen  ge- 
wissermassen  die  Grundlage  für  alle  übrigen  logarithmischen  Systeme 
bilden,  weshalb  man  die  ersteren  auch  natürliche  Logarith- 
men genannt  hat  und  durch  das  mit  loghyp.  gleichbedeutende 
Zeichen  lognat.  zu  bezeichnen  pflegt.    Die  Zahl 

ffss  log  e  —  |0g|,yp  ß  =  i^tB 

heisst  der  Modul us  des  logarithmischen  Systems  mit  der  Basis  B 
Weil  nach  I.  bekanntlich 

2 

Cloge=2  oder  C=r^^ 
ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
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2  1 
»  ,  C=fij  oder  iC=jy, 

und  die  Constante  C  kann  also  aus  dem  Modulus  M  immer  leicht 
berechnet  werden. 

Der  Modulus  M  wird  aber  mittelst  der  Formel 

loghypZ?      lognat  2? 

auf  folgende  Art  berechnet. 

Es  sei  N  wieder  eine  beliebige  positive  Zahl,  die  grösser 
als  Null  ist.   Setzt  man 

und  bestimmt  aus  dieser  Gleichung  x,  so  erhält  man : 

iV-1 

wo  der  absolute  Werth  von  x  offenbar  immer  kleiner  als  die  Ein- 
heit ist,  und  folglich 

TV-  ll^+J 

i  ^-i' 

also 

lognat  2V=  lognat  (l  +  J^\)  —  lognat  ( I  —  ^^j). 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen,  weil  der  absolute  Werth  von 
iV— 1 

jy-p-j  kleiner  als  die  Einheit  ist: 

,  n— l  iv— i  ./jv—  iv. iv  i/jmy 

lognatd+^^^^-j-i^^  +  »(jv+Ty)  -^iVTV  + 

lognat(1-]vTn)=-^-<iv+i;  ~äUv+V  +  " 

also,  wenn  man  subtrabirt,  nach  dem  Obigen: 

*— ISS«ÖSS),«Ga)''«aB)r*-l 
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und,  wenn  man  hierin  N2  für  N  setzt,  wo  N  wieder  eine  Null 
übersteigende  positive  Zahl  sein  soll,  weil  1  4 

Iognat.iVa  =  2lognatiV 

ist : 


mittelst  welcher  Formel  man  den  naturlichen  oder  hyperbolischen 
Logarithmus  jeder  Null  übersteigenden  positiven  Zahl  N  berech- 
nen kann,  so  dass  also  diese  Formel  die  eigentliche  Grundlage 
der  Berechnung  der  Tafeln  der  natürlichen  oder  hyperbolischen 
Logarithmen  bildet. 

Will  man  logiV  für  die  Basis  B  finden,  so  muss  man  den 
entsprechenden  Modulus  M  kennen,  weil  dann 

log  iV  =  ;if  lognatiV 

ist.    Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

lognat B  ' 

also  nach  dem  Vorhergehenden,  wenn  man  B  für  ZV  setzt: 


M- 


Ueberhaupt  hat  man  für  logZV,  wo  immer  B  die  Basis  ist,  den 
folgenden  äusserst  merkwürdigen  Ausdruck: 

wg/r— jczi  ;  /iP-iy  ,  ,  /ffa-iy   ,  /b*—i\t 

mittelst  welches  sich  der  Logarithmus  jeder  beliebigen  Null  über- 
steigenden positiven  Zahl  ZV  für  jede  beliebige  Basis  />  berechnen 
lässt,  und  auf  dem  also  die  Berechnung  der  logarithmischen  Tafelo 
für  alle  logarithmischen  Systeme  lediglich  beruhet. 

Was  die  Constante  C  betrifft,  so  Ut  nach  dem  Obigen  be- 
kanntlich 

2 
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#also 

mittelst  welcher  Formel  der  Werth  der  Coustanten  C  fär  jedes  belie- 
bige logarithmische  System  mit  der  Basis  B  berechnet  werden  kann. 

Aus  dem  Bisherigen  sieht  man ,  dass  man  die  Lehre  von  der 
v  Qnadratur  der  Hyperbel,  und  in  Verbindung  damit  die  Theorie  der 
natürlichen  oder  hyperbolischen  Logarithmen,  hauptsächlich  deren 
Darstellung  durch  unendliche  Reiben,  so  wie  die  darauf  gegrün- 
dete .  vollständige  Theorie  der  Berechnung  der  logarithmischert 
Tafeln,  durch  ganz  elementare  Betrachtungen  mit  einer  den  An- 
sprüchen der  neueren  Analysis  vollständig  genügenden  Strenge, 
und  einer  vollständigen  Uebereinstimmung  mit  den  durch  diese 
letztere  Wissenschaft  gewonnenen  Resultaten,  entwickeln  kann, 
wozu  man  bisher  noch  keine  dem  Zweck  entsprechende  und  den 
neueren  strengeren  Ansprüchen  genügende  elementare  Methode 
besass.  Ich  bin  daher  geneigt,  es  für  eine  wirkliche  Verbesse- 
rung und  wesentliche  Vervollständigung  des  mathematischen  Ele- 
mentar-Unterrichts  zu  halten,  wenn  man  sich  entschliesst,  das 
Obige  in  denselben  aufzunehmen,  wozu  ich  dasselbe  tüchtigen, 
mit  den  neueren  Ansprüchen  der  Wissenschaft  gehörig  vertrauten 
Lehrern  daher  bestens  zu  empfehlen  mir  erlaube. 


Anhang. 

Wenn  auch  die  elementare  Bestimmung  des  Inhalts  des  kör- 
perlichen Inhalts  eines  durch  Umdrehung  einer  Ellipse  oder  Hy- 
perbel um  die  Hauptaxe  entstandenen  Konoids  allgemein  bekannt 
ist,  so  will  ich  dieselbe  doch,  der  Vollständigkeit  der  vorher- 
gehenden elementaren  Betrachtungen  wegen,  dem  Obigen  in  der 
Kürze  noch  beifügen. 

Der  körperliche  Inhalt  des  durch  Umdrehung  von  APQ  (Taf.I. 
Flg.  7.)  um  AP^nx  entstandenen  Korpers  sei  V,  so  ist,  wenn  p 
den  Parameter  der  Ellipse  oder  Hyperbel  bezeichnet,  und  im  Fol- 
genden sich  immer  die  oberen  Zeichen  auf  die  Ellipse,  die  unte- 
ren auf  die  Hyperbel  beziehen,  indem  man  sich  x  in  n  gleiche 
Theile  getheilt  denkt,  nach  den  bekannten  Gleichungen  dieser 
Curven  in  Bezug  auf  den  Scheitel  als  Anfang  der  Coordinaten,  für 
ein  nVs  Unendliche  wachsendes  11  offenbar: 


108  Gr  u nert:  Element.  Darstell,  der  Lehre  von  der  Quadratur  etc. 

(4x_4a:ra\ 

u.  s.  w. 

1        3  +  4+....+n 

Lira .  7r/?a:2  < 

_1*  +  2*+3*  +  4*-h  ....  +  »*  * 
+  ^  2^ 


L.m  1  +  2+3  +  4  +  .. ..  +  n 


l»  +  2*  +  3»  +  4*  +  ....+n» 
+  —  Lira  -ä  


also  nach  dem  aus  der  Einleitung  bekannten  wichtigen  arithmeti- 
schen Satze: 


oder  auch 


V  =  iq»*  (i  +  Ya  ■  J>  =  *****  <»  t 


weil  bekanntlich  für  die  Ellipse  und  Hyperbel 

ist.  Auch  hier  sieht  man  von  Neuem,  wie  ungemein  leicht  der 
mehr  erwähnte  arithmetische  Satz  zu  den  gesuchten  Resultaten 
fuhrt,  und  wie  sehr  derselbe  daher  die  Aufnahme  in  die  Elemente 
für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen  berechtigt  ist. 
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I 


VI. 

Zwei  geometrische  Aufgaben. 

Von 

# 

Herrn  Professor  Dr.  /.  Ph.  VFolftrs 

zu  Berlin. 


In  dem  letzten  Abschnitte  von  Lconhardi  Euleri  „Insti- 
tut io  n  u  in  calculi  integralis  volumen  primum"  wird  die 
Auflösung  der  Differential -Gleichungen,  in  denen  die  Differentiale 
zu  mehreren  Dimensionen  ansteigen,  behandelt.  Den  dort  zur  Er- 
läuterung der  Methoden  angeführten  verschiedenen  Beispielen  will 
ich  die  zwei  folgenden  hinzufügen,  welche  auch  als  geometrische 
Aufgaben  von  einigem  Interesse  sein  dürften. 

• 

Aufgabe  I. 

Man  soll  die  Gurve  bestimmen,  welche  die  recht- 
winkligen Coordinaten  AX  und  AT  in  gleichen  Abstän- 
den =  a  vom  Anfangspunkte  berührt  und  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  ihre  Tangente  stets  von  AX  und  AY 
Stücke  abschneidet,  deren  Summe  constant  und  =  a  ist. 

Auflösung. 

Ist  C  (Taf.  1.  Fig.  8.)  ein  beliebiger  Punkt  der  Carve,  die 
Abscisse  AB=.xt  die  Ordinate  BC=y,  ED  die  Tangente,  so  soll 

AD+BE=a 

sein.    Bezeichnet  man  nun  den  Winkel  EDX  durch  a,  so  hat  man 

*«=-£• 
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und  es  wird  die  Bedingungsgleichung 

du  dy 

oder,  indem  man  dy  =  pdx  setzt, 

1)  px-y+py—xp2  =  ap. 

Differentiirt  man  diese  Gleichung  und  setzt  statt  dy  stets  seinen 
Werth  pdxy  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit 


+  y  —  ty*  —  o)  dp = 0 , 

welcher  einmal  Genüge  geschieht,  indem  man 

dp  =  0,  also  p  =  Const.  —  y 

annimmt.  Substituirt  man  diesen  Werth  von  p  in  1),  so  erhält 
man  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve 

3)  y  =  Y*+yzri> 

welche  keine  krumme,  sondern  eine  gerade  Linie  ausdrückt» 
Da  nun  für  xzzQ  y  =  a  und  fär  ar=a  y=0  werden  soll,  so  wird 
aus  3)  im  ersten  Falle 

a  —       >  a'so  y = 00  • 

und  im  zweiten 

0  =  yo  +  -^y,  also  y  =  0. 

Die  Constante  y  wird  mithin  alle  Werthe  von  0  bis  od  annehmen 
können,  und  so  alle  die  geraden  Linien  darstellen,  welche  DE 
so  gezogen  werden,  dass  stets 


AE+AD  =  a 

werde. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  aber  zweitens  die  Bedingung 

x+y  —  2px  —  a=z0, 
und  wenn  man  diese  mit  1)  verbindet: 

P**-y  =  0  «der  J.=g=^§. 
und  aus  der  letzten  durch  Integration 
4)  Vyz=\Tx  +  ß. 
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Hier  ist  ß  die  Constante  der  Integration,  und  da  wieder  für  ar=0 
y  =  a  und  für  x  =  «  y  =  0  wird,  offenbar 

Macht  man  daher  nun  die  Gleichung 

Vy=\Tx~±\flt 

rational,  so  kommt  man  zu  der  Gleichung 

5)  y*-2xy+x*-2ay— 2<ttr  +  a»=0, 

welche  offenbar  einer  Parabel  angehört.  Vergleicht  mau  Nie 
nämlich  mit  der  allgemeinen  Gleichung  vom  zweiten  Grade: 

Ay*  +  Bxy  +  Cx*\Dy+Ex\F=  0, 

* 

so  ist  hier: 

Aufgabe  II. 

■ 

Man  soll  die  Curve  bestimmen,  welche,  unter  übri- 
gens gleichen  Umständen  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe,  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Tangente  einen 
constanten  Werth  =a  erhält. 

Auflösung. 
Aus  der  vorigen  Gleichung 

folgt  sogleich 

±p         ,  Tl 

sin c~  '  r- — ---  und  cos c—  ■_  > 

und  es  wird  alsdann  die  Bedingung  der  Aufgabe  ausgesprochen 
durch  die  Gleichung 

oder 

1)  (y-pa:)  V  i"+y*=a^, 

wo  die  Wurzel  als  zweideutig  betrachtet  werden  muss.  Diffe- 
rentiirt  man  diese  Gleichung  und  substituirt  statt  dy  seinen  Werth 
pdx>  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 
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oder  indem  man  y  mittelst  1)  eüminirt: 

2)  dp[a  +  x{\+p*)\]=zO. 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  zunächst 

dp  =  0,  /?=Const.=y, 

und  so  nach  1): 

3) 

Da  für  x  =  0  y  =  a  und  für  x=za  y=0,  so  wird  wieder  im  ersten 
Falle  y  =  o>  und  im  zweiten  y  =  0,  und  es  drückt  daher  die  Glei- 
chung 3)  die  unendlich  vielen  geraden  Linien  von  gleicher  Länge 
o  aus,  welche  man  ähnlich  wie  DE  legen  kann. 

Aus  2)  geht  aber  noch  die  Bedingung 

«  +  ;r(l +/>*)*  =  <) 

oder 

¥     dx  x\ 
hervor,    lntegrirt  man,  so  wird: 

4)  y  =  /?±V(al-jrl)». 

Fiir  die  bereits  mehrmals  erwähnten  Grenzwerthe  von  x  und  y 
erhalten  wir  zur  Bestimmung  der  Constanten  ß 

a  =  ß±a  und  0=ß; 

damit  also  ß  denselben  Werth  =0  erhalte,  wenden  wir  nur  das 
obere  Zeichen  an  und  erhalten  so  als  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 

welche,  wenn  sie  rational  werden  soll,  den  sechsten  Grad  erreicht. 

Bemerkung. 

Zum  Schluss  möge  hier  noch  angeführt  werden,  dass  diese  beiden 
Aufgaben  bei  Gelegenheit  eines  Wegebaues  entstanden  oder  mir  wenig- 
stens als  solche  mitgetheilt  worden  sind,  indem  die  Ecke,  in  welcher 
sich  zwei  Wege  unter  rechtem  Winkel  schneiden,  nach  der  einen  oder 
andern  Weise  abgestumpft  werden  sollte. 
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VII. 

Geber  den  Einfluss  des  Vordertheils  und  Hintertheils 
der  Schiffe  auf  den  Widerstand  des  Wassers. 

Von 

Herrn  Geheimen  Rath  Eckhardt 

711    I)  u  r  III  H  l  H  t\  l. 


Schon  vor  heinahe  80  Jahren  haben  die  französischen  Akade- 
miker d'Alembert,  Bossut  und  Cond orcet  Versuche  über  den 
Widerstand  des  Wassers  gegen  kleine  Schiffchen  angestellt,  welche 
mit  prismatischen  Vorder-  und  HintertheHen  versehen  waren,  und 
in  den  Memoiren  der  Pariser  Akademie  vom  Jahre  1778  pag.  353. 
beschriehen  sind.  In  demselben  Bande  lieferte  Euler  eine  Theo- 
rie da/u,  die  aber  keineswegs  mit  den  Resultaten  der  Beobach- 
tungen übereinstimmte,  und  seitdem  ist  diese  wichtige  Materie, 
als  zu  verwickelt,  unerledigt  geblieben.  Durch  eine  andere  wis- 
senschaftliche Arbeit  darauf  hingelenkt,  unternahm  ich  es,  diese 
Versuche  und  Euler 's  Theorie  einer  nochmaligen  Revision  zu 
unterwerfen,  und  ich  erlaube  mir,  das,  was  ich  gefunden  habe, 
im  Folgenden  mitzutheileri.  Da  diese  Entwicklung  von  Etiler 
wenig  bekannt  zu  sein  scheint,  indem  bei  sonst  vorzüglichen  Schrift- 
steilem, wie  Eytelwein,  Langsdorf  u.  A.,  ganz  abweichende 
Ansichten  vorkommen,  so  halte  ich  es  für  angemessen,  eine  wört- 
liche (Jehersetzung  derselben  hier  vorauszuschicken : 

„Es  sei  AC  (Taf.  I.  Fig.  2.)  die  Axe  des  prismatischen  Schiffs- 
schnabels, welche  die  breite  Seite  desselben  BB  in  C  halbirt. 
Setzen  wir  diese  Axe  AC=a,  die  Seite  ABz=b  und  den  Win- 
kel BAC=a,  die  Tiefe  Aa  —  c.  so  erhalten  wir  BC  —  6Sin«. 

Iheil  XXV.  8 


114 Eckhardt:   Veber  den  Einßuss  des  Vorderihete  u.  llintertheilt 


Bewegt  sich  nun  der  Schiffsschnabel  nach  der  Richtung  AC  mit 
einer  Geschwindigkeit  =  v,  wo  r  den  in  einer  Sekunde,  durchlau- 
fenen Raum  bezeichnet,  und  nennen  wir  die  Hohe,  von  welcher 
ein  Körper  in  derselben  Zeit  herabfallt,  =g,  so  ergiebt  sich  di« 


Rühe,  welche  der  Geschwindigkeit  t?  entspricht,  A  =  ^;  wenn  da 

her  das  Wasser  in  der  senkrechten  Richtung  MN  mit  der 
Geschwindigkeit«  auf  die  Fläche  ABba,  deren  Inhalt  6c  ist,  einen 
Stoss  ausübt,  so  wurde  die  Stärke  dieses  Stosses  dem  Gewichte 

einer  Wassermasse  =  - r—  entsprechen.     Da  aber  dieser  Stoss 


unter  einem  Winkel  =a  statt  findet,  so  wird  seine  Stärke  durch 

-V*^na*  för  die  senkrechte  Richtung  MN  auf  die  Fläche  Aß 

ausgedruckt  werden  müssen;  hieraus  ergiebt  sich  die  Stärke  des 

Parallelstosses  in  der  Richtung  AC  =  6c  Sin  et-  ,  wo  6c Sin  a 

die  Hälfte  der  grössten  Breite  BB  ausdrückt.  Das  Doppelte  die- 

Sin  cfl 

ser  Kraft  =26cSino — ^ —  giebt  denjenigen  Theil  des  Wider- 
standes, welchen  der  Stoss  des  Wassers  auf  beiden  Seiten  des 
Schnabels  ausübt,  welches  vollkommen  mit  der  gewohnlichen 
Theorie  übereinstimmt."   Soweit  Eul er  *).  . 

Da  diese  letztere  Formel  nicht  mit  den  Versuchen  überein- 
stimmte, indem  für  a  —  0  der  Widerstand  des  Wassers  nicht  eben- 
falls =0  wurde,  so  suchte  Eul  er  den  noch  übrig  bleibenden 
Widerstand  durch  die  Reibung  des  Wassers  an  dem  ganzen  Kör- 
per zu  erklären,  und  gab  dafür  eine  sehr  verwickelte  Formel, 
welche  sich  ebenfalls  in  der  Ausübung  nicht  bewährte.  Betrach- 
tet man  aber  den  Zweck  näher,  welchen  sich  die  Akademiker 
vorgesetzt  hatten,  so  bestand  er  augenscheinlich  darin,  die  Ab- 
nahme des  Widerstandes  zu  bestimmen,  welche  durch  Anbringung 
von  Schnäbeln  von  verschiedenen  Winkeln  an  der  Spitze  A 
bewirkt  wird,  wenn  die  Breite  des  Schiffes  BB  dieselbe 
bleibt.  Nun  ist  aber  offenbar  in  der  Formel  von  Eul  er  die 
Seite  AB  constant  und  die  Breite  BB  veränderlich,  weit 
letztere  für  a  —  0  ebenfalls  Null  wird,  während  bei  den  Versuch« 
von  Bossut  das  Gegentheil  statt  fand.  Die  obige,  für  das  Prisi 
gefundene  Formel  ist  daher  für  diesen  besonderen  Fall  nicht  an- 

bcv 

wendbar :  dagegen  gilt  die  allgemeine  Formel        sin  «*  för  den 


*)  Mein,  de  l'Academie  d«  «cience«  de  Pari«  de  1T78.  pag.  597. 
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Parallelstoss  in  allen  denjenigen  hallen,  wo  <lie  Seite  Ali —  b 
constant  ist,  wie  z.  B.  bei  dem  Steuerruder,  und  wird  als  Theo- 
rem an  die  Stelle  der  bisherigen  Annahme  gesetzt  werden  müs- 
sen, wonach  sich  der  schiefe  Stoss  wie  die  Quadrate  der  Sinus 
der  Einfallswinkel  verhalten  sollte. 

Um  nun  dieses  Theorem  auf  die  Beobachtungen  von  Bossut 
anwenden  zu  können,  müssen  wir  zuvor  den  Apparat,  weicher 
dabei  angewendet  wurde,  etwas  näher  betrachten.  Derselbe  be- 
stand in  einem  4  Fuss  langen  ,  2  Fuss  breiten  und  eben  so  tiefen 
Parallelopipedum ,  an  dessen  Vorder-  und  Hinterfläche  dreiseitige 
Prismen  mit  verschiedenen  Winkeln  an  der  Spitze  befestigt  wer- 
den konnten.  Dieses  Schiffchen  wurde  mittelst  einer  Schnur,  an 
welcher  ein  Gewicht  von  162  Pfund  hing,  in  einem  200  Fuss  lan- 
gen und  100  Fuss  breiten  Wasserbecken  fortgezogen,  und  die 
Zeit  beobachtet,  welche  dasselbe  brauchte,  um  einen  Weg  von 
96  Fuss  zurückzulegen.  Nennen  wir  den  Widerstand  des  Was- 
sers gegen  das  Schiffchen,  wenn  weder  vorne  noch  hinten  ein 
Prisma  angebracht  ist,  =  F  und  denjenigen  Widerstand  des  Was- 
sers, wenn  blos  vorne  ein  solches  Prisma  angebracht  wird,  =qp, 
so  haben  wir,  da  sich  die  Widerstände  wie  die  Quadrate  der 
Geschwindigkeiten,  und  bei  gleichen  Wegen  die  Geschwindigkei- 
ten wie  die  zum  Durchlaufen  derselben  gebrauchten  Zeiten  verhalten : 

F:9=F*:F'*=r»:<«*), 

CD 

daher  p  =  -^2'    Mit  dieser  Formel  erhält  man  den  Widerstand 


der  schiefen  Flächen  in  Decimaltheilen  des  Normalstosses  F 
gedrückt,  wie  er  in  der  Tafel  von  Bossut  pag.  372.  der  Pariser 
Memoiren  von  1778  angegeben  ist  und  keineswegs  mit  der  obigen 
Formel  von  Euler  übereinstimmt.    Nehmen  wir  aber  den  Nor- 

26ci?a 

malstoss  auf  die  Vorderfläche  F=    ^    als  die  constante  Einheit 

an,  mit  welcher  der  schiefe  Stoss  verglichen  werden  soll  (wobei 
wir  den  Stoss  und  Widerstand  für  gleich  annehmen),  so  ist  die 
Differenz  unter  dem  Normal-  und  schiefen  Stoss  nach  dem  Theo- 
rem von  Euler: 

F-9=m(l-Sinas)F, 

wo  m  einen  besonderen  Coefficieuten  bedeutet,  der  aus  den  Be- 
obachtungen bestimmt  werden  muss  und  von  der  Gestalt  des 

Körpers  abhängig  ist.    Hieraus  folgt  aber : 


*)  Fnr  gleichförmig  beschleunigte  Bewegung. 


\\§  Eckhardt;  Veber  den  Ein  flu  ss  det  \  ordert  hei  Is  u.  Hinter theil* 

.^»(J^Sin«»)F==(l--iii>itiStii«»)F==^ 
Setzen  wir  1  — m=C,  so  erhalten  wir: 

F(m  Sin  «3+0-<P-  ' 

bAu.8  den  Beobachtungen  folgt  m  =  0,6  und  hieraus  C==0,4; 
daher  ist  die  Formel,  welche  auf  dem  Euler 'sehen  Theorem 
eruht  und  fiir  die  Beobachtungen  von  Bossut  eingerichtet  ist: 

■ 

«  •  ••  p 

. ..  paFOyftSiBflri+0,4.     .  (I) 


Bestimmen  wir  nun  die  Wertbe  von  p  für  die  verschiedenen 

Winkel  an  der  Spitze  der  Prismen,  sowohl  aus  den  Beobachtun- 
gen von  Bossut,  als  nach  dieser  letztern  Formel,  so  ergiebt 
sich  daraus  folgende  Zusammenstellung: 


im 
*• 

Zeitdauer 

Relativ.  Wi 

derstand  t 

j 

9 

Zeitdauer 

Relativ.  Widerstand  £ 

Beobacht. 

Formel 

» 

/ 

t  » 
> 

Beobacht.  j  Formel 

90° 

47",44 

1,0000 

1,0000 

42° 

35",78  1 

0,5689 

0,5794 

84 

47,22 

0,9908 

0,9892 

36 

34,85 

5397 

5218 

78 

46,44 

9583 

9610 

30 

33,05 

4853 

4750 

72 

45,35 

9138 

'  9160 

24 

31,61 

4440 

•  4402 

66 

43,75 

8505 

8566 

18 

30,53 

4142 

4174 

60 

41,84 

7779 

7894 

12 

30,23 

4061 

4054 

54 

39,50 

6933 

7174 

6 

30,01 

4003 

4001 

48 

38,05 

• 

0,6433 

0,6460 

• 

0 

30,00 

nicht  beob- 
achtet 

0.40OO 

.  ■  • 

Aus  dieser  Zusammenstellung  ersieht  man,  dass  die  auf  dem 
Theorem  von  Euler  beruhende  Formel  (I)  nicht  wie  die  bisheri- 
gen uur  für  die  grössern  Winkel,  etwa  bis  zu  60°  herab,  mit  den 
Beobachtungen  übereinstimmt,  sondern  selbst  für  die  kleinsten 
Winkel  Resultate  liefert,  welche  mit  den  angestellten  Versuchen 
im  Einklang  sind.  Diese  Uebereinstimmung  bürgt  nicht  blos  für 
die  Richtigkeit  der  zum  Grunde  gelegten  Theorie,  sondern  giebt 
auch  noch  ein  schönes  Zeugniss  für  die  Sorgfalt  und  Genauigkeit 
ab,  mit  welcher  diese  Versuche  von  den  franzosischen  Akademi- 
kern angestellt  worden  sind.  Es  ist  nur  Schade,  dass  nicht  eben 
so  zahlreiche  Versuche  auch  für  den  Fall  angestellt  worden  sind, 
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wo  die  Prismen  am  Hintertbeile  de»  Schiffchens  angebracht  waren, 
indem  nur  für  drei  Winkel,  nämlicb  ftf*  48°,  24°  und  12°,  Bedbi 
ach  tun  gen  vorhanden  sind ;  wir  wollen  jedoch  versuchen,  aus  die» 
seo  wenigen  Angaben  einige  allgemeine  Resultate  zu  sieben. 
Betrachten  wir  das  Schiffchen  während  der  Vorwärtsbewegung, 
so  wird  man  am  Hintertheil  einen  leeren  Raum  bemerken,  den 
das  von  vorne  nach  hinten  strömende  Wasser  auszufüllen  sucht. 
Hierdurch  entsteht  ein  Stoss  auf  das  Hintertheil  des  Schiffchens, 
ähnlich  dem  auf  das  Vordertheil,  nur  mit  verminderter  Geschwin- 
digkeit  und  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  dass  der  Stoss  auf 
das  Vordertheil  durch  den  Stoss  auf  das  Hintertheil  eine  Vermin- 
derung erleidet.  Für  die  am  Hintertheil  angebrachten  Prismen 
giebt  daher  die  Theorie  eine  ähnliche  Formel,  wie  die  oben  ent- 
wickelte, nur  mit  einem  andern  Coeflicienten ,  nämlich: 

^  =  fn'Sin«»  +  C'.  (II) 


Für  mi'  findet  man  aus  den  Beobachtungen  den  Werth 


=  0,167,  woraus  C'  =  -x-  =  0,833  folgt.   Man  erhält  hiermit  fol- 

■  * 

gende,  mit  den  Beobachtungen  gut  übereinstimmende  Resultate: 


Winkel 

Zeitdauer 

Relativer  Widerstand 

F 

a 

t 

Reobncht. 

Formel 

Differ. 

48« 

44",80 

0,8918 

0,9017 

0,0096 

240 

43",85 

0,8541 

0,8445 

0,0099 

12° 

43",49 

0,8404 

0,8348 

0,0056 

indem  die  Abweichung  der  Formel  von  den  Resultaten  der  Beob- 
achtungen nur  höchstens  ^  beträgt,  womit  man  zufrieden  sein 
kann. 

Soll  endlich  die  Verminderung  des  Widerstandes  gefunden 
werden,  welche  durch  gleichzeitige  Anbringung  von  prismatischen 
Spitzen  sowohl  am  Vordertheil,  als  am  Hintertheil  des  Schiff- 
chens entsteht,  so  wird  es  am  bequemsten  sein,  die  Verminde- 
rung sowohl  für  das  Vordertheil  1— ^=Z),  als  für  das  Hinter- 

theil  1  —  j;  sa  D*  für   die  verschiedenen  Winkel  zu  berechnen, 


1 18  Eck  Aar  dt:  Ueber  denEinßuss  des  Vorderteils  etc.  der  ScM/fe  etc. 

damit  man  sie  in  vorkommenden  Fällen  beliebig  combimren  kann. 
Ich  setze  eine  solche  Tabelle  zum  Schlüsse  dieser  Betrachtungen 
hierher,  welche  so  lange  dienen  kann,  bis  darüber  weitere  Beob- 
achtungen bekannt  werden. 


,  Verminder,  an  dem 

Ul.u,  .p^WiiAs»,..  Vorderteil 
ander  Spitze 


V«: 
••i  .11 
Ii*  «• 
-t.... 


r.  u 
v. 


90°  , 

0,0000 

*     {LA  • 

•  : 
0,0096 

78 

0,0385 

7* 

0,0838 

0,1426 

60 

0.2103 

54 

0,2823 

48 

0,3538 

42 

0,4203 

36 

0,4782 

0,5260 

24 

0,5596 

 ■:  |W 

0,5823 

12 

0.5946 

i  t 

6 

0.5993 

0 

0,6000 

ir.  an 

Hintertheil 


IT 


0,0000 
0,0028 
0,0107 
0,0233 
0,0396 
0,0584 
0,0783 
0.0983 
0,1 162 
0.1328 
0,1458 
0,1554 
0,1618 
0,1652 
0,1665 
0,1667 
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Wenn  auch  die  Art,  wie  die  prachtvolle  Sternwarte  za  Cin« 
cinnati  in  Amerika  entstanden  ist,  gewiss  jedem  Mathematiker 
und  Astronomen  im  Allgemeinen  bekannt  ist,  so  glaube  ich  doch, 
dass  es  den  Lesern  des  Archivs  nicht  unangenehm  sein  wird ,  wenn 
ich  ihuen  darüber  die  folgenden,  aus  dem  mehrfach  interessanten 
Buche:  Wanderungen  zwischen  Hudson  und  Mississippi 
1851  und  1852,  von  Moritz  Busch.  Erster  Band.  Stutt- 
gart und  Tübingen.  1854.  S.  218-S.  223.  entlehnten  näheren 
Details  mittheile.  Grunert. 


„  Wer  da  Zweifel  hegt ,  data  die  Welt  au«  Nicht«  geachaffen  .wurde, 
der  gehe  hin,  sehe  «ich  die  Sternwarte  von  Cincinnati  an,  lasse  sich 
ihre  Geschichte  erzählen  and  sage:  pater  peceavi.  Sie  ist  ihrem  Ur- 
sprünge nach  ein  Tollständige«  Wunder,  in  ihrem  Beatehen  ein  ruhm- 
volle* Monument  der  Kühnheit  und  Uuermüdlichkeit  ihrea  Begründer«, 
und  in  ihrer  Auastattung  ein  lauter  Protest  gegen  die  Ansicht,  dass  die 
Amerikaner  Verächter  der  Kunst  und  Wissenschaft  seien.  Professor 
Mitchel,  in  deaaen  Kopfe  der  Plan  dazu  entsprang,  iat  einer  von  den 
Typen  dea  Yankeethuma ,  an  denen  man  ea  achten  lernt.  Zäh  wie  Gummi, 
lieh  wie  ein  Steinbohrer,  in  allen  Sätteln  gerecht,  drängen, 
und  pressen  diese  Naturen  aich  durch  jedwedea  Hinderniss  hin- 
durch und  dem  Ziele  zu,  scheine  es  auch  unerreichbar.  Immer  voll 
grossartiger  Pläne,  erkennt  ihr  eiserner  Wille  keine  Unüberwindlichkeit 
an,  und  nie  verlegen,  baut  ihre  Klugheit  sich  Brücken  selbst  über  I  n 
müglichkeiten.  Von  armen  Fitem  stammend  und  früh  verwaist,  sah, 
Mitchel  sich  im  zwölften  Jahre  gezwungen,  als  Ladendiener  in  ein 
Krampe  schüft  zu  Xenia  zu  treten,  eine  Stellung,  die  seinen  aufstreben- 
den Geist  nicht  hinderte,  fleissig  Griechisch  und  Latein  zu  treiben. 
Fünfzehn  Jahre  alt  bewarb  er  sich  um  eine  Freistelle  in  der  Kriegs 
schale  zu  Westpoint,  und  als  er  diese  durch  Verwendung  von  Gönnern 

der  Knabe  durch  eine  Wildniss  von  siebenhundert  Mei- 
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len  aus  Ohio  an  den  Hud*on.  traf  mit  einem  Ranzen  auf  dem  Rücken 
und  25  Cent  haar  Geld  in  der  Tasche  in  Wcstpoiut  ein  und  widmete  sich 
nun  dem  Studium  mit  solchem  Eifer,  dass  er  nach  Verlauf  von  vier 
Jahren  bereits  zum  Professor  reif  war.  Dies  war  1829.  Im  folgenden 
Sommer  leitete  er  die  Vermessung:  von  zwei  pennsyhaniHchen  Eisenbah- 
nen, und  1832  «ah  man  ihn  am  Gerichtshöfe  von  St.  Angustine  in  Flo- 
rida als  Sachverwalter  plaidirttn.  Dieses  Geschäft  letzte  er  später  in 
Cincinnati  fort,  bis  er  endlich  durch  einen  Ruf  als  Lehrer  der  Mathe- 
matik und  Astronomie  einen  Wirkungskreis  erhielt,  in  welchem  er  sei- 
ner Mission  näher  gerückt  war.  In  dieser  Stellung  entstand  und  reifte 
in  ihm  der  Gedanke  zur  Gründung  eines  Observatoriums.  Dies  war  allem 
Anscheine  nach  ein  so  tolles  Unternehmen,  ah  je  eines  im  Gehirn  eines 
Schwärmers  gesprosst.  Weder  ein  Platz,  noch  Geld  zur  Errichtung  einer 
derartigen  Anstalt  war  vorhanden.  Das  Interesse  am  fernen  Sternhim- 
mel war  unter  Leuten,  die  bisher  nur  für  das  Allernächste  Sinn  gehabt, 
erst  zu  wecken,  und  fast  dreissigtausend  Dollars  waren  allein  für  das 
Gebäude  und  die  erforderlichen  Instruinente  aufzutreiben.  Das  wareu 
üble  Aussichten.  Aber  Milche I  hatte  das  Auge,  welches  durch  alle 
Schwierigkeiten  hindurchschaut.  Er  machte  seine  Berechnung ,  griff  das 
Werk  an  und  —  Hut  ab  vor  Meister  und  Rauleuten!  —  nach  vier  Jah- 
ren stand  es  da,  so  stolz  und  so  vollkommen,  wie  es  in  der  Idee  seines 
Urhebers  vorgebildet  gewesen,  die  einzige  Sternwarte  auf  der  Welt,  die 

vom  Volke,  '  von. 'den  Massen  errichtet  worden^ 

1  •  i  i  •      .  •  ■ ., » •   i  »  .<     .       "  •  • ,  «  '!  «i  ■  i   i»,  s 

im  Ans  Erste,  woran  Mitchel  zu  denken  hatt«,  war  die  Gründung 
einer  Gesellschaft  für  seinen  Zweck.  Diese  kam  1842  zu  Stande,  und 
seltsam  —  sie  zählte  unter  ihren  Mitgliedern  mehr  als  achtzig  Procent 
HandWerker  und  Kauf  lente.  Das  Nächste  war  ein  geeignetes  Stück  Grund 
und  Boden  für  dos  Gebäude.  Man  wendete  sich  an  Longworth,  den 
reichen  Lnndeigenthürrier ,  und  er 'bewilligte  einen  Strich  von  vier  Acre«, 
ohne  Irgend  welche  Zahlung  dafür  zu  beanspruchen.  Ein  drittes  Haupt- 
erfordertti**  waren  Instrumente,  und  um  diese  wnrde  ungesäumt  an  das* 
Fraüänhofersehe  Institut  geschrieben  und  ein  Contract  wegen  Liefe- 
rung eines  grossen  Telesrops  abgeschlossen,  dessen  Kosten  sieh  »nf 
nicht  weniger1  als  9500  Dollars  beliefen.  Als  am  9.  Novenlber  184»  der 
Grundstein  zum  Gebäude  gelegt  wurde,  wnr  von  dieser1  8 airtme  noch 
kein  Drittel  eingezahlt,  und  da  dieselbe  bei  Vollendung  de«  Instruments, 
welche  ffrr  den  Jtini  1844  erwartet  wurde,  vollständig  abgeführt  werden 
mnsste,  so  war  die  Hauptsorge  zuvorderst  die  Einsammlung' der  bis 
jetzt  bloss  anf  dem  Papiere  befindlichen  Beiträge.  Diesem  Geschäfte 
hatte  sich  Mitchel  selbst  zn  unterziehen,  und  obschon  das  Jahr  für 
Handel  und  Wandel  ein  ungünstiges  war  und  er  in  Folge  dessen  man- 
cher Weigerung  und  mancher  Vertröstung  auf  später  begegnete,  sah'  er 
sich  nach  Verlauf  eines  Monates  doch  im  Stande ,  3500  Dollars  an  etn- 
cnssirten  Geldern  In  die  Hände  des  Schatzmeisters  der  Gesellschaft  zn 
legen.  Ueberdiess  hatte  er  fernere  zweitausend  Dollars  in  Wechseln, 
zahlbar  „In  trad«*"',  d.h.  in  Zimmermanns-,  Maurers-,  Tischlers-  nnd 
Gläsersarheit,   in  Stiefeln  und  Schuhen,   in  Schnitt-  und  Eisenwaaren, 
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in  Speck,  Ort  .  Mehl,  kurz  -  hier  zu  Lande  ein  sehr  gewöhnliches  Ver- 
fahren, —  in  allerlei  Handelsartikeln  and  Leistungen,  erhalten.  Allein 
noch  immer  fehlten  dreitausend  Dollars,  um  die  letzte  Rimesse  nach 
Europa  in  bezahlen.  Diese  zu  erheben,  entwarf  Mitchel  eine  Liste 
der  reichsten  Bürger  Cincinnatis.  Acht  Namen  auf  derselben  hatten  den 
Betrag  von  200,  zehn  die  Summe  von  100,  die  Uebrigen  60  Dollars  neben 
sieb,  und  siebe  da,  der  Professor  der  Mathematik  hatte  so  genau  ge- 
rechnet, dass  er  bei  Vorlegung  seiner  Liste  nur  in  einein  einzigen  Falle 
sich  getäuscht  fand.  Die  hierdurch  ausfallenden  2O0  Dollars  wurden  an- 
derweitig beschafft,  und  als  der  Zahlungstermin  erschien,  war  das  er- 
forderliche Geld  bereit. 

Hiermit  jedoch  waren  die  Aussichten  der  Gesellschaft  auf  Beisteu- 
ern in  Baarzahl ungen  erschöpft  und  kein  Cent  verblieb  in  der  Kasse,  um 
ein  Gebäude  zu  errichten,  dessen  Herstellung  mindestens  auf  sechstau- 
send Dollars  zu  veranschlagen  war.  Auch  hier  wusste  Mitchel  Rath 
zu  schaffen.  Da  sich  kein  Baumeister  gewinnen  liess,  unter  bewandten 
Umständen  die  Sache  zu  übernehmen,  entschloss  der  Professor  sich,  die 
nöthigen  Arbeiter  tageweise  zu  dingen  und  ihre  Leistungen  selbst 
überwachen.  Gedacht,  gethan.  Am  I.  Juni  1844  begann  er  mit  zwei 
Maurern  und  einem  Kurren  den  Bau,  welcher,  in  dieser  bescheidenen 
Weise  fortgesetzt,  wenigstens  20  Jahre  zu  seiner  Vollendung  bedurft  hätte, 
während  kraft  der  Schenkungsurkunde  der  Platz  an  Longworth  hetin- 
fiel,  wofern  die  Sternworte  nicht  bis  zum  Herbste  1845  fertig  wurde. 
Hundert  andere  Schwierigkeiten  erhoben  sich,  aber  nur,  um  dem  Genie 
Mitchel' s  augenblicklich  zu  weichen.  Man  forderte  einen  übermässi- 
gen Lohn  für  die  Zufuhr  von  Ziegeln  auf  die  Höbe  von  Mount  Adams, 
und  der  Professor  entdeckte,  dass  sich  das  Werk  auch  aus  Bruchsteinen 
aufführen  Hesse,  die  oben,  ganz  in  der  Kühe  des  geschenkten  Landes 
gewonnen  werden  konnteu.  Man  verlangte  ferner  zu  hohe  Preise  für  die 
HerbeischafTung  von  Kalk,  und  Mitchel  errichtete  selbst  einen  Kalkofen, 
der  zwar  etliche  Male  einstürzte,  aber  dem  Bedürfnisse  ganz  wohl  ent- 
sprach. Man  berechnete  die  Sandfuhren  zu  theuer,  und  siehe  da,  der 
zukünftige  Direktor  des  Observatoriums  kaufte  ein  Paar  Pferde  und 
zeigte,  indem  er  die  Karren  selbst  vollschaufelte,  auf  den  Berg  trieb  und 
an  Ort  und  Stelle  ablud,  den  Arbeitern  praktisch,  wie  viele  Fuhren  bei 
gutem  Willen  in  einem  Tage  gethan  werden  konnten.  Noch  ein  Nach- 
tbeil der  Lage  war  zu  überwinden.  Es  war  kein  Wasser  näher  zu  haben, 
als  am  Fusse  der  Höhe,  eine  halbe  Meile  entfernt,  und  es  von  da  her- 
beizuholen, würde  ausserordentliche  Kosten  gemacht  haben.  Auch  die- 
sem Uebelstande  wurde  flink  abgeholfen.  Der  Professor  zog  einen  Damm 
quer  über  eine  Senkung  in  der  Hügelwand  und  hatte  das  Vergnügen, 
diese  rasch  hergestellte  Cisterne  durch  einige  Regentage  ausreichend 
gefüllt  zu  sehen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wurde  mit  dem  Bau  selbst  angefangen. 
Die  erste  Woche,  wie  bemerkt,  mit  nur  zwei  Maurern  arbeitend,  er- 
möglichte Mitchel.  der  nicht  bloss  hierbei,  sondern  auch  als  Sammler 
von  Beiträgen  die  rastloseste  Thätigkeit  entwickelte,  nach  Verlauf  von 
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aeht  Tagen  die  Anstellung  einer  doppelten  Zahl.  In  der  dritten  Woche 
wuchs  dieselbe  zu  acht,  in  der  vierten  zu  zwanzig  Mann,  und  endlich 
waren  nicht  weniger  als  fünfzig  am  Werke.  Diese  ganze  Zeit  über  hatte 
Mitchel  seinen  Pflichten  als  Professor  der  Mathematik  und  Philosophie 
nachzukommen,  und  von  den  fünf  täglichen  Lehrstunden,  die  er  im  Col- 
lege zu  ertheilen  hatte,  ward  nicht  eine  versäumt.  Vor  8  Uhr  Morgens 
waren  bereits  alle  Arbeiter  auf  dem  Bauplatze,  im  Steinbruche,  in  der 
Sandgrube  und  beim  Knlkofen  inspicirt.  Von  8  bis  1  Uhr  hielten  ihn 
seine  Obliegenheiten  im  College  fest,  und  ehe  die  zweite  Stunde  geschla- 
gen, war  der  Unermüdliche  wieder  auf  dem  Baugerüste  oder  mit  Sam- 
meln von  Beisteuern  beschäftigt.  Jeder  Samstag  erschöpfte  alle  seine 
Fonds.  Aber  freudigen  Muthes  begann  er  die  nächste  Woche,  überzeugt, 
dass  auch  in  ihr  der  Ausdauer  ihr  gebührender  Lohn  werden  müsse. 
Häufig  hatte  er  nach  einer  Schuld  so  viele  Wege  zu  gehen,  als  sie 
Dollars  betrug.  Oft  musste  er  die  auf  Zahlung  in  Handelsartikeln  aus- 
gestellten Wechsel  ein  halb  Dutzend  Mal  umtauschen,  ehe  es  gelang, 
sie  in  baares  .Geld  umzusetzen.  Immer  jedoch  war  die  Baukasse  in  der 
von  den  Verhältnissen  geforderten  Verfassung,  und  als  der  September 
verflossen,  war  die  Sternwarte  unter  Dach,  ohne  dass  auch  nur  eines 
Dollars  Werth  Schulden  darauf  lasteten. 

Die  innere  Ausstattung  wurde  beinahe  lediglich  von  denen  beschafft, 
welche  sich  statt  mit  Geld  mit  Arbeitstagen  und  Naturalleistungen  un- 
terschrieben hatten.  Die  eine  Thüre  besorgte  dieser,  die  andere  jener 
Zimmermann.  In  gleicher  Weise  wurden  die  Fensterrahmen  geliefert. 
Ebenso  die  Scheiben,  Bänder  und  Wirbel.  Die  Mehrzahl  der  Schlösser, 
den  grössten  Theil  der  Dielen  und  Treppenstufen,  der  Oefen  und  Kamin- 
simse bekam  man  unentgeltlich  von  den  Fabrikanten  und  Handwerkern 
der  Stadt,  und  kaum  möchte  in  der  Stadt  ein  Haus  aufzufinden  sein, 
welches  in  einer  Ausdehnung  wie  das  Observatorium  auf  Moont  Adams 
der  unmittelbaren  Betheiligung  aller  Classen  der  Bevölkerung  sein  Ent- 
stehen verdankt.  Wir  sind  hergebrachtermassen  die  intelligenten  Der- 
schen. Allein  ich  würde  mich  bedacht  haben,  mit  Ja  zu  antworten, 
wenn  der  Amerikaner,  dem  ich  die  obigen  Notizen  danke,  mich  gefragt 
hätte,  ob  ich  mir  getraue,  daheim  in  einer  Stadt  von  gleicher  Grösse 
mit  Cincinnati  29  Tischler,  18  Holzhändler  und  (andere  Handwerker  un- 
gerechnet) 19  Mitglieder  einer  lobesamen  Schneiderzunft  aufzutreiben, 
welche  willig  wären,  für  ein  Ding  wie  eine  Sternwarte  Summen  zu  un- 
terschreiben, wie  ich  sie  hier  auf  der  Liste  erblickte.  Gewiss,  ich 
hätte  mich  bedacht  und  wahrscheinlich  auch  ein  wenig  geschämt,  ob- 
gleich ich  so  gut  wie  andere  Leute  in  Becker's  Weltgeschichte  gele- 
sen  habe,  dass  Keppler  und  Köpern  icus  in  Deutschland  geboren 
wurden. 

Eine  detaillirte  Beschreibung  des  Observatoriums  möchte  zu  weit 
fähren.  Es  genüge  daher  die  Bemerkung,  dass  es  ein  massives  Gebäude 
ist,  welches  im  Centrum  drei,  auf  den  Flügeln  zwei  Stockwerke  hat, 
dass  es  ferner  mit  einem  dorischen  Porticus  geziert  und  dass  es  nach 
allen  Seiten  ebenso  solid  als  zweckmässig  ausgestattet  ist.    Ausser  dem 
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Räume,  in  welchem  .ich  auf  steinernem  Fussgestell  das  Hau ptin« trä- 
nten t  der  Anstalt,  da«  gewaltige  Fernrohr,  17 J  Fuss  lang  und  bis  su 
1400 Mal  vergrössernd,  erhebt,  und  ausser  mehreren  andern,  den  Zwecken 
der  Wissenschaft  gewidmeten  Sälen  und  Zimmern  enthält  es  auch  die 
Wohnung  des  Directors  Mitchel,  der  ausser  dieser  Vergünstigung  durch- 
las keine  Vergütung  für  seine  Mühe  hat  —  ein  Umstand,  der  seinen 
Eifer  für  das  Zustandekommen  des  Unternehmens  in  um  so  glorreiche- 
rem Lichte  erscheinen  lässt. M 

So  weit  Herr  Moritz  Busch. 

Möge  der  treffliche  Mite  hei,  der  Erbauer  und  gegenwärtige 
Director  der  prachtvollen  Sternwarte  zu  Cincinnati,  noch  lange 
die  Früchte  seines  in  der  Geschichte  der  Astronomie  ohne  Bei- 
spiel dastehenden  Eifers  in  ungeschwächter  Kraft  und  Gesundheit 
gemessen!  Grunert. 


Ueber  die  traurige  Art  und  Weise,  wie  der  um  die  mathe- 
matischen Wissenschaften  so  vielfach  verdiente  Vega  seinen  Tod 
in  den  Wellen  der  Donau  gefunden,  erzählt  der  treffliche  Her- 
ausgeber der  Nouvelles  Annales  de  Matheniatiques,  Herr 
0.  Terquem  in  Paris,  in  seinem  ausgezeichneten  und  für  die 
Forderung  des  mathematischen  Unterrichts  so  wichtigen  Journale 
Folgendes,  was  in  seinen  Einzelnheiten  den  Lesern  des  Archivs 
gewiss  theilweise  unbekannt  und  deshalb  ohne  Zweifel  interes- 
sant sein  wird.  G. 

•  > 

Note  du  Redacteur.  En  1802  Vienne  fut  consternee  en 
apprenant  la  mort  de  Vega,  noye  dans  le  Danube  *).  On  pen- 
sait  ä  un  suicide,  attribue*,  dit  on,  au  chagrin  qu'un  passe- droit 
faisait  eprouver  au  colonel.  Teile  etait  l'opinion  publique  sur 
cette  catastrophe,  lorsque,  sept  annees  apres,  en  1811,  un  regi- 
ment  d'artillerie  vint  ä  passer  Vienne.  L'officier  qui  surve'illait  la 
salle  du  dessin,  vit  entre  les  mains  d'un  canonier  un  rapporteur 
en  cuivre,  portant  le  nom  de  Vega,  et  le  canonnier  dit  que  le 
bourgeois  chez  lequel  il  logeait,  lui  avait  prete  cet  instrument,  et 
il  disait  vrai.  Ce  bourgeois  etait  un  meunier;  interroge  sur  la 
possession  de  cet  instrument,  le  meunier  fit  des  reponees  embar- 
rassees,  et  Ton  se  rappela  que  cetait  cbez  lui  que  Vega  etait 
descendu  pendant  son  sejour  h  Vienne.  Mis  en  prison,  et  apres 
plasieurs  interrogatoires,  le  meunier  fit  cet  aveu :  „Lorsque  Vega 
vint  chez  rooi  en  1802,  j'avais  un  tres-beau  cheval  auquel  j'ltats 


*)  Ne  en  1754. 
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passionnement  attuche.  Le  colonel  me  deraanda  a  diverses  fois 
de  le  lui  vendre.  J'ai  constamment  refus«*;  mais  il  finit  par  offrir 
un  si  haut  prix,  que  je  c^dai,  et  afin  qoe  je  ne  puisse  changer 
de  re'solution,  il  me  paya  comptant  et  la  livraison  devait  avoir 
Heu  dans  la  soirrfe.  A  flieure  convenue,  nous  rendimes  a  l'ecurie, 
et  pour  cela  il  fallait  passer  par-dessus  une  passereile,  jettfe  sur  , 
le  cours  d'eau  derive  du  Danube  et  qui  fait  aller  le  moulin.  Ar- 
rive  sur  la  passereile,  j'eus  un  si  violent  regret  de  me  separer  de 
mon  cheval,  que  l*idöe  diabolique  s'empara  de  moi  de  garder 
l'argent  et  le  cheval.  II  faisait  tres-obscur.  Le  colonel  marchait 
devant  moi:  je  lui  donnai  une  forte  secousse;  il  tomba  dans  l'eau 
et  disparut." 

Dapres  cette  declaration  l'assasin  mourut  sur  la  potence.  Aiosi 
cet  incident  providentiel  lava  d'un  soupcoii  injurieux  la  memoire 
du  celebre  artilleur. 

En  France,  dans  Tetat  actuel  du  jury,  le  malheureux  meunier, 
entmine  par  un  vertige  momentane*  de  febrile  cupidite,  aurait  ob- 
tenu  la  faveur  des  circonstances  attenuantes. 

(Nouvelles  Annale«  de  Mathemsitiques.  Atrü.  1855.   p.  50.)  \ 


Preisaufgabe  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften. 

Die  Differentialgleichungen  eines  um  einen  festen  Punkt  ro- 
tir  enden  Körpers,  aufweichen  keine  andere  beschleunigende  Kraft 
als  die  Schwere  wirkt,  durch  regelmässig  fortschreitende  Reihen 
zu  iotegriren,  welche  alle  zur  Kenntnis«  der  Bewegung  erforder- 
lichen Grössen  explicite  durch  die  Zeit  darstellen. 

Sprache:    Deutsch,  Französisch,  Lateinisch. 

Einsendungstermin:    1.  Mörz  1858. 

Preis :   100  Ducaten. 

Jede  Bewerbungsschrift  ist  mit  einer  Inschrift  zu  verseben  und 
diese  auf  dem  Aeusseren  des  versiegelten  Zettels,  welcher  den 
Namen  und  den  Wohnort  des  Verfassers  enthält,  zu  wiederholen. 


Druckfehler. 

S.T7.  Z.  8.  v.  o.  hinter  D'DmDir-7o  .«halte  man  ein:  DlDnDlV~^ 

„  TS.  „  13.  v.  u.  statt  „Division  mit  2«  setze  man  „Division  mit 

„  81.  „    8.  v.  u.  statt  „der  Gleich,  a)"  setze  man  „der  Gleich.  (3)". 
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IX. 

Vollständige  Bestimmung  der  Evoluten  doppelt  gekrümm- 
ter Linien  aus  ihrer  Evolvente. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe, 

Dr.  phil.  und  Privatducenten  an  der  Universität  in  Berlin. 


Lasst  man  eine  Gerade  auf  einer  beliebigen  Curve  hinrollen, 
so  dass  sie  dieselbe  stets  berührt,  ohne  auf  ihr  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  der  Geraden  eine  Linie,  welche  man  eine 
Evolvente  der  Curve  nennt,  wahrend  die  Curve  selbst  die  Evolute 
der  so  beschriebenen  Linie  heisst.  Ist  die  Evolute  eine  ebene 
Curve,  so  ist  sie  bekanntlich  identisch  sowohl  mit  dem  geometri- 
schen Orte  der  Krümmungsmittelpunkte,  als  auch  mit  der  umhül- 
lenden Linie  der  Normalen  der  Evolvente,  Eigenschaften,  die  man 
mitunter  zur  Definition  der  Evolute  benutzt  hat.  Da  solche  De- 
finitionen auf  Curven  doppelter  Krümmung  nicht  mehr  anwendbar 
sind  und  zu  Verwechselungen,  ja  sogar  zu  Irrthümern  (wie  in 
Schlumilcb's  „Compendium  der  höheren  Mathematik") 
Veranlassung  geben,  so  sind  sie  zu  verwerfen,  und  es  ist  not- 
wendig, beim  ursprünglichen  Begriffe  stehen  zu  bleiben. 

Monge  war  der  Erste,  welcher  die  Untersuchung  der  Evol- 
venten und  Evoluten  auf  beliebige  Curven  im  Räume  ausdehnte. 
Durch  ihn  sind  bereits  eine  Anzahl  bcmerkenswerther  Eigenschaf- 
ten derselben  bekannt  geworden,  namentlich  folgende:  Jede  Evol- 
vente hat  unendlich  viele  Evoluten.  Diese  liegen  sammtlich  auf 
einer  und  derselben  abwickelbaren  Fläche,  deren  erzeugende  Ge- 
rade die  Pollinie  des  Krümroungskreises  ist.    Die  Pollinien  haben 
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eine  umhüllende  Linie,  welche  die  Grenze  (l'arete  de  rebrousse- 
ment)  der  abwickelbaren  Fläche  bildet  Durch  jeden  Punkt  dieser 
Fläche  lässt  sich  eine  Evolute  ziehen,  und  zwar  ist  letztere  die 
kürzeste  Linie  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte,  die  auf  der  Fläche 
möglich  ist. 

Hiermit  ist  jedoch  die  Aufgabe,  zu  jedem  Punkte  der  Evol- 
vente P  den  zugehörigen  der  Evolute  1\  analytisch  und  allgemein 
anzugeben,  nicht  vollständig  gelöst.  Bezeichnet  nämlich  P0  den 
Krümmungsmittelpunkt  der  Evolvente,  so  ist  PP0P\  ein  in  P0 
rechtwinkliges  Dreieck,  wovon  man  nur  eine  Kathete  PP0  kennt. 
Die  übrigen  Stücke  enthalten  eine  willkürliche  Constante:  es  han- 
delt sich  darum,  eins  der  Stücke  des  Dreiecks  mittelst  der  Be- 
stimmungsstücke der  Evolvente  und  der  Constanten  auszudrücken. 
Monge  begnügt  sich  damit,  die  Diflerenzialgleichung  anzugeben, 
aus  deren  Integration  die  vollständige  Bestimmung  zugleich  mit 
der,  die  einzelnen  Evoluten  unterscheidenden,  Constanten  hervor- 
gehen würde.  Ich  füge  deshalb  zur  Ergänzung  der  Theorie  den 
folgenden  Satz  hinzu. 

Der  Winkel  zwischen  der  Tangente  der  Evolute 
und  der  Hauptnormale  dert  Evolvente  PQPPX  enthält 
die  willkürliche  Constante  als  einfaches  Increment, 
und  ist  das  Integral  der  Torsion  der  Evolvente  nach 
dem  Bogen  genommen. 

Hiermit  ist  die  Lage  des  Punktes  Px  explicite  ausgedrückt, 
und  seine  Coordinaten  lassen  sich  ohne  weitere  Integration  oder 
Auflösung  einer  Gleichung  angeben.  Den  zum  Beweise  nöthigen 
Formeln  lässt  sich  auf  folgende  Weise  die  grösste  Uebersicht- 
licbkeit  und  Symmetrie  ertheilen.  Zwischen  den  Cosinus  der 
9  Richtungswinkel  dreier  auf  einander  senkrechter  Geraden  gegen 
ein  rechtwinkliges  Axensystem  linden  21  Relationen  statt.  Indem 
sich  diese  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  lassen,  bedarf  es 
nur  der  geordneten  Aufstellung  jener  9  Grössen,  um  21  Formeln 
kenntlich  auszudrücken.  Nun  sind  die  Tangente,  Hauptnormale 
und  Pollinie  des  Krümmungskreises  einer  Curve  drei  auf  einander 
senkrechte  Gerade.  Stellt  man  die  Cosinus  ihrer  Richtungswinkel 
gegen  die  Axen  der  x,  y,  z  in  folgendes  Quadrat: 

Tangente         x' ,     y' ,  z', 

Hauptnormale    ox" ,    oy" ,  pz", 

Pollinie  /,       m,  n; 

wo  0  den  Krümmungsradius,  und  die  Accente  die  Differenzial- 
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quötienten  nach  dem  Bogen  $  genommen  bezeichnen,  so  kann  man 
sämm fliehe  Formeln ,  die  zwischen  jenen  9  Grössen  stattfinden, 
einschliesslich  der  Ausdrücke  von  Q,l,m,n,  ohne  Mühe  ablesen. 
In  Betreff  des  Vorzeichens  der  Determinanten  ist  nur  festzuhalten, 
dass  die  aus  der  Diagonale  von  x'  nach  n  genommenen  Glieder 
als  positiv  betrachtet  werden. 

Setzt  man  die  Torsion  der  Curve,  d.  h.  den  unendlich  kleinen, 
von  der  Osculationsebene  beschriebenen  Winkel  d&y  dividirt  durch 
den  gleichzeitig  vom  Punkte  xyz  beschriebenen  Bogen  ds 

so  ist  bekanntlich 

=  n  +  m'*  +  n'* 
Differenziirt  man  die  Gleichungen 

fst(fV-«y).  +  *"2)  =  1 ; 

so  erhält  man  nach  Elimination  von  p': 

l'  =  -Q\ qx"!^  +  {oyHl  +  z')ym  +  (Qz''l-y')z*\ , 

oder,  da 

z'  =  qxnm  -  gy"l,   y'  =  qx"1- 9x"n 

i»t, 

r  =  —  9V  (lxm  +  mym  +  nzut). 

Bildet  man  nach  Analogie  die  Ausdrücke  von  m'  und  n',  und 
nimmt  die  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  aller  drei  Grös- 
sen, so  kommt 

&  =  Q(lxm+mym  +  nzm). 

Das  Vorzeichen  der  Grösse  welches  an  sich  der  Willkür  un- 
terliegt, sei  durch  diese  Formel  festgestellt.    Man  hat  demnach: 

l'=z-QVx",    m'  =  -o#y,   n'  =  -Q{>'z*.    "  (1) 

Mit  Hülfe  dieser  drei  Formeln  lässt  sich  der  aufgestellte  Satz  zu- 
gleich mit  den  Sätzen  von  Monge  beweisen. 

Es  mögen  sich  von  jetzt  an  die  eingeführten  Zeichen  aus- 
schliesslich auf  die  Evolvente  beziehen,  und  die  entsprechenden, 
auf  die  Evolute  bezüglichen  Grössen  durch  den  Index  1  unterschie- 
den werden.  Um  der  Definition  gemäss  aus  der  Evolute  den  Punkt 
xyz  der  Evolvente  zu  bestimmen,  hat  man  auf  der  Tangente  vom 
Berührungspunkte  aus  in  der  dem  Laufe  des  Bogens  entgegenge- 
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setzten  Richtung  ein  Stück  =*i  abzuschneiden;  die  Coordinaten 
des  Endpunkts  werden  sein: 

Diese  Gleichungen  drucken  die  Beziehung  zwischen  Evolute  und 
Evolvente  vollständig  aus.   Differenziirt  man  sie,  so  kommt 

x=—sxxx  a~  .   y  =-*iyi  Ys9    1  -  — *izi  ' 
Die  Quadratsumme  der  drei  Grössen  ist 

Die  Wurzel  kann  man  stets  als  positiv  betrachten,  indem  ihre 
Factoren  nur  beim  Eintreten  von  Rückkehrpunkten,  und  zwar  zu 
gleicher  Zeit,  ihre  Vorzeichen  wechseln.    Demnach  ist 


so  dass  die  Gleichungen  in  folgende  übergehen: 

=  y'=-oxyx",  fgwf, 

und  in  dieser  Form  den  Umstand  ausdrucken,  dass  die  Hauptnor- 
male der  Evolute  parallel  ist  der  Tangente  der  Evolvente,  mithin 
senkrecht  steht  auf  ihrer  Normalebene.  Da  sie  zugleich  auf  der 
Tangente  PPX  senkrecht  steht,  so  muss  letztere,  somit  das  ganze 
Dreieck  P0PPi  in  der  Normalebene  der  Evolvente  liegen. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  P0PPX  durch  X  und  drückt  sei- 
nen Cosinus  durch  die  Richtungswinkel  seiner  Schenkel  aus,  so 
kommt: 

cos  X  =  qx"xx  9  +  gfyx  '  +  oittzl '. 

Nun  ist 

= — Qx  xx "  es  nxy  x 1  —  mx  zx ' . 
Diess  differenziirt  gibt  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (1): 

xn  m  \yxnnx  - h "mx  -  gx *, '  (yx  \  "  -  xx 'yx")  \  -1 

=  (*L-  L$t  A  £l  =  *i-9iW . 

Bildet  man  nach  Analogie  die  Ausdrücke  von  y"  und  «*,  führt 
einerseits  die  drei  Werthe  in  den  Ausdruck  von  cos*  ein,  und 
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nimmt  andererseits  ihre  Quadratsumme,  so  ergeben  sich  die  Glei- 
chungen : 

cos x—  >  -s  =  — ^V-— ; 

und  nach  Elimination  von  : 

Da  noch  keine  Bestimmung  getroffen  worden  ist,  nach  welcher 
Seite  hin  X  positiv  sein  soll,  so  geschehe  diess  durch  die  Gleichung 

(,,#,'=  -tgL  (2) 

Da  nun  q  und  sx  die  Seiten  des  Dreiecks  sind,  welche  den  Win- 
kel X  einschliessen ,  so  folgt  aus  der  Gleichung  s,  cosA  =  o,  dass 
das  Dreieck  rechtwinklig  bei  P0  ist.  Folglich  steht  P\Pq  senk- 
recht auf  der  Osculationsebene  der  Evolvente  und  Pt  ist  ein  Pol 
ihres  Krümmungskreises. 

Setzt  man  ferner  in  die  oben  gefundenen  Ausdrucke  von  x", 
yv,  t"  die  Werthe  von  p,^'  und  ix  ein,  so  kommt: 

qx" = xx '  cos  X  +  lg '  sin  X , 
qy"  =  yx '  cos  k  +  m| '  sin  k, 
ox"  =Vcosi-fl-iij'simiL 

Drückt  man  jetzt  die  linke  Seite  der  Gleichung 

y'.gz"—z'.Qy"=:l 
in  Elementen  der  Evolute  aus,  so  findet  man: 

/  =  lx  cos  A — Xi's'mX. 
Diess  differenziirt  gibt  mit  Beachtung  des  Werthes  von  qx": 

-  QVx"  =—(Ql&l'xlaco8X  +  xl"siaX) 
Die  Klammer  verschwindet  nach  Gleichung  (2)  und  es  bleibt 

was  zu  beweisen  war. 

Um  jetzt  die  Lage  des  Punktes  Px  anzugeben,  braucht  man 
nur  vom  Kriimmungsmittelpunkt  an,  dessen  Coordinaten 
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sind,  auf  der  Polliuie  das  Stuck  otg(0-f  c)  abzuschneiden,  dann 
erhält  man  zu  Coordinaten  des  Endpunkts: 

*i  =ar  +  oV—  o/tg(#  +  c), 

yi  =y  +  ^y— pnttg(#+c), 

2l  =  z  +  oV-p»tg(#  +  c). 

Das  Vorzeichen  des  letzten  Gliedes  in  jedem  Ausdrucke,  welches 
die  Ableitung  unbestimmt  lässt,  durch  geometrische  Betrachtun- 
gen zu  ermitteln,  würde  höchst  umständlich  sein;  dagegen  er- 
weist sich  das  Minuszeichen  sogleich  als  einzig  gültig,  sobald 
man  die  Werthe  von  xlt  yXi  zx  in  die  Grundgleichungen  einfuhrt. 

Die  übrigen  Stücke  der  Evolute,  welche  sich  beiläufig  erge- 
ben, sind  folgende: 

*l  ^cos^-f-c)* 

9l  — 'l  Bs- 9     cos^  +  c)  ' 

,        tgA        1  sin  (fr -f  c)cos(ft-fc) 
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X. 

Ueber  das  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder. 

Von 

Herrn  C  IV icke, 
Studios,  phil.  zu  Ca§«cl. 


Bekanntlich  besitzt  eine  jede  Form  des  regulären  Krystall- 
systems  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  eine  Fläche  derselben  (bei 
gehöriger  Vergrösserung)  wenigstens  zwei  Axeo  schneidet,  dies 
immer  in  Entfernungen  vom  Mittelpunkte  der  Krystallgestalt  ge- 
schieht, die  in  einem  rationalen  Verhältnisse  zu  einander  stehen. 
Nimmt  man  auch  beim  regelmässigen  Pentagonaldodekaeder  und 
Ikosaeder  drei  rechtwinklig  zu  einander  stehende  Axen  an,  welche 
die  Mitte  gegenüberliegender  Kanten  verbinden,  so  ist  jenes  Ver- 
hältniss  zwar  kein  rationales,  aber  doch,  wie  wir  im  Folgenden 
sehen  werden,  ein  ganz  einfaches.  Auch  stellt  sich  heraus,  dass, 
bedingt  durch  die  Annahme  jener  Axen,  einige  interessante  Be- 
ziehungen zwischen  beiden  Körpern  stattfinden. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ikosaeder  und  denken  uns  das- 
selbe so  gestellt,  dass  die  eine  Axe  senkrecht  von  oben  nach 
unten,  die  zweite  horizontal  von  links  nach  rechts  und  die  dritte 
horizontal  von  vorn  nach  hinten  geht,  so  wird  z.  B.  die  Fläche 
links  oben  die  Vertikalaxe  in  der  Entfernung  ihrer  wirklichen 
Länge  vom  Mittelpunkte  schneiden,  mit  der  von  vorn  nach  hinten 
gehenden  Horizontalaxe  parallel  laufen  und,  gehörig  vergrössert, 
die  andere  Horizontalaxe  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
treffen,  die  wir  mit  V  bezeichnen  wollen.  Legen  wir  durch  diese 
verlängerte  Axe  und  die  Vertikalaxe  eine  Ebene,  so  erhalten  wir 
einen  Durchschnitt  acedb  (Taf.  II.  Fig.  1.).  ab  ist  hier  die  Verti- 
kal-, Ab  die  Horizontalaxe  =A,  ac  die  Höhe  des  gleichseitigen 

Dreiecks,  cd  die  halbe  Kante  des  Ikosaeders  =  <r  undeo  die  ver 
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längerte  Horizontalaxe  =  X,  die  im  Punkte  e  von  der  vergrüsser- 
ten  Fläche  des  Ikosaeders  geschnitten  wird. 

Um  zunächst  eine  Gleichung  zwischen  S  und  A  aufzustellen, 
verlängern  wir  cd  und  ziehen  parallel  mit  db  die  Linie  af.  Es 
ist  alsdann 

ac2  =  (fd-cd)*  +  af*, 

d.  i. 
oder 

Da  ac  auch  die  Hohe  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ist,  so  hat  man: 
Die  beiden  Werthe  von  ac2  gleich  gesetzt,  giebt: 

d.  i. 

S*  +  *2AS=iA*t 

mithin 

I)  S=A(V'6-l). 

Wir  wollen  jetzt  die  Linie  eb  =  X  bestimmen.    Es  verhält  sich : 

ab:eb  =  cd:ed, 

d.  i. 

A :  X  =  ~ :  (X  —  A) , 


2 

folglich 


i 


1A-S' 

Substituiren  wir  in  diesen  Ausdruck  den  Werth  von  5  aus  I),  so  ist: 

2A 

Nenner  und  Zähler  mit  (3+  VF)  multiplicirt,  giebt: 

T  Atß+Vfy 

A  =  2>  ' 


■ 
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d.  L 

Da  nach  1)  A(V5-l)  =  S,  so  ist: 
II)  *=2^+f. 

d.  h.:  Eine  jede  Fläche  des  llcosaeders  schneidet  eine 
der  Axen  in  einer  Entfernung  vom  Mittelpunkte,  welche 
gleich  ist  der  Summe  aus  dem  Abstände  zweier  ge- 
genüberliegenden Kanten  und  der  halben  Kante. 

Geben  wir  dem  Pentagonaldodekaeder  eine  dem  Ikosaeder 
analoge  Stellung,  vergrößern  ebenfalls  die  Fläche  links  oben  bis 
zur  verlängerten  Horizontalaxe  und  legen  durch  diese  und  die  Ver- 
tikalaxe  eine  Ebene,  so  erhalten  wir  den  Durchschnitt  ahkdb 
(Taf.  II.  Fig.  2.).   ab  =  bf]  =  a  sind  zwei  Axen,  ah  ist  die  Höhe 

s 

des  regelmässigen  Fünfecks,  hdzzz^  die  halbe  Kante  des  Penta- 
gonaldodekaeders und  kl  die  verlängerte  Axe,  welche  im  Punkte 
k  von  der  vergrößerten  Fünfecksfläche  geschnitten  wird. 

Wir  stellen  zunächst  wieder  eine  Gleichung  zwischen  s  und  a  auf. 

Da  ah  (Taf.  II.  Fig.  3.)  die  Höhe  eines  regelmässigen  Fünf- 
ecks, also  auch  eines  Dreiecks  alm  ist,  in  welchem  der  Winkel 
an  der  Grundlinie  doppelt  so  gross,  als  der  in  der  Spitze  ist,  so 
haften  wir  die  Proportion: 


d.  L 


Es  ist  ferner: 


al\  Im  —  Im :  (al  —  Im) , 
al:s  —  s:(al—s), 

o/=|a+V5). 

ah*  =  aP-lh*. 


Den  Werth  von  al  aus  der  vorigen  Gleichung  in  diese  substi- 
tuirt,  giebt: 

aA*  =  f(V5  +  |); 


ah  ist  aber  auch  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ahf 
und  also: 
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Beide  Werthe  von  ah2  gleich  gesetzt»  giebt: 

f(V8+j)=«a«-«.-|-J, 


mitbin 
folglich : 


9  +  V5  +  2'~VS+V 


:(-l±Vr9  +  4V6), 


2  + V5 
t=a(V"5-2)(V5  +  l), 


also: 

III)  »==«(3- Vö). 

Die  Linie  kb  —  a?  (Taf.  II.  Fig.  2.)  berechnen  wir  ähnlich  wie 
beim  lkosaeder  und  erhalten  dann  zunächst: 

2a» 
2«  —s 

Setzt  man  für  s  den  Werth  aus  III),  so  erhält  man: 

2« 

oder 

q(V5  +  l) 

d.  i. 

fl(^5-l) 
#aB  2  +  a 

Aus  Gleichung  III)  folgt  (VIS  — 1)= 2  —  ^,  also,  wenn  man  sub- 
stituirt : 

IV)  tf  =  2a-^, 

d.  h.:  Jede  Fläche  des  Pentagonaldodekaeders,  welche  eine  Axe 
in  der  Entfernung  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  trifft  und  mit  der 
anderen  parallel  geht,  schneidet  die  dritte  Axe  in  einem 
Abstände  vom  Mittelpunkte,   welcher  gleich  ist  der 


Digitized  by  Googl 


Wiche:   lieber  das  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder.  135 


Differenz  aus  der  Entfernung  zweier  gegenüberlie- 
genden Kanten  und  der  halben  Kante. 

Um  Beziehungen  aufzufinden,  welche  zwischen  dem  Pentago- 
naldodekaeder und  dem  Ikosaeder  bestehen,  betrachten  wir  zu- 
nächst die  Formeln  I)  und  III). 

Die  Gleichung  III),  nämlich: 

f=a(3-V5), 
kann  man  auch  schreiben: 

i  =  a(2— (Vö-1)). 

Nun  ist  nach  1): 

diesen  Werth  in  die  vorige  Gleichung  substituirt,  giebt 

,=a(2-^) 

oder 

V)  .  ,  +  3.5  =  2«, 

d.  h.:  Die  Summe  aus  einer  Kante  des  Pentagonaldo- 
dekaeders und  der  des  Ikosaeders,  letztere  mit  dem 
Verhältniss  der  Axen  beider  Körper  mu Itiplicir t,  ist 
gleich  der  Entfernung  zweier  gegenüberliegenden  Kan- 
ten des  Pentagonaldodekaeders. 

Wird  in  V)  A=za9  so  hat  man: 

VI)  s  +  S  =  2a, 

d.  h.  :  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen,  so  ist  die  Summe  aus  einer  Kante  des 
Pentagonaldodekaeders  und  einer  Kante  des  Ikosae- 
ders gleich  dem  Abstände  zweier  gegenüberliegenden 
Kanten  eines  dieser  Korper. 

Eine  andere  Beziehung  zwischen  unseren  beiden  Körpern  folgt 
aus  III),  I)  und  der  Formel  für  die  Diagonale  des  regelmässigen 
Fünfecks,  welche  erstere  wir  schon  oben  entwickelten.  Bezeich- 
nen wir  letztere  mit  d,  so  ist: 

rf  =  |(l+V5). 

Nach  III)  ist: 
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i 

*  =  ci(3-V5). 
$  in  den  Ausdruck  für  d  substituirt,  giebt: 

.     a(3-V5)(l-f  V'5) 
d=z  ^  ' 

folglich : 

d=a(V5-l). 

Die  Gleichung  1)  lautet: 
mithin : 

VII)  d:S=za:A, 

d.  h.:  Die  Diagonale  eines  Fünfecks  des  Pentagonal- 
dodekaeders und  eine  Kante  des  Ikosaeders  stehen  im 
geraden  Verhältnisse  zu  den  Axen  beider  Körper. 

Relationen  zwischen  dem  lkosaeder  und  Pentagonaldodekae- 
der in  Bezug  auf  die  Flachenwinkel  derselben  lassen  sich  leicht 
aus  Taf.  II.  Fig.  4.  herleiten. 

Es  sei  ab  —  bd=za=A,  leb  =  x ,  eb=X,  4L  eab=^  =  dem 


halben  Flächenwinkel  des  Ikosaeders;   ^££a6  =  g-  =  dem  halben 

&  s 

Flächenwinkel  des  Pentagonaldodekaeders;  crf=^»  hd=z^. 
Es  sei  ferner  dg  =  db. 

Den  Gleichungen  II),  IV)  und  VI)  zufolge  ist: 

S  s  S 

eg=2>  g*  =  z2>  kd  —  2 • 

Es  ist  nun: 
d.  i. 

VIII)  tang|  =  |, 

d.h.:  Haben  lkosaeder  und  Pentagon ald od ekaed er  gleiche 
Axen,  so  ist  die  Tangente  des  halben  Flächenwinkels 
des  Pentagonaldodekaeders  gleich  dem  Quotienten 
aas  der  Kante  des  Ikosaeders  und  der  des  Pentagonal- 
dodekaeders. 
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Ferner  ist: 

.      eg+gk  +  M    2  +  2  +  2 
tangecd  =  — ^  •  ^—  ■ 

5 

folglich  : 

IX)  tang?=2+£, 

d.  h.:  Haben  Ikosaeder  und  Pentagonaldodekaeder 
gleiche  Axen,  so  ist  die  Tangente  des  halben  Flächen- 
winkels des  Ikosaeders  gleich  dem  um  2  vermehrten 
Quotienten  aus  der  Kante  des  Pentagonaldodekaeders 
und  der  des  Ikosaeders. 


Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 
Privatdocenten  der  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institute  zu  Wien. 


Integration   der  partiellen  Differentialgleichung 
(at  +  bvx  +  Ctf)  z  +  (o2  +  b2x  +  c\#)     -f  (o3  +  b^x  +  c3y) 

Ö*2  Ö22  3*2 

mittelst  bestimmter  Integrale. 
Ich  setze  voraus,  es  sei 
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ein,  der  vorgelegten  Gleichung  Genüge  leistender  Werth ,  unter  XV 
eine  Function  von  u  und  v  und  unter  ux  ,  vlt  v2  von  x  und  y 
unabhängige  Zahlen  verstanden. 

Behufs  der  Substitution  des  Werthes  von  t  in  die  vorgelegte 
Gleichung  hat  man  folgende  Ausdrücke  zu  bilden: 

~    =J*U%  J***  ve™+vy  Wdudv , 
0  =J*Ut  J*V*  Wdudv, 


~S  U  S  ^  Wdudv , 


~   =ytt*         v*e«*+*y  Wdudv  t 


Werden  nun  diese  Werthe  substituirt,  so  erhält  man: 

Vl  +(a4+64ar+c4y)tts  +  (o6+66a:+c5y)itr 

+  (o6  +  b*x  +       «*  +  ••••  *  dudv , 

was  durch  schickliche  Functionswerthe  von  W  und  durch  be- 
stimmt gewählte  Grenzen  verschwinden  soll. 

Setzt  man  der  leichtern  Uebersicht  halber: 

ax  +  ö2a  +  03»  +  °4«2  +  «5Mt>  +  a*v*  +  ••••— ^1 

Ci+cau  +  cjt»  +c4m2  +c6mo  +  c6r2  +  ,...  =  JV; 
so  hat  man: 

(2)        f J  *  t**  I  ■*  H7(/>  +      +  Ny)  dudv=0. 
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Nun  lassen  sich  die  beiden  Integrale 

S    S  ^  *****  WMxdudv '   J^U\fVt  eUX*"y  WN$dudv 
auch  so  schreiben: 

y  ^-sr-w-.  y  y  ™ö-v^.,, 

und  geben  nach  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens  behandelt: 

fU'fV*  WMxdudv 

SP** 


wenn  man   unter  { ff >U-M  vy [*'    dasjenige   versteht,   was  aus 
MWeux+vy  wird,  wenn  man  dem  u  die  speciellen  Werthe  nx  und 
beilegt  und  vom  Resultat  der  ersten  Substitution  das  Resultat 
der  zweiten  abzieht. 

Durch  diess  nimmt  die  Gleichung  (2)  folgende  Gestalt  an: 


Man  genügt  derselben,  wenn  man  PF  so  wählt,  dass 

(3)  ^_W_?^  =  0 

wird,  und  die  Grenzen  ulf  w4,      r2  so,  dass  der  Gleichung: 

(4)  y  09  I M  We»*+*y  I*»  rfp  +y  "2  { iV  WV««+y  f«  rf«=rO 


Digitized  by  Google 


140      Spitzer:   Verschiedene  mathematische  Bemerkungen. 

Genüge  geschieht. 

Die  Gleichung  (3)  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  und 
lässt  sich  leicht  nach  bekannten  Methoden  auflösen.  Entwickelt, 
stellt  sie  sich  so: 

dm  ^      9W  8W 

und  ihre  Integration  erfordert  die  Auflösung  folgender  zwei  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen : 

Ndu— Mdv=0, 

(5)  2  *f        Q  JtT 

(-£+  °£  +  *L)  Wdv  +  NdW=0- 

Die  erste  derselben  gibt,  da  M  und  N  Functionen  von  u  und  v 
sind,  wenn  man  integrirt: 

(6)  q>(u,v)  =  a; 

sucht  man  hieraus  u  und  setzt  den  gefundenen  Werth  in  die  zweite 
der  Gleichungen  (5),  so  findet  man  durch  Integration  derselben: 

W  =  ty(v,  a,o), 

und  dieses  ist  das  Integral  der  Gleichung  (3),  wenn  man  für  6 
eine  willkührliche  Function  von  a  setzt,  und  unter  a  den  in  (6)  ge- 
fundenen Werth  versteht.  Nachdem  man  FT  gefunden,  substituire 
man  den  Werth  desselben  in  (4) ,  und  findet  man  für  vlf  w2,  vlt  t?a 
von  x  und  y  unabhängige  Werthe,  welche  die  Gleichung  (4)  iden- 
tificiren,  so  hat  man  offenbar  das  Integral  der  vorgelegten  Glei- 
chung gefunden;  es  ist  nämlich 


-ff 


»2 


«1 


oder,  eine  Summe  solcher  Ausdrücke,  jede  mit  einer  anderen 
willkührlichen  Function  versehen,  wenn  man  mehrere  Werthe  für 
die  Grenzen  des  Integrales  findet. 

Die  hier  aus  einander  gesetzte  Methode  lässt  sich  auch  auf  den 
Fall  ausdehnen,  wo  in  der  Differentialgleichung  eine  beliebige  An- 
zahl von  unabhängig  Variablen  auftreten.  Wäre  nämlich  die 
gebenc  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form: 

Px+P*  45 4  *W  ■-  *  p-s7.  + Pn+2 +  - =ft 
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und  ihre  Coefficienten  bezüglich  linear,  nämlich 

Pm—am  f  bmX1  +  CmX2  +...+  ICmXn, 

so  setze  man  : 

Ol  £l  ,  I 

wo  W  eine  Function  ist  von  m,,  t/3....H„,  und  wo  die  Gren- 
zen von  a:,,  ar2,  ar3,  a:„  unabhängig  sind.    Man  gelangt  dann, 

denselben  Weg  wie  früher  einschlagend,  zu  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung,  die  das  W  liefert,  und  zu  einer 
Gleichung,  woraife  die  Integrationsgrenzen  zu  bestimmen  sind. 

Eben  so  ist  einleuchtend,  dass  derselbe  VVeg  auch  einge- 
schlagen werden  kann,  wenn  in  der  vorgelegten  Gleichung  statt 
partieller  Differentialquotienten  partielle  Differenzquotienten  stehen. 


Entwickelung  des  Werthes  von  dem  unendlichen  Ket 

.H.-L-,  

tenbruchc         2+  •  

•*  -f .... 

Setzt  man 

(1)  <p{x)  =  I  + 1  +  I  i(FFi)  +  3!        +  l)<*  +  2) + ' 
so  ist 

1111  1 

?(*  +  1)  =  1  +  — !  +  g-(Ä+l)(a.+2)  +  3!"(*+l)(ar+2)(ar+5"1" 

_         1        1  1  l   1  

f(*  -f  2)— 1  -f  ^qp-2  +  2i  (a;+2)(^+3)  +  3! '  (ar-f 2)  (*+ 3)  (*+4)+-3 

und  folglich  : 

.(2)  *:r)-**  +  l)=fg±|- 

Setzt  man  nun  weiter: 

TUeil  XXV.  10 
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(3)  — tfST' 

so  ist 

(4)  ^+1>=^rr  ^Ti)' 

und  wenn  man  ans  (3)  den  Werth  von  o>(«),  aus  (4)  den  Werth 
von  <p(x  +  2)  sucht,  diese  gefundenen  Werthe  in  (2)  substituirt, 
and  reducirt,  so  erhält  man: 


und  daher 


1  

i  

l 

^+2)=  ^+2  +  ^+3)* 


und 


^r)=s—  j 


x+  1  

*  +  l  +  ! 

*+2-f 


Hieraus  folgt: 


1       9(1)  ...  ,  1 


8+  j 

3  + 


4  -f-  •.. . 


das  heisst: 


1         1  1 

1  1+mn  +  2!2l+3!3!  +  - 

2  +  ;  ;     1  1  + 1!  2!  +  2!  3!  +  3!  4!  + 

3  +  4+77. 

Man  sehe  hierüber:  die  Zusätze  zu  Legendre's  Geometrie 
und  auch  den  Aufsatz  von  Amoretti,  der  in  den  „Nouvelles 
annales  de  mathematiques",  r^digdes  par  Bf.  Terquera, 
Jan  vier  1855,  steht. 

Nun  ist  aber: 
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.11      1  ]  p 

1  +  l!l!  +  2!  '2!  +  3!  3!+  nj 


*«>">««  du, 


1  +  1T5!  +  2T3?  +  3T4!  +  •    •  =  1  f  ' 

«> 

wie  man  sich  sehr  leicht  überzeugen  kann,  wenn  man  statt  e2co*u 
seinen  Werth 

,    _  4cos%  .  8cos8m  16cos4m 

1  +2  cos  ii  f  — g~  +  — gj —  +  — 4| —  + 

setzt,  dann  Glied  für  Glied  integrirt,  stets  die  bekannten  Formeln 

#        CO82n+1M</?<  =  0,       /        COS2"MrfM  =  |^  • 

o  o 

benutzend.    Es  ist  somit: 

~  TT 


f 


e*  *  os Ufa 

2+-  S   /  COSMCacos"f/M 


3  +  4+tt:  0 


in. 

Note  über  Gleichungen. 

Die  Aufgabe,  sämmtliche  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung zu  berechnen,  wird  bekanntlich  auf  folgende  Weise  gelost. 
Man  sucht  zuerst  eine  Wurzel  der  Gleichung,  dividirt  dann  das 
vorgelegte  Gleichungspolynom  durch  den,  dieser  Wurzel  ent- 
sprechenden Wurzelfactor,  und  erhält  so  eine  Gleichung,  die  um 
einen  Grad  niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  der  verfahrt  man 
eben  so,  wodurch  man  eine  Gleichung  erhält,  die  um  zwei  Grade 
niedriger  ist,  als  die  vorgelegte;  mit  dieser  um  zwei  Grade  nie- 
drigeren Gleichung  verfahrt  man  wieder  so,  u.  s.  f.  u.  s.  f. 

Die  Divisionen  durch  die  Wurzel factoren  sind  aber  eine  lastige 
Arbeit,  sobald  die  Wurzeln  der  Gleichung  irrational,  oder  ga 
irrational  und  imaginär  sind;  ich  will  daher  zeigen,  wie  man  sich 
dieser  Mähe  uberheben  kann. 

Sei 

a?"  +  Axx*-*  +  A2x*~*  +  ....  +  J„-2*a  +  An-ix  +  AH=zO 
die  vorgelegte  Gleichung  und 

10' 


> 
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" =a° +  ro  +  loo  +  iooo  +  iöooo  +  - 

eine  Wurzel  derselben,  die  wir  uns  nach  der  Horn  er 'sehen  Me- 
thode berechnet  denken.  Wir  kommen  mittelst  derselben  succes- 
sive  zu  Gleichungen,  von  denen 

die  erste  jede  Wurzel  um  a0, 

fti 

„   zweite  „        „       »»       +  ig' 

n   flnite     „  „    a0  f-  jq  +  jqq  » 

„   vierte    „        „       „    a0  +  ^  H  Jqq  +  [qqq' 

•       .       •       .  •     i       •       •       •      •  • 

kleiner  hat  als  die  vorgelegte  Gleichung;  sei  die  letzte  der  von 
uns  so  gebildeten  Gleichungen 

x"  +  Bxxn-X  +  #,2.t"-2  + ....  +  Bn-*x*  +  Bn-ix+ ^»=0, 

so  ist  offenbar  Z?n  sehr  nahe  gleich  Null;  lässt  man  diese  Zahl 
also  fort,  so  geht  diese  Gleichung  über  in 

x"  +  BYxn-i  +  BiX*-*  -f  ....  +  Bn-2X'2  +  Bn-\x  =  0, 

und  sämmtliche  Wurzeln  derselben  sind  (sehr  nahe)  um  a  kleiner, 
als  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung.  —  Nun  ist  aber  eine 
Wurzel  derselben  x  —  0,  die  andern  ergeben  sich  aus  der  Auflö- 
sung der  Gleichung: 

x«~l  +  Bxx—*  +  B2x»  -3  +  ...  +  Bn-2X  +  Bn-i  =  0, 

deren  Coefficienten  uns  bekannt  sind,  da  wir  ja  zu  denselben  bei 
der  Auflösung  der  vorgelegten  Gleichung  nach  der  Horner 'sehen 
Methode  gelangten. 

Wir  sehen  also,  dass,  wenn  wir  eine  Wurzel  x=ct  der  vor- 
gelegten Gleichung  nach  Horner's  Methode  berechnen,  wir  durch 
den  Mechanismus  dieser  Methode  zu  den  Coefficienten  der  Gleichung 

a"-1  +  jt?!*"-2  +  B^x«-* + ....  +  ß„-2X  +  Bn-\  =  0 

geführt  werden,  welche  vom  (»  — l)ten  Grade  ist  und  WTurzeln  hat, 
die,  um  a  vermehrt,  die  n  —  1  übrigen  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  liefern.  Wenn  wir  nun  auf  dieselbe  Weise  die  letzter- 
haltene Gleichung  behandeln,  eine  Wurzel  x=ß  derselben  finden 
und  zu  der  Gleichung 
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*«-a  +  C^"-9+C2a:»-4 +  ....+  C„_2  =  0 

geführt  werden,  so  kann  man  sagen,  dass  die  vorgelegte  Gleichung 
die  beiden  Wurzeln 

.r=ct,    x=zcc  +  ß 

besitzt,  und  dass  die  anderen  n  — 2  Wurzeln  um  a+ß  grösser  sind, 
als  die  Wurzeln  der  eben  aufgeschriebenen  Gleichung  vom  («— 2)teo 
Grade  u.  s.  f. 


Ich  habe  in  meinem  Werke:  „Allgemeine  Auflosung 
der  Zahle nglcichu ngen"  bewiesen,  dass  zwei  Gleichungen 

<p(x,  y)  =  0,    ty(x,  y)=z0 

entweder  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  sind  oder  sich 
widersprechen,  falls  folgende  Gleichung  identisch  statt  findet: 

dtp  By    B<p  ^ 
(1)  Bi'By"By  &:-ü 

(Man  sehe  auch  hierüber  den  Aufsatz  von  Dienger  im  Archiv. 
Band  XXI.  S.  219.) 

Es  kann  manchmal  der  Fall  eintreten,  dass  die  Gleichung  (1) 
nicht  identisch  ist,  aber  identisch  wird  für  jenen  Werth  von  y, 
der  aus  <jp(#,  #)  =  0  folgt;  alsdann  ist 

y)  =  /to  y)  •  <p(*>  y)  +  « , 

unter  a  eine  constante  Zahl  verstanden.  Denn,  bildet  man  ^  und  ^ 
und  substituirt  deren  Werthe  in  (1),  so  erhält  man: 


folglich  : 

Bcp  di>    B<p  B%>      ,      ,  \h<p  Bf    Bf  8y-| 

was  gleich  Null  ist,  weil  qp(ar,  y)  =  0  ist. 

Das  System  der  beiden  vorgelegten  Gleichungen  kann,  wenn 
a^O  ist,  zusammen  nicht  bestehen;  wird  hingegen,  falls  a  =  0 
ist,  für  alle  jene  Werthe  befriedigt,  die  der  Gleichung  <p(z,y)=Q 
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XII. 

Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Die  Discussion  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Gra- 
des zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen,  so  wie  sie  in  den 
Lehrbüchern  der  analytischen  Geometrie  nach  dem  Vorgange  der 
französischen  Geometer  gewöhnlich  gegeben  wird,  nimmt  eine 
ziemlich  grosse  Anzahl  verschiedener  Coordinaten-Transformationen 
in  Anspruch,  und  hat  sich  mir  namentlich  dann  immer  als  man- 
gelhaft, wenigstens  als  unbequem,  fühlbar  gemacht,  wenn  es  auf 
die  wirkliche  Entwickelung  der  einfachsten  Gleichung  des  betref- 
fenden Kegelschnitts,  nicht  bloss  auf  die  Bestimmung  der  Art 
oder  Form  desselben  im  Allgemeinen,  ankam.  Ich  will  daher 
diesen  wichtigen  Gegenstand  im  vorliegenden  Aufsatze  einer  neuen 
Behandlung  unterwerfen,  die  sich  sowohl  in  Bezug  auf  die  leichte 
Uebersichtlichkeit  des  Ganges  der  Entwickelung  im  Allgemeinen, 
als  auch  rücksichtlich  der  Einfachheit  und  Eleganz  der  eine  leichte 
weitere  Anwendung  gestattenden  Resultate  der  Untersuchung, 
vielleicht  der  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  einigermassen 
empfehlen  dürfte. 

Die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
zwischen  awei  veränderlichen  Grössen  sei,  x  und  y  als  recht- 
winklige Coordinaten  vorausgesetzt, 

ocHty'+feay  +2<fcr  +  2<;y +/"=(). 
Legen  wir  nun  durch  einen  Punkt,  dessen  polare  Coordinaten  in 
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dem  primitiven  Systeme  der  x,  y  wir  durch  ot,  p  bezeichnen  wol- 
len, ein  neues,  dem  primitiven  Systeme  der  xy  paralleles  Coor- 
dinatensystem,  und  bezeichnen  in  diesem  neuen  Systeme  die  po- 
laren Coordinaten  im  Allgemeinen  durch  <px ,  rt ,  so  rauss  man,  um 
von  dem  primitiven  Systeme  der  xy  zu  diesem  neuen  Systeme 
polarer  Coordinaten  überzugehen,  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  offenbar  im  Allgemeinen 

ar  =  pcosa  +  r,  cosg?i ,    y  =  psin  a  \  >r,  sinq^ 

setzen,  wodurch  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung  des 
zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  die  folgende 
Gestalt  annimmt: 

0=    a(pcos«  +  Qi  cos<pt)* 

+  o  (p  sin  <x  +  pi  sin  <jp,)4 

+  2c(p  cos  a  +  ri  cos  <pi)  (p  sin  et  +  rx  sin  <?i ) 

+  2d  (p  cos  a  +  ti  cos  fpi ) 

-+ 2e(p  sin  a  +  r!  sin  g>i) 

+A 

oder  nach  gehöriger  Entwicklung  die  Gestalt: 

0=     (acosa*  +  6sina2  -+  2csinacosa)p2  -f  2(dcosa  +  esino)p  -f  f 

-f  2  { (ap  cos  « +cp  sin  cc  +  d)  cos  <px  +  (6p  sin  a  +  cp  cos  a+e)  sin  (px  |  rt 

-f  (a  cos      +  6  sin  q>x2  +  2csin  <px  cos  q^)  rt2. 

Wir  wollen  nun  die  Grössen  a,  p  so  zu  bestimmen  suchen, 
dass  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  im  Allgemeinen  ver- 
schwindet. Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  beiden  in  Rede  stehen- 
den Grössen  die  folgenden  Gleichungen: 

ap  cosa-f  cpsina  +  *4  =  0, 

Apsina  +cpeosa  +  e=0; 

aus  denen 

d  e 
9  —  "  aeosa  +  esina'    9m~    6sina  +  ccoga' 

also 

 d  e  

acosa-f  esina  ~~  6sina  -f  ccosa 

oder 
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acosa  -f-  cs'ina  </  +  ctanga  d 
6sina  +  ccosa  ~~  c -f  6  rang«  e 

folgt,   woraus  sich  ferner 

.  ae  —  cd 

ergiebt,  mittelst  welcher  Formel  der  360°  nicht  übersteigende 
Winkel  et  immer  bestimmt  werden  kann,  wobei  man  jedoch  zu 
bemerken  hat,  dass  diese  Formel  für  «  jederzeit  zwei  um  180° 
von  einander  verschiedene  Werthe  liefert.  Welchen  dieser  beiden 
Werthe  man  aber  zu  nehmen  hat,  kann  immer  leicht  und  sicher 
entschieden  werden.    Aus  den  Formeln 

d  e 
Q  ~~     acosa  +  c  sin  «'    9  —  ~  fJH'ma  +  c  cos  et 

erhellet  nämlich  auf  der  Stelle,  dass  den  beiden  in  Rede  stehen 
den,  um  180°  von  einander  verschiedenen  Werthen  von  a  jeder- 
zeit zwei  Werthe  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  von  o  ent- 
sprechen ;  und  da  nun  q  seiner  Natur  nach  nur  positiv  sein  kann, 
so  kann  nie  ein  Zweifel  übrig  bleiben,  wie  man  den  3H0°  nicht 
übersteigenden  Winkel  a  zu  nehmen  hat. 

Leicht  erhält  man  auch  mit  Beziehung  der  oberen  und  unte 
reo  Zeichen  auf  einander : 

ae  —  cd 

s\aa  =  ± 


cosa  =  ± 


V  (ae  —  cd)*  +  (bd-ce)*' 
bd  —  ce 


V  (ae  —  cd)*  +  (bd  —  ce)* 
und  hieraus  ferner: 


V(ae— cd)*  +  {bd  —  ce)2 
f  a)7^  ' 


ab  —  c5 

wo  die  Zeichen  jederzeit  so  zu  nehmen  sind,  dass  q  positiv  ausfällt 

Für  die  jetzt  bestimmten  Werthe  von  et  und  q  wird  nun  die 
obige  Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades: 

ri»=  _  (qcosK24-6sinft24-2csinacosa)og-|-2(rfcos«-hesin(y)o-f/ 
1  «  cos  9>!a  +  b sin      -f  2c sin  tpx  cos  <px 

Bemerkt  man  nun  noch,  dass,  wie  aus  den  beiden  Gleichungen 

cos«  -f-  cosinr  -f-  d=z0, 

oosin«  +  cocosa  {•  e  =0 
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auf  der  Stelle  folgt: 

(ab  —  c2)oCosa  =  cc  —  bd, 
(ab  —  c2)  q  sin  a—cd  —  ae, 


also 


ce  —  bd         .        cd — ae 


ist,  so  findet  man,  wenn  man  diese  Grössen  in  den  Zähler  des 
obigen  Werths  von  r,a  einführt,  für  diesen  Zähler  mittelst  leich- 
ter Rechnung  den  folgenden  Ausdruck: 

0 

ae2  +  bd*  +  fc2 — abf—  'lede 
~~  ab-c2 

woraus  sich  nun  nach  dem  Obigen  die  folgende  merkwürdige 
Gleichung  unserer  Linie  des  zweiten  Grades  ergiebt: 

2_  ae2  +  bd2  +  fc2  —  abf—^cde  

Tl       (ab  —  c3)(acos<p!2  +  6sinqp,2  +  Scshiyj  cosqpj)' 

Hier  dringt  sich  nun  aber  schon  ganz  von  selbst  die  Bemer- 
kung auf,  dass  alle  obigen  Ausdrücke  unendlich  werden,  und  da- 
her die  ganze  vorhergehende  Entwicklung  ihre  Gültigkeit  verliert,» 
die  Wegschaffung  des  zweiten  Gliedes  aus  unserer  obigen  Glei- 
chung der  Linie  des  zweiten  Grades  folglich  überhaupt  unzulässig 
und  unmöglich  ist,  wenn  die  Grösse  ab  —  c2  verschwindet,  so 
dass  wir  also  von  jetzt  an  zu  der  Annahme  genöthigt  sind,  dass 
die  Grösse  ab  —  c2  nicht  verschwinde,  indem  wir  zu  dem  Falle, 
wenn  ab  —  c2=0  ist,  späterhin  besonders  zurückkehren  werden. 

Weil  nun  bekanntlich 

,    1+ cos  2g,                  1  — cos2yi 
cos  <PxA  —  2  '    sin  — ^  

und  sin2^1  =2sino>,  cos<p,  ist,  so  ist 

«cos^M  Asin<p,a  +  2csin<p,  coscp!  ==^-g-  +  ^-yrcos2(pl+c8\n<lq)l 

a  +  b     a  —  b  2c    t  A 

=  ~2"  +  ~T~  (cos  2<Pl  +  a~^b  S,n  lq>l ) ' 

also,  wenn  wir,  den  Winkel  2ft  positiv  und  nicht  grösser  als  360° 
nehmend , 

tang2^=^~ 
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setzen : 

acos^-h  6 sin <p*  -^csin^  cos 9l  ==^±*+^8ec2ftcos2(ft-9)1), 
und  folglich: 

ae*  -f  b(P  +  f<*-abf-lcde  


(«6-c»)  j^  +  C^sec2ficos2(f*-9>l)j 
Es  ist  aber  ferner 

^  +  ^sec2f.cos2(^g?1) 

=^{co8(^_Vl)«+8in(^-90^+^sec2fitcos(fi-(p1)2-sin(fi-<pI)*^ 
folglich : 

ae*  +  bcP  +  fc1  -  abf-  2cde 
ab — c2 


^^+^8ec2fi)cos(f*-<p1)'«+^-^  cj"860^ J8™^-* 

Wenn  man  das  Product 

entwickelt,  indem  man 

sec2^  =  1  -I-  tang2ft*  =  (gl6)— 

setzt,  so  6ndet  man  leicht: 

(?+J  +  l^8ec2(t)(l+*_i=l-ftsec2,)=0*-o., 

und  schliesst  also  hieraus,  dass  die  Grössen 

-y-  +  — 2-sec'2/x  und  — ^  ^-sec^t 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem 
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«6  —  e*>0  oder      — c*<0 

ist 

1d  dem  Falle 

ab-v*>0 
kann  man  also  immer  setzen: 

(no — c2)  (  ~2~  +  ~T~  8ec2f* J 
™     .     cte2  +  6fP + fc*  -  abf—  Icde 
(ab-c*)  \— ^  <psec2^ 

indem  man  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nimmt,  jenach- 
dem  die  Grosse 

ae2  +  b(P  +  /c2—  abf-  2cde 
mit  den  beiden  Grossen 

a+b  .  a—b  a+b     a— b  s 

+  — 2-sec2|t4  und  — ^  ^-secifi 


gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat,  und  erhält  dann  nach 
dem  Obigen: 


1 


cogpi—  tft)2  .  sin^  —  y,) 


•z 


oder 

Vcos  (fi  — y,)2     r,2sin(<*— <p,)2 
 3*  +  &  = 

das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen,  jenachdem 

ae2  +  bd*  +  /c2  —  a6/~  2cde  , 
mit  den  beiden  Grossen 

— 2"+—  5- «ec2f*  und   ~5  2~sec2p 

gleiches  oder  angleiches  Vorzeichen  hat. 
In  dem  Falle 

ab-c*<0 

kann  man  immer  setzen: 
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j»-  ,  *e*+bd?+fc*-abf-'lcde 


#2  _ T    ae*  +  bd*  +  fc2- nbf—  Icde 
=  (aÄ-cS)(i+i_«-=*8ec2,)! 

indem  man,  was  immer  möglich  ist,  die  Zeichen  so  nimmt,  dass 
__2  und  ß2,  wie  es  erforderlich  ist,  positiv  werden.    Dann  ist 


-2—1   _____  

cos  (fi  —  (pi  )2     sir»(ft  —  qpj2 

—  m — 


oder 


^2  -  J52  — +1 


Legt  man  durch  den  durch  die  polaren  Coordinaten  et,  q  be- 
stimmten Punkt  ein  rechtwinkliges  Ooordinatensystem  der  XY,  in 
welchem  der  positive  Theil  der  Axe  der  X  mit  dem  positiven 
Theile  der  ersten  Axe  des  durch  denselben  Punkt  gelegten  recht- 
winkligen Systems,  auf  welches  sich  die  polaren  Coordinaten 
<Pi>  T\  beziehen,  den  auf  gewöhnliche  Weise  genommenen  Win- 
kel (jl  einschliesst,  so  erhellet  leicht,  dass  in  völliger  Allgemeinheit 

X  =  i*i  cos  (qpj  —  (i) ,    F= ?«!  sin  (y,  —  ft) 

ist.    Also  ist,  wenn 

nb  —  c2  >  0 

ist: 

©•♦©*-*•■ 

06  -  c2  <  0 

Für  «6  —  c2>0  ist  folglich  die  Linie  des  zweiten  Grades  eine 
Ellipse  oder  imaginär,  jenachdem 

ae*  +  6d2  +  /c2  -  abf-  2cde 

mit  den  Grössen 


und  für 


ist : 
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a  +  6     a  — 6  o-f  6     a  —  b 

-\  sec2p  und  — ^  <£~"  sec2fi 


gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen  hat.  Für  ab —  c2<0  ist  die 
Linie  des  zweiten  Grades  eine  Hyperbel. 

Die  Formel 

2c 

tang2fi  =  — j 

liefert  för  den  360°  nicht  ubersteigenden  positiven  Winkel  2,t  zwei 
um  180°  von  einander  verschiedene  Werthe,  von  denen  im  Vor- 
hergehenden beliebig  der  eine  oder  der  andere  genommen  werden 
kann;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 


sec2^=±  —b  

ist,  so  wird  man  offenbar  den  Winkel  2fi  immer  so  nehmen  kön- 
nen, dass  sec2ju.  mit  o  —  b  gleiches  Vorzeichen  hat,  also 

a-b 

sec2fi 

positiv  ist.  Ist  nun  ab  —  c2^0f  so  haben  a  und  b  offenbar  gleiche 
Vorzeichen,  und  nimmt  man  nun,  wozu  man  augenscheinlich  be- 
rechtigt ist,  a  und  b  als  positiv  au,  so.  sind  in  diesem  Falle  die 
Grössen 

a  +  b     a  —  b  .  a  +  6     a  —  b  a 

— 2 — h  — ^—  sec2ft  und  — ^  g-  sec2fi , 

welche  bekanntlich  gleiche  Vorzeichen  haben,  offenbar  beide  po- 
sitiv. In  dem  Falle  ab  —  c2>0  wird  man  also,  unter  der  stets 
zulässigen  Voraussetzung,  dass  a  und  b  beide  positiv  sind,  nach 
dem  Obigen  auch  sagen  können ,  dass  die  Curve  des  zweiten  Gra- 
des eine  Ellipse  oder  imaginär  ist,  jenachdem  die  Grösse 

ae*  +  bd?  +  /c2 — abf-  2cde 

positiv  oder  negativ  ist. 

Bisher  ist  offenbar  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass 
die  Grosse 

ae*  +  bd*  +  fcl  —  abf  -  2cde 
nicht  verschwindet.    Ist  aber 

a  e*  +  bd*  +  fc2  —  abf—  2cde  =  0 

und  daher  auch 
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(a  cos  aa  +  b  sin  a*  +  2c sin  a  cos  o)  pa  +  2  (rf cos  a  +  c  sin  c)  p  +  f=  O , 

so  ist  nach  dem  Obigen  die  Gleichung  unserer  Curve  des  zwei- 
ten Grades  eigentlich 

(a  cos  <p,a  +  b  sin  qpj*  +  2c  sin  <?i  cos  <pi)  Tt  2  =  0, 

und  daher  entweder 

r1=0 

oder 

aco8  9>1a-f-6sin<jp,a-f  2c  sin  ^  cosqDi  =  0. 

Nach  dem  Obigen  kann  man  diese  letztere  Gleichung  auch  unter 
der  Form 

fa  -f  6  „  a—b 

sec  Zf* j  cos  (f*  -  9»!;*  ^ 

=  0 


+  (^^~  ^-2^ßec2^  sin(fi  -<p,) 


darstellen,  und  weil  nun  in  dem  Falle  ab  —  ca>0  bekanntlich  die 
Grössen 

— 2~  +    2    8ec2r*  und  ~2  2~  8ec2fi 


gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichun 
«cos<p,a  +  6sin<pi'2  +  2csing>j  cospt  =  0 

oder 

(^V^sec2,W-^a  ) 

+  (^T —       sec  2fA)  8,0  (f* "~  91)2  j 

offenbar  unzulässig.    Für  ab  —  ca>0  kann  also  nur 

rk  =  0, 

für  a6  —  ca<0  dagegen  kann. 

r1=0  und  tang(^yi)=+ \/  ^  ^ 


rr 

B 


1  2 


1,  wo  im  letzteren  Falle  also  91  ein  constanter  Winkel  ist.  Die 
Gleichung  rt=0  reprä'sentirt  den  Punkt  (ap),  die  Gleichung 
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welche  nur  in  dem  Falle  ab — ca<ö  zulässig  ist,  repräsentirt, 
weil  der  Winkel  g>,  constant  ist,  zwei  durch  den  Punkt  («o) 
gebende  gerade  Linien. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  des  Falls,  wenn 

ab  —  c*  =  0 

ist  In  diesem  Falle  wollen  wir  zeigen,  dass  sich  im  Allgemei- 
nen immer  eine  gerade  Linie  und  ein  Punkt  von  solcher  Beschaf- 
fenheit finden  lassen,  dass  die  beiden  Entfernungen  eines  jeden 
Punktes  der  durch  die  Gleichung 

ax*  +  by*  +  2cxy  +  2dx  +2fy +/"=  0 

charakterisirten  Curve  des  zweiten  Grades  von  der  in  Rede  stehen- 
den geraden  Linie  und  dem  in  Rede  stehenden  Punkte  einander 
gleich  sind,  woraus  sich  dann  von  selbst  ergiebt,  dass  in  dem 
Falle  ab  —  e2  =  0  die  Curve  des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen 
eine  Parabel  ist,  deren  Directrix  und  Brennpunkt  die  in  Rede 
stehende  gerade  Linie  und  der  in  Rede  stehende  Punkt  sind. 

Um  dies  zu  beweisen,  sei 

Ax  +  By  +  C=0 

die  Gleichung  der  gesuchten  geraden  Linie,  und  X,  Y  seien  die 
Coordinaten  des  gesuchten  Punktes.  Die  Entfernung  des  Punk- 
tes (xy)  in  der  Linie  des  zweiten  Grades  von  dem  Punkte  (AT) 
ist  bekanntlich 

V(*-*)*  +  (y-F)*, 

und  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Punktes  (xy)  in  der  Linie 
des  zweiten  Grades  von  der  im  Allgemeinen  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By  +  C=ü 

charakterisirten  geraden  Linie  ist 

(Ax  -f  By  +  Q* 
A*+B* 

Also  liefern  uns  die  Bedingungen  der  Aufgabe,  indem  (xy)  immer 
einen  Punkt  in  der  Linie  des  zweiten  Grades  repräsentirt,  die 

(jrieiCDUDg 
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{x—  X)2  +  {y-  Y)2  =  ^2  +  gi  ' 

welche  man  leicht  auf  die  Form 

-2\BCy(A2\B2)  Y\y     (  =0 

|  c2  -  {A2  +  B2)  {X2+  Y2)\ 

bringt;  und  weil  nun  wegen  der  Bedingungen  der  Aufgabe  diese 
Gleichung  offenbar  mit  der  Gleichung 

ax2  +  by2  +  2cxy  +  2dx + 2ey + /==  0 

identisch  sein  muss,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen 

B2  =  a,  A2  =  b,   AB—  —  c 

und 

#c+M2+#2)r=-e, 

« 

C2  -  M2  +  2?2)  ( A*  +  Y2)  =  -/*; 

wo  sich  nun  fragt,  ob  die  fünf  Grössen  A,  B,  C,  X,  Y  so  be- 
stimmt werden  können,  dass  diesen  sechs  Gleichungen  genügt 
wird ,  was  wir  nun  untersuchen  wollen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung 

ab  —  c2=0  oder  ab=zc2 

ist,  so  haben  a  und  b  gleiche  Vorzeichen,  und  wir  sind  daher 
offenbar  anzunehmen  berechtigt,  dass  diese  Grössen  beide  positiv 
sind.    Aus  den  beiden  Gleichungen 

A2  =  b,    B2  =  a 

folgt  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  einander : 

A  =  ±V1>,    B  =  ±Sf~a 

oder 

A-±\fby  B=T^ä, 

wo  V~ö  und  Vif  reelle  Grössen  sind.  Im  ersten  und  zweiten 
Falle  ist  respective 

AB=V^b  und  AB=z~>/~^b. 


# 
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Weil  nun  wegen  der  Gleichung  cr6  =  c*,  die  hier  immer  die 
Grundlage  der  Untersuchung  bildet,  jenachdem  c  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  c=VTb  oder  c  =  -  VS  ist,  und  bekanntlich  AB=-c 
sein  soll,  so  muss  man  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren 
Zeichen  auf  einander 

J  =  ±^6,  B=+\Ta 

oder 

A  =  ±\Ti,    B  =  ±\Ta 

setzen,  jenachdem  die  Grösse  c  positiv  oder  negativ  ist*),  so 
dass  sich  also  die  drei  Gleichungen 

ß»  =  «,    A*  =  b,  Aß=-c 

immer  in  reeller  Weise  erfüllen  lassen ,  wie  aus  dem  Vorhergehen» 
den  sich  in  ganz  unzweideutiger  Weise  ergiebt. 

Nachdem  wir  A  und  B  bestimmt  haben,  wollen  wir  nun  auch 
die  drei  Gleichungen 

AC+  (^»  +  Ä«)A=-rf, 

C*— (A*  +  B*)  (X*  +  F»)  =  —  f  j 

auflösen.   Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt: 

d+AC   e  +  BC  . 

A2+  B*'  A*+B*' 

folglich 

v*  ,  Vi  _  (<*-MQa  + fr  +  *C)» 
also,  wenn  man  dies  in  die  dritte  Gleichung  einführt: 

^  *' 

sich  leicht 


*)  Der  Fall,  wenn  C,  und  wegen  der  Gleichung  ad — C*—0  also 
auch  eine  der  beiden  Grossen  ff,  b  verschwindet,  erledigt  sich  von  selbst, 
indem  es  in  diesem  Falle  ganz  gleichgültig  ist,  wie  man  die  Zeichen 
nimmt,  weil  die  dritte  Gleichung  \B--C  dann  immer  erfüllt  ist. 
Wir  werden  daher  auch  im  Folgenden  diesen  Fall  nicht  weiter  beson- 
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cP  +  e»  +  2(dA  +  eB)C  , 
A*\B*  -I' 

also 

V-        2(dA  +  eß) 
ergiebt.   Daher  hat  man  zur  Bestimmung  von  C,  X,  Y  die  Formeln: 

f(A*+B*)-(d*  +  e*) 

rf+^C         .  e\BC, 

mittelst  welcher  sich  die  in  Rede  stehenden  Grössen  im  Allge- 
meinen immer  in  reeller  Weise  bestimmen  lassen,  wodurch  also 
bewiesen  ist,  dass  unsere  Linie  des  zweiten  Grades  im  vorliegen- 
den Falle,  wo  ab  —  c^  —  O  ist,  in  der  That  im  Allgemeinen  eine 
Parabel  ist,  mit  der  durch  die  Gleichung 

Ax  +  By  +  C=0 

charakterisirten  Directrix  und  dem  durch  die  Coordinaten  X,  Y 
bestimmten  Brennpunkte. 

Wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  Ausdrücken  von  A  und 
B  konnte  es  scheinen,  als  wenn  es  zwei  Directrixen  und  zwei 
Brennpunkte  gäbe.  Dass  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  kann  leicht 
auf  folgende  Art  gezeigt  werden,  wobei  wir  die  absoluten  Werthe 
von  At  B  respective  durch  A' ,  B'  bezeichnen  wollen. 

Für  ein  positives  c  ist 

A=±A't   B  =  +  &, 

folglich 

C-±        2(dA'-eB')  ~±C  9 

y-  d  +  A'C  v  e-B'C'm 
A——A'2+B'*'  A't+W*' 

also  die  Gleichung  der  Directrix: 

±A'xTB'y±C'=0 


oder 


punkts  bloss  die 


A'x-By+C'^O, 

Bestimmung  der  Directrix  und  des  Brenn- 
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A'x-B'y+C'  =  0, 

d  +  A'C     „  e-B'C 


also  die  Gleichung  der  Directrix: 


oder 


so  dass  man  also  zur  Bestimmung  der  Directrix  und  des  Brenn- 
punkts bloss  die  Formeln 


hat,  welche  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthalten. 

Weil  durch  das  vorhergehende  Verfahren  unmittelbar  die  Di- 
rectrix und  der  Brennpunkt  der  Parabel  bestimmt  werden,  also 
auch  leicht  deren  Axe  durch  die  gewöhnlichen  Formeln  der  ana- 
lytischen Geometrie  gefunden  werden  kann,  so  scheint  mir  die 
vorhergehende  Methode  vor  der  gewöhnlichen  Methode  der  Dis- 
cussion  auch  aus  diesem  Grunde  wesentliche  Vorzüge  zu  haben. 

Nun  sind  aber  noch  zwei  Ausnahmefalle,  in  denen  die  obigen 
Formeln  ihre  Anwendbarkeit  verlieren,  zu  betrachten. 

Der  erste  dieser  Fälle  ist  der  Fall,  wenn  A*  +  B2=0  ist,  wo 
JK  und  Funendlich  werden.  In  diesem  Falle  ist  A=zOf  B  =  0, 
also  a=0,  6  =  0,  und  folglich  wegen  der  Gleichung  a6  —  ca  =  0 
auch  c  =  0,  so  dass  also  die  zu  discutirende  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  in 
diesem  Falle 


A  =  - 


d+A'C 
A'*  +  ßa ' 


e  +  B'C 
A'*+B* 
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2dx  +  2ey  +  f=zQ 

ist,  und  folglich  eine  gerade  Linie  darstellt. 

Der  zweite  der  beiden  in  Rede  stehenden  Fälle  ist  der  Fall, 
wenn  «M-feZ?  =  0  ist,  in  welchem  Falle  C,  und  demzufolge  auch 
X  und  F,  unendlich  werden.    Wenn  c  positiv  ist,  so  ist 

A=z±\Tb,  B^T^a, 

so  wie  c—  VT&.  Wegen  der  vorausgesetzten  Gleichung  dA  f  e B  =0 
ist 

d  Sfb-eVa^O, 

also 

■  Vä     .  ,  sfa 

f  =  «  ~f-  und  a  ~  e 77—-  > 
Vfl  \  b 

so  dass  sich  also  die  zu  discutirendc  Gleichung  auf  eine  der  bei- 
den Formen 

VT 

ax*  +  by*  +  2     ab . xy  +  2dx  +  2d  +/=ü, 

V  a 1 

ax*  \  by*  +  2  Sfäb.xy  +  2e^|  *  +  2ey  +  /"=0; 
also  auf  eine  der  beiden  Formen 

(x  VT  +  j/  VT)*  +  2  -^L  (*  \T+y  VÄ)  +  /=0 , 

(*  VT  +  yi\Tb)*  +  2  ^==(*  V^+y  V6)  +  /*=0 

bringen  lässt.   Wenn  c  negativ  ist,  so  ist 

A  =  ±Vb,   B  =  ±V~a, 

so  wie  c  =  —  >fab.     Wegen    der    vorausgesetzten  Gleichung 
dA  +  eBz=0  ist 

dVb  +  e\Ta  =  0, 

also 

-Ä     ,  VT  V« 
e  =  — rt  -=  und  rf  =  — e«-7=.» 
Vo  V  6 

folglieh  die  zu  discutirende  Gleichung 
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ax*  +     —  2        .  xy  +  2dx  -  M  ~  y  +  f  =  0 , 

V  a 

•  a*»  +  V  ~  2  V^6      -2e       *  +  2ey  +  f  =  0 


oder 


Da  sich  nun  die  vorstehenden  Gleichungen  in  Bezug  auf 

^Va+yVÄ  oder  xVa—ySTb 

als  unbekannte  Grösse  wie  quadratische  Gleichungen  auflösen 
lassen,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  durch  die  zu 
discutirende  Gleichung  des  zweiten  Grades  dargestellte  Curve  durch 
zwei  gerade  Linien  repräsentirt  wird  oder  imaginär  ist,  welches 
beides  davon  abhängt,  ob  die  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden 
quadratischen  Gleichungen  reell  oder  imaginär  sind. 

Im  Obigen  ist  freilich  die  Gleichung 

a x*  +  by*  +  2cxy + 2dx  f  2ey  +  0 

nur  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogen  worden, 
was  aber  auch  ganz  zulässig  und  völlig  hinreichend  ist;  denn  aus 
der  bekannten  Form  der  allgemeinsten  Formeln  zur  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  der  Ebene  erheilet  auf  der  Stelle,  dass  die 
obige  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen  ihre  Form  im  Allgemeinen  nicht  im  Geringsten  ändert, 
wie  man  auch  das  Coordinatensystem  transformiren  mag. 


Nachdem  wir  hiermit  unsern  Zweck,  die  allgemeine  Gleichung 
des  zweiten  Grades 

ax*  +  by*+2cxy  +  2dx  +  2ey  +  /"=  0 

zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  zu  discutiren,  erreicht  haben, 
wollen  wir  nur  noch  in  der  Kürze  bemerken,  dass  man  in  dem 
Falle,  wenn 

a6  —  ca=0 
ist,  wo  sich  aus  der  Gleichung 
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0  —  (//cos«2  +  ftsina*-f  2c  sin  «cos«)p24-  "2(dcosa  +  e  sin  a)  p  +  /* 
+  2{(opcosc*  +  cpsina  r  cZ)cos<pj  +  (6p sin«  f  rp cos a  +  i?) sin g>,  ir, 
>  (ncosqp,2  f  6 sin <p, 2  +  2fsin()Pi  cosg>,)r,2  # 

bekanntlich  das  zweite  Glied  nicht  wegschaffen  lässt,  aus  dieser 

Gleichung  immer  das  erste  Glied  wegschaffen  kann.  Weilc=±  V" ab 
ist,  so  ist  die  vorstehende  Gleichung,  wie  man  leicht  findet: 

0  =  (cos  a  V7i  +  sin  «  STl)* p2  +  2  (d cos  a  +  e  sin  «)  p  +  f 
-f  2((cosaVn  fiJ.sin«V  b)  (cosg^  \f  a  Ising),  \^6)p+tfcosg>,  fesin  g>,  }r, 
-Kcosg?!  V" «i_singp,  V7v)2r,2, 

■ 

also,  wenn  man,   um  das  erste  Glied  wegzuschaffen, 

cos aSf  a  +  sin a  V b  =•  0, 
2(c/cosa-f-  <?sina)p  +  /*=0; 

folglich 

taog«  =  T^"y,  ?=-2(rfcos/+e^n-«)' 
wo  die  Wurzelgrösse  reell  ist,  setzt: 

{2(<Zcosg>i  +«sing;i)  +  (cosg?i  Vü  ±  sing>,  V^)2!*,  Ir,  =0, 
woraus,  sich  ^=0  oder 

^       «/cos  (px  -f-  esinqp, 
(cos <jp,  V  a ±  sin  qp,  Vä)2 

ergiebt. 

Setzt  man 

r,  cos  qpj  =     ,   n  sin  <pt=ylf 
so  ist  obige  Gleichung  auch: 

t*i  >fa±yi  Vb)*  +  2  (<**,  +     )  =  0. 

Diesen  hier  nur  beiläufig  berührten  Gegenstand  weiter  zu  ver- 
folgen, namentlich  alle  einzelnen  möglichen  Fälle  zu  unterscheiden  und 
gehörig  zu  discutiren,  ist  jetzt  nicht  meine  Absicht,  da  dem  eigent- 
lichen Zwecke  dieser  Abhandlung  im  Obigen  schon  vollständig  ge- 
nügt ist. 
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XIII. 


Untersuchung  des  Fehlers,  wenn  die  Ebenen  eines 
Glasspiegels  nicht  parallel  sind. 


Sind  (Tat'.  II.  Fig.  5.)  die  Ebenen  AB,  DE  parallel,  DE  die 
belegte  Seite,  so  wird  der  von  S  unter  dem  Winkel  SCF  auffal- 
lende Strahl  nach  CJ  gebrochen,  und  da  nach  dem  Gesetze  der 
Reflexion  der  Winkel  CJG  =  KJH ,  somit  auch  GCJ=JKH,  und 
der  letztere  der  Einfallswinkel  nach  der  Reflexion  an  die  Ebene 
AB  ist,  so  bildet  auch  der  aus  dem  Glase  austretende  Strahl  KO 
mit  seinem  Einfallslose  KL  denselben  Winkel ,  unter  dem  er  auf 
die  erste  Fläche  aufgefallen  ist;  es  ist  somit  SCF~  LKO. 

Sind  jedoch  (Taf.  II.  Fig.  6.)  LMR  und  BMN  die  beiden 
Flächen  eines  Spiegels ,  diese  somit  unter  dem  WTinkel  BML  =  y 
geneigt,  BAL  ein  Durchschnitt  beider  Flächen  mit  der  Einfalls- 
ehene,  diese  auf  die  obere  Fläche  MN  senkrecht,  der  Neigungs- 
winkel zwischen  den  Ebenen  BML  und  BAL,  nämlich  MBA=.e 
und  der  Winkel  BAL  =  A,  so  denken  wir  uns  aus  A  mit  dem 
Halbmesser  Eins  eine  Kugel  beschrieben,  welche  die  Ebenen 
1/  V ,  LA  und  LAB  schneidet,  und  bekommen  dadurch  das  sphä- 
rische Dreieck  abc,  in  welchem  bc  =  A,  bac=y,  o6=90-~£,  acb 
ein  rechter  Winkel  ist;  aus  diesem  Dreiecke  folgt  cose=  cotgytg^, 


und  weil  A  und  y  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  kann  man  die  Tan- 
genten den  Bögen  gleich  setzen,  und  bekommt: 


Von 


Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lemoch 

an  der  Univemität  zu  Lemberg. 


also 


tang^4  =  cosftangy, 


(1) 


9) 
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Zur  Erklärung  der  ferneren  Rechnung  wird  es  besser  sein, 
wenn  wir  uns  in  Taf.  IL  Fig. 7.  das  Dreieck  ABL  in  die  Ebene 
des  Papiers  umlegen;  5  ist  dann  der  Punkt,  von  dem  der  Strahl 
SC  kommt,  CF  das  EinfalUloth,  somit  SCF~a  der  Einfallswin- 
kel; der  Strahl  wird  beim  Eintritte  in  das  Glas  zum  Einfallslos 
gebrochen ,  und  wenn  der  Brechungswinkel  FCJ  =  ß  heisst ,  so  ist 

sina—  ns'wß.  (3) 

Der  gebrochene  Strahl  wird  an  der  spiegelnden  Ebene  AL  unter 
demselben  Winkel  m  reflektirt,  unter  dem  er  aufgefallen  ist,  macht 
nach  der  Reflexion  an  die  Ebene  AB  mit  dem  Einfallslose  GE 
den  Winkel  GEH=a'i  und  wird  beim  Austritte  nach  O  gebrochen; 
daher  ist,  wenn  der  Brechungswinkel  GEO  —  ß'  gesetzt  wird, 

sin  ß' —  n  sin  a'.  (4) 

Ferner  ist  ACJ—QO0 — ß  und  zugleich  der  äussere  Winkel  des 
Dreiecks  CSA,  daher  90°— ß  =  A+m;  der  Winkel  EDL=m  ist 
ein  äusserer  des  Dreieckes  EDA,  somit  m=90°—  a'  \  A\  aus  die- 
sen beiden  Gleichungen  folgt 

a'  —  ß^lA.  (5) 

Der  Fehler  wegen  der  nicht  parallelen  Begränzung  des  Spiegels 
ist  ß'  —  a=:x,  SOmit  ist 

Um  x  zu  bestimmen  ist  sinj3' —  sin a  =  n (sin a'  —  sin/j);  werdet) 
diese  Unterschiede  in  Produkte  aufgelöst,  so  erhält  man : 

und  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (4)  und  (5): 

x      /2«  +  x\ 
sin^cosf!L-2 — J  =  wsin  Acos(ß  +  A).  (7) 

X  X 

Wegen  der  Kleinheit  der  Winkeln  und  A  kann  sin^-=^-,  &\nA  =  A 

gesetzt,  ferner  x  gegen  2  a,  A  gegen  ß  vernachlässigt  werden; 
dadurch  verwandelt  sich  die  Gleichung  (7)  in  xcosa  =  2nAcosß, 

aa  f*to       «     Vg^gg«,.  ,  t      .  .  2A\r.7i*-sm*~a. 

und  da  aus  (3)  cosp  =  tolgt,  so  ist  x—  » 

ft  cosa 

wird  hier  für  A  der  Werth  aus  (2)  substituirt,  so  ist  der  in  Se- 
kunden ausgedrückte  Fehler  ß'  —  a  oder 

cos  et  .   v  ' 
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Anmerkung.  Beim  Durchgänge  eines  LichUtrahles  durch  ein 
prismatisches  Glasstiiclf  beträgt  der  Fehler  nnr  die  Hälfte  des  ehen  ge- 
fundenen, a'  und  ß'  «ind  dünn  der  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  der 
zweiten  Ebene. 

Da  n  immer  grösser  als  die  Einheit  ist,  somit  in  Gleichung  (8) 
n* — sin2a  nicht  Null  werden  kann,  so  folgt,  dass  x  nur  dann 
verschwindet,  wenn  entweder  y  — 0  oder  £  =  90°  wird,  d.  h.  wenn 
entweder  die  Gränzflächen  des  Glases  parallel  oder  wenn  die 
Einfallsebene  mit  der  Durchschnittslinie  der  Gränzflächen  paral- 
lel ist. 

Lässt  man  bei  demselben  a  und  y  die  Lage  der  Einfallsebene, 
also  f,  variabel  sein,  so  wird  für  £  =  0  und  c=180°  der  Feh- 
ler ein  Maximum,  fiir  £>90°  aber  <270°  wird  x  negativ,  die 
Punkte  S  und  A  liegen  sodann  zu  verschiedenen  Seiten  des  Ein- 
fallslothes. 

Nimmt  man  in  (8)  bloss  a  veränderlich,  so  beträgt  für  a  =  0 
der  Fehler  2/7icos£,  und  wenn  noch  £=0  ist,  2yw;  nimmt  mit 
dem  Wachsen  des  Einfallswinkels  zu,  wird  für  a  —  {M)°  unendlich 
gross. 

Um  den  Werth  x  =  <x>  zu  bestimmen,  muss  man  zu  der  For- 
mel (7)  zurückgehen;  aus  dieser  folgt,  wenn  <*  =  90°  ist, 

—  sin4^  =  n  sin  A  cos  (ß  +  A) , 

und  wenn  noch  in  (1)  statt  der  Tangente  der  Sinus  gesetzt  und 
in  diese  Gleichung  substituirt,  ferner  A  gegen  ß  vernachlässigt 
wird,  so  bekommt  man: 

x 

— sinakj  =  w  sinycos£co8|3.  (9) 

Diese  Gleichung  giebt  für  x  nur  dann  reelle  Werthe,  wenn  das 
Glied  rechter  Hand  des  Gleichheitszeichens  negativ  wird,  was 
wieder  nur  dadurch  möglich  wird,  dass  £>9Ö°  und  <270°  be- 
deute; es  kommt  daher  auf  die  Stellung  des  leuchtenden  Punktes 
an,  ob  für  a=90°  von  der  belegten  Fläche  reflektirtes  Licht  durch 
die  obere  Glasfläche  herauskommt  oder  nicht. 

Das  eben  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  sei  (Taf.  II. 
Fig.8.)  £=180°,  der  Winkel  BAL=zy  =  W ,  der  Einfallswinkel 
SCF=«  =  90°,  n  =  5,  so  ist  ß  =  4P  48'  35"*,  CDL  =  EDA 
=48»  11' 53",  DEG=a'  =4P  47'  37"  und  GEO=|3'=88»32'  16, 
der  Strahl  tritt  somit  durch  die  obere  Ebene  aus  dem  Glase 
heraus. 
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Ist  dagegen  (Taf.  IL  Fig.  9.)  e  =  0,  CAL=3Q",  SCF=a  =  90°, 
so  ist  wieder  ß  =  41°  48'  35"  4,  CDA  =  48«  W  54"  6,  DEG  =  «' 
=  410  49'  35"  4,  aber  sin/S'  schon  grösser  als  die  Einheit;  der 
Strahl  erleidet  somit  bei  E  eine  totale  Reflexion. 

Aus  der  Gleichung  (8)  folgt  für  f=0,  y  =  30",  o=60°.  n=i, 
#  =  2' 27",  und  wenn  e=30°  ist,  y,  er,  n  ihre  Werthe  beibehal- 
ten, so  ist  x  =  V  19"  5;  der  Fehler  ist  also  bedeutend. 

Will  der  Mechaniker  untersuchen,  ob  die  Ebenen  eines  Gla- 
ses einander  parallel  sind,  so  bedient  er  sich  hierzu  des  Spbae- 
rometers,  das  ist  eines  Instrumentes,  mittelst  dessen  er  den  Ab- 
stand beider  Flächen  an  jeder  Stelle  sehr  genau  bestimmen  kann. 

Der  Geometer  kann  die  besagte  Untersuchung  beim  un be- 
legten Glase  auf  folgende  Art  vornehmen:  er  legt  das  GlaretüYk 
auf  eine  nahe  horizontale  Ebene,  oder,  was  besser  ist,  auf  drei 
fixe  Spitzen,  visirt  durch  ein  Fernrohr  auf  ein  an  der  vorderen 
Ebene  sichtbares  Bild  eines  gut  begränzten  Objektes  und  lässt 
das  Glas  auf  den  Spitzen  um  die  ganze  Peripherie  drehen.  Bleibt 
das  Bild  an  derselben  Stelle,  so  ist  das  Glas  parallel  begränzt, 
sind  dagegen  die  Glasebenen  gegen  einander  unter  einem  Winkel 
y  geneigt,  so  wird  bei  der  Drehung  des  Glases  das  auf  die  obere 
Ebene  gefällte  Einfallsloth  eine  nach  aufwärts  gekehrte  Kegel- 
fläche beschreiben,  die  Achse  dieses  Kegels  steht  auf  der  fixen 
Ebene  senkrecht,  der  Scheitel  liegt  in  der  oberen  Ebene  und  der 
Winkel  am  Scheitel  ist  =  2y. 

Wegen  der  Bewegung  des  Einfallslothes  wird  sich  auch  die 
Einfallsebene,  somit  auch  das  an  der  oberen  Ebene  durch  Reflex 
entstandene  Bild  ändern,  dies«  letztere  daher  im  Fernrohre  eine 
krumme,  in  sich  zurückkehrende  Linie  beschreiben. 

Die  Bahn,  welche  das  Bild  durchläuft,  wollen  wir  durch  die 
Fig.  10.  auf  Taf.  II.  versinnlichen;  die  Kugelfläche  ist  aus  dem  Schei- 
tel des  Kegels  beschrieben  und  schneidet  die  fixe  Ebene  in  HR, 
die  Achse  des  Kegels  in  P,  das  Einfallsloth  während  der  Drehung 
in  der  Kreislinie  abcdef....i  (a,  6,  c, ....  z  sind  die  einzelnen  Posi- 
tionen des  Einfallslothes),  und  endlich  den  einfallenden  Strahl  in  S. 

Offenbar  sind  Sa,  Sb,  Sc,  Sf, ....  Sz  die  Maasse  der  Einfalls- 
winkel während  der  Drehung  des  Glasstückes;  sind  also  SaA, 
SbB,  ....  SzZ  die  Schnitte  der  Einfallsebenen  mit  der  Kugelfläche 
und  ist  Sa  —  aA,  Sb  =  bB,  Sc  =  cC,  Sf=  fF, ....  Szz=zzZt  so 
sind  A.  B,  C.  D,  F,  ....  Z  die  entsprechenden  Punkte,  in  wel- 
chen der  reflektirte  Strahl  die  Kugelfläche  trifft,  also  ist  AB  CD  ....  Z 
die  vordere  Hälfte,  A  der  höchste,   Z  der  niedrigste  Punkt  der 
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b'abo,  welche  das  Bild  im  Fernrohre  beschreibt.  Der  Winkel, 
unter  welchem  der  höchste  und  tiefste  Punkt  vom  Mittelpunkte 
der  Kugel  erscheint,  wird  durch  den  Bogen  AZ  gemessen,  und 
weil  AZ  —  SZ  —  SA  =  'lSx—"lSa  =  'laz  und  az  =  2y  ist,  so  ist 
AZ=4y,  also  erscheint  der  Fehler  in  der  Neigung  der  Glas- 
flächen viermal  vergrössert  in  der  Bewegung  des  Bildes  und  kann 
somit  nicht  nur  leicht  erkannt,  ja  sogar  gemessen  werden. 

Bei  einem  belegten  Glase,  bei  einem  Spiegel  also,  bleibt  das 
ganze  Verfahren  bis  auf  den  Umstand  dasselbe,  dass  die  vordere 
unbelegte  Ebene  des  Spiegels  fixirt  werden  muss,  was  dadurch 
geschieht,  dass  man  die  drei  »Spitzen  nach  abwärts  gekehrt  be- 
festigt und  den  Spiegel,  an  diese  anliegend  unterstützt.  Das  durch 
Reflex  entstandene  Bild  wird  auch  hier  bei  der  Drehung  des  Spie- 
gels dieselbe  Bahn  beschreiben. 


XIV. 

Untersuchung  des  Fehlers,  wenn  hei  einem  Spiegel- 
instrumente  die  Spiegel  auf  dem  Limbus  nicht  senk- 
recht stehen. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ignatz  Lemock 

an  der  Universität  zu  Lemberg. 


Der  Fehler,  welchen  eine  geneigte  Stellung  beider  Spiegel 
hei  einem  Sextanten  auf  die  Genauigkeit  der  Messung  äussert, 
ist  meines  Wissens  noch  in  keinem  Werke  vollständig  untersucht 
zu  finden,  ich  glaube  demnach,  dass  die  Mittheilung  der  nach- 
folgenden Untersuchung  dieses  Fehlers  allen  Freunden  des  Spie- 
gelsextanten und  Jenen,  welche  Vorträge  über  praktische  Geome- 
trie zu  halten  haben,  willkommen  sein  könne. 
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Wir  wollen  vorerst  den  Fall,  dass  bei  einem  Winkelmesser 
zwei  ebene  Glasspiegel  vorkommen,  annehmen;  der  Fehler,  wel- 
cher bei  Instrumenten,  die  nur  einen  Spiegel  haben,  wegen  der 
geneigten  Stellung  desselben  entsteht,  erscheint  dann  als  ein 
spezieller  Fall  des  eben  behandelten  Fehlers. 

Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  11.)  cd  .das  Einfallslot  h  auf  dem  Spiegel 
ab,  CD  auf  dem  Spiegel  AB,  beide  Lothe  mit  dem  Punkte  S, 
von  welchem  der  Strahl  Sc  auf  den  Spiegel  ab  fällt,  in  einer 
Ebene,  demnach  beide  Spiegel  auf  die  Ebene  ScC  senkrecht. 
Wird  der  Einfallswinkel  Scd=ß  gesetzt,  so  kommt  der  Strahl 
-V  nach  der  ersten  Reflexion  in  C  an,  sobald  Scd  =  dcC  ist, 
und  zwar  unter  dem  Einfallswinkel  cCd,  welcher  wieder  dem  Re- 
flexionswinkel  DCR  gleich  ist;  der  Strahl  hat  also  den  Weg  ScCR 
zurück  gelegt. 

Werden  beide  Spiegel  verlängert,  bis  sie  sich  schneiden,  und 
sind  aM,  AM  die  Schnitte  der  verlängerten  Spiegel  mit  der  Ebene 
ScC,  so  ist  aMA  =  a  ihr  Neigungswinkel,  der  Winkel  cCM  be- 
trägt 90°— (a  +  /S),  somit  cCD=ct  +  ß,  und  wenn  cCR  =  2a>  ge- 
setzt wird,  so  ist 


Nehmen  wir  nun  an,  beide  Spiegel  werden  aus  der  voraus- 
gesetzten vertikalen  Stellung  gebracht,  der  Strahl  nehme  sodann 
den  Weg  ScCR',  auch  sei  cC'R'  =  '2co' ,  so  ist  wegen  der  un- 
richtigen Stellung  beider  Spiegel  der  in  der  Messung  des  Winkels 
begangene  Fehler 


Des  Folgenden  wegen  wollen  wir  noch  auf  den  Umstand  auf- 
merksam machen,  dass  die  Einfallslothe  beider  Spiegel  eine  ent- 
gegengesetzte Richtung  haben ,  dass  der  Strahl  cC  auf  den  Spie- 
gel AB  so  auftallt,  als  käme  er  von  einem  Punkte  St  her,  der 
eben  so  weit  hinter  dem  Spiegel  ab  liegt,  als  5  vor  demselben  ist. 

Zur  Erklärung  der  Rechnung  nehmen  wir  Taf.  II.  Fig.  12.  zu 
Hülfe.  In  dieser  Figur  ist  adB  die  Ebene,  auf  welcher  vorerst  die  Spie- 
gel ab  und  AB  senkrecht  gestellt  angenommen  werden;  Cd  ist 
das  Einfallsloth  auf  ab;  CD  auf  AB;  CQ  die  Verlängerung  von 
CD,  somit  dQ  =  a  der  Neigungswinkel  beider  Spiegel;  5  der 
Punkt,  von  welchem  der  Strahl  SC  auf  ab  unter  dem  Einfallswin- 


kel Sd  —  ß  auflallt,  SLC  der  reflektirte  Strahl,  somit  5^=20. 

Wird  Sonach  S2  verlängert,  so  ist  Sa  der  Punkt,  von  wel- 
chem die  Strahlen  auf  den  Spiegel  AB  aufzufallen  scheinen,  der 


2a>=2(a  +  j3). 


(1) 


2g>  —  2w'=*. 


(2) 


instrumenta  die  Spiegel  auf  dem  Umbus  nicht  senkrecht  stehen.  |  ß9 

Einfallswinkel  S.J)  ist  gleich  dem  Reflexionswinkel  DR,  somit 
SjÄ  =  2to;  ist  ferner  CP  die  Verlängerung  von  SC,  so  ist 
P&8=  =2|5,  PD  =  QS  =  ß—a,  daher  S,D  =  «  +  0  und 
£,£=2a>  =  ?(«  +  /?),  also  wieder  die  Gleichung  (1). 

Kömmt  der  Spiegel  ab  aus  der  angenommenen  Stellung,  so 
tritt  das  Einfallsloth  aus  der  Ebene  SAB  heraus;  ist  nun  d'C 
dasselbe  nach  der  Verstellung  des  Spiegels,  so  ist,  da  5  seinen 
Ort  nicht  ändert,  Sd'  =  ß'  der  gegenwärtige  Einfallswinkel;  denken 
wir  uns  durch  SCd'  eine  Ebene  Sd'PSA  gelegt  und  die  sämmt- 
licben  Ebenen  durch  eine  Kugelfläche  geschnitten,  welche  aus  C 
mit  einem  beliebigen  Halbmesser  beschrieben  ist,  so  liegt  der 
reflektirte  Strahl  in  der  letztgenannten  Ebene,  und,  Sd'  =  d'Si 
vorausgesetzt,  so  ist  CSa  die  Richtung  des  reflektirten  Strahles 
und  SS3  = 


Für  den  Spiegel  AB  ist  die  Verlängerung  des  Strahles  S9C, 
nämlich  S4,  der  Punkt,  von  dem  die  Strahlen  aufzufallen  schei- 
nen, und  bei  der  senkrechten  Stellung  dieses  Spiegels  S4f)  der 
Einfallswinkel. 

Wird  jedoch  das  Einfallsloth  CD,  somit  auch  der  Spiegel  AB 
verstellt,  und  hat  das  Einfallsloth  sodann  die  Richtung  CD'  t  so 
ist  S4D'  der  Einfallswinkel,  der  reflektirte  Strahl  liegt  in  der  durch 
S^CD'  gelegten  Ebene,  nämlich  S^D'S^,  und  wenn  S4Ö'  =  Ö'Ä' 
vorausgesetzt  und  mit  «'  bezeichnet  wird,  so  ist  iS4l?/  =  2^a,,  da- 
her 52ß — S4R' ,  also  2o>—  2co'  =  x  der  gesuchte  Unterschied. 
IHess  vorausgesetzt,  betrachten  wir  in  dem  Dreiecke  Sdd'  die  Seite 
dd'  —  y,  Sd=fi,  den  Winkel  Sdd'  =  e  als  gegeben;  y  ist  das 
Maass  des  Winkels,  um  wie  viel  der  Spiegel  aus  der  vertikalen 
Ebene  verstellt  worden  ist,  £  der  Neigungswinkel  zwischen  den 
Ebenen  dd'C  und  dCS;  bezeichnen  wir  den  Winkel  dSd'  mit  m,  so 
ist  dieser  und  Sd'  =  ß'  zu  bestimmen ;  man  bat 

cosjS'  =  cos  0  cos y  -f  sin/Ssinycose,  (3) 

 sing  sin  y  

tang  m  _  cQg  y  sin  p  _  cos  p  si  n  y  cos  ( '  W 

In  dem  Dreiecke  PDD'  ist  DP  =  ß  —  a ,  nehmen  wir  hier 
wieder  DD'  =  dt  den  Winkel  PDD'  =  s'  als  gegeben  an,  setzen 
PZy=v,  den  Winkel  DPD'  =  n,  so  ist 

cosv  =  cos(/5  —  «)cosdf-f  sin(0— a)  sind  cos«',  (5) 

 sing'  sind  

tang  n  —  cos  Ö*  i n  (ß  -  a)  -  cos  (ß  -  a)  sin  ö  cos  «' '  @) 
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Aus  dem  Dreiecke  S^PD» ,  wo  P&^v,  S4P=2/3\  S4PD' 
=  n+m  bekannt  sind,  ist  <S4D/  =  co/  zu  bestimmen;  man  bekommt 

cos  w'  a=  cos  Iß'  cos  v  +  si  n  '2/3'  sin  v  cos  (n  +  m).  (7) 

Wollte  man  noch  den  gegenwärtigen  Neigungswinkel  beider  Spie- 
gel bestimmen,  was  wir  jedoch  bei  unserer  Aufgabe  als  Neben- 
sache betrachten,  so  setze  man  den  Winkel  PS4D'  =  s,  so  ist 

sin  (n  +  i»)sin  v   R 

ta,,8*  -  cos v sin -2)3'  —  cos  20' sin  v cos (w  +  m) '  (8) 

Dann  folgt,  wenn  noch  D'C  nach  Q'  verlängert  wird,  aus  dem 
Dreiecke  S3d'Q',  in  welchem  die  Stöcke  d'Sa=zß',  S^Q' =  cd', 
d'S^Q'^s  bekannt  sind,  für  die  Seite  d'Q'  =  ct'  die  Gleichung: 

cos  a'  =  cos/S'  cos  w'  +  sin  ß'  sin  to'  cosi,  (9) 

und  a'  ist  der  Neigungswinkel  beider  Spiegel. 

Wir  wollen  hier  einige  nach  diesen  Gleichungen  gerechnete 
Beispiele  beifügen,  wobei  ß  stets  20°  angenommen  worden  ist. 


No. 

o 

r 

8 

X 

1 

85 

85 

60 

+  10' 

+  10' 

+  1*37*5 

2 

85 

85 

60 

-10' 

3 

85 

85 

0 

-10' 

-10' 

4 

85 

86 

0 

+  i<y 

—  10^ 

5 

85 

85 

0 

-10' 

+  w 

— ß'8" 

6 

85 

85 

20 

-10' 

+ c 

-2'  5"2 

Nun  wäre  w'  in  Gleichung  (7)  durch  die  Grössen  a,  ßt  y,  6, 
e  und  s'  auszudrücken,  allein  der  vollständige  Ausdruck  wird  sehr 
komplizirt;  zu  unserem  Zwecke  ist  es  jedoch  hinreichend,  die 
Abhängigkeit  des  Fehlers  von  den  eben  genannten  Grossen  nur 
durch  einen  genäherten  Ausdruck  ersichtlich  zu  machen,  was 
allerdings  möglich  ist,  weil  y  und  d  immer  als  sehr  kleine  Bogen 
vorausgesetzt  werden  können,  und  m,  so  auch  n,  in  sehr  vielen 
Fällen  entweder  sehr  spitze  oder  nahe  an  180°  liegende  Winkel  sind. 

Zur  Ableitung  der  Näherungsformeln  setzen  wir  ß  —  ß'=zu, 
so  bekommen  wir  aus  (3)  nach  einer  leichten  Reduktion,  bei  wel- 

y2 

eher  sin tt  =  «,  cosu  =  l,  cosy  =  l —       siny  =  y  gesetzt  worden 

Y2 

ist,  mit  hinreichender  Schärfe  u  =  ycos«  —  %cotg|J,  somit  ist 


Digitized  by  Google 


171 


ß'  =  ß  -  /'  COS  i  +  7    g       cotg  |3 .  (10) 
Die  Gleichung  (4)  übergeht  bei  dieser  Voraussetzung  in 


Bei  den  Ausdrücken  (5)  und  (6)  muss  man  jedoch  auf  den  Um- 
stand,  oh  a  grösser  oder  kleiner  als  ß  ist,  Rücksicht  nehmen. 

Setzen  wir  v — (ß  —  a)  =uit  wobei  unter  (ß — a)  stets  der  po- 
sitive Unterschied  verstanden  wird,  so  bekommen  wir  aus  (5) 
entweder 

o^sinl" 

*  =  (/?—«)-  d"cose'  +  1  cotg(/3  -  «),  (12) 


v  =  (a-0)  +  d"'cose'  +  ^  cotg(/3— a),  (13) 

die  erste  dieser  Gleichungen,  wenn  ß>  a,  die  letztere,  wenn  o>  /3  ist. 
Aus  (6)  folgt: 

n==sin(/3-a)-  (14) 

Diese  Gleichung  giebt  das  Resultat  jedoch  nur  so  lange  mit  hin- 
reichender Schärfe,  als  (j3—  a)  positiv  ist  und  wenigstens  einen  Grad 
beträgt;  wird  z.  B.  (ß~ a)  =  1°,  5=10',  c  =  80°  angenommen, 
so  folgt  aus  (G)  71=56'  35",  aus  (14)  »  =  56'  25"7;  wird  dagegen 
(0  —  «)  =  30/,  5=10',  «=80°  gesetzt,  so  giebt  die  Gleichung  (6) 
n  =  19o  12'  37"7,  jene  (14)  aber  «  =  18°  48'  31"3;  in  diesem  Falle 
differiren  die  Resultate  schon  um  24  Minuten. 

Ist  ct>ß,  so  wird  in  (6)  tangn  negativ,  dann  ist 

c») 

endlich  ist  wegen  (1)  und  (2): 

a>'  =  («  +  /S)-f.  (16) 

Ein  Weg,  auf  welchem  man  für  x  einen  genäherten  Ausdruck 
erhalten  kann,  ist  folgender:  In  dem  Falle,  als  j?>«  ist,  sind 
m  und  n  sehr  spitze  Winkel,  man  kann  somit  cos (;«  +  «)=  +  1 
setzen,  dann  übergeht  die  Gleichung  (7)  in  cos  co' =  cos (2/3'  —  v), 
also  ist  od' =  2/3'—  v;  werden  in  diese  Gleichung  die  Werthe  aus 
(16),  (10)  und  (12)  gesetzt,  so  bekommt  man: 
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(D 

x"  =  4y"cos£— 2of,,cos£/— -^"^sinVcotg/S  -f-  2<5"a  sin  1"  cotg  (/3 —  er). 

Ist  jedoch  «>  ß,  so  ist  in  Gleichung  (15)  n  nahe  an  180°,  m  ein 
kleiner  Winkel,  man  kann  somit  cos (n  +  wi)  =  —  1  setzen;  dann 
überseht  die  Gleichung  (7)  in  cos  w'  =  cos  (2/3'  +  v) ,  somit  ist 
ö>'  =  2/3'  +  v,  und  aus  diesem  Ausdrucke  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (16),  (10)  und  (13)  wieder  die  Gleichung  (I). 

Für  ß  —  a  wird  x  in  Gleichung  (I)  unendlich  gross,  worauf  wir 
später  kommen  werden. 

Will  man  jedoch  auch  den  Einfluss  der  Winkel  m  und  n  be- 
rücksichtigen, so  setze  man  entweder  die  Werthe  aus  (10),  (11), 
(12),  (14)  und  (16)  oder  aus  (10),  (11),  (13),  (15)  und  (16)  in  (7); 
bei  der  Entwickelung  der  Ausdrücke  kann  man  offenbar  wieder 
alle  Glieder  vernachlässigen,  in  welchen  die  Summe  der  Exponen- 

X  X  X 

ten  von  y  und  S  mehr  als  zwei  beträgt,  zugleich  cos^  =  1»  s'10^ ss] 
setzen,  60  bekommt  man  für  die  Fälle,  dass  ß  grösser  oder  klei- 
ner als  a,  folgende  Gleichung: 

x"  =  4y"  cos  £  —  2ö"  cos  e' 

4y"ä"  sin  l" 

+  8in(tt-H3T 1  C°S  (üf  +  "  C°S  6  C°S  *' "~  C0S  ^  Si"  £  S'm  f ' 1 

iflio       /  .  o\     «  sin2£sin(a— /5)cotg/?.>.  (H) 

—  2y"asin  1*  {2cotg(a+0)cosa£+cotg/3  sTn(a  +  ft)  }1 

,  ...      _  #    .   .  .  nK  .     Ä         sin  V  sin  2/3 

-a''»s.nncoSVcote(«-K?)+cotg(c-/;)-^(c_^si||(ttp+<?) 

Wird  a=0  gesetzt,  so  übergeht  diese  Gleichung  in 
x"  =  4y"  cos  £ — 2<5"  cos  f' 

-  cotg /3  sin  l"{4y"a+2//2cos  £  +  ä"asinV-4y"<5"  cos  (f  + 1')  \\ 

Auch  die  Gleichung  (II)  wird  unbrauchbar,  x  wird  nämlich 
unendlich  gross,  sobald  « =r  ß  wird;  für  diesen  Fall  bekommen 
wir  aus  (5)  v  =  d,  aus  (6)  »  =  180°  — £';  ß'  und  m  behalten  ihre 
Werthe;  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  v  und  n  folgt  aus 
(7)  nach  einer  der  vorhergehenden  analogen  Reduktion: 

x"  =  4/'  cos  £  —  26"  cos  £'  \ 
+*inlW*',cotg2/3cos£cos^  .  (iV) 

—  4y"a  cotg  2/3  cos  af  -  6"»  cotg  2/3 } ) 
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Nun  wird  es  erklärlich,  warum  der  Weg,  auf  welchem  wir 
die  Gleichung  (I)  erhalten  haben,  nicht  auch  auf  den  Fall 
anwendbar  ist. 

Sind  jedoch  t  und  e'  rechte  Winkel,  so  werden  die  Aus- 
drücke viel  einfacher,  und  (II),  (I").  (IV)  übergeht  der  Ordnung 
nach  in 

*'-"sln1^  *>  <V> 

_  cot?  ßs'm  1 "  (2y"  +  «")*,  (VI) 

9^W'*"coBß  +  V*cos«/3  +  6''*cos2/S}.  (VII) 

Diese  letzte  Gleichung  hätten  wir  auch  aus  (V)  erhalten  können. 
Die  fJmstaltung  dieser  Gleichungen  fä*r  den  Fall,  als  y  oder  6 
Null,  e  oder  e'  rechte  Winkel  sind,  unterliegt  keiner  Schwierig- 
keit. Der  Winkel  ß  kann  nicht  Null  sein,  denn  dann  würde  der 
Strahl  auf  den  ersten  Spiegel  senkrecht  auffallen  und  würde  in 
sich  selbst  zurück,  also  nicht  auf  den  zweiten  Spiegel  reflektirt 
werden ;  ß  ist  überdiess  ein  konstanter  Winkel  und  beträgt  bei  den 
meisten  Spiegelsextanten  nahe  20°;  weil  ferner  k2o)  =  2(a  +  /3) 
immer  kleiner  als  180°,  also  a-f/3<90°  sein  muss,  so  ist  auch  a 
ein  spitzer  Winkel;  die  möglichen  Werthe  desselben  sind  von  Null 
bis  60  Grade;  in  (V)  ist  also  cos(a-fß)  stets  positiv;  endlich  wol- 
len wir  noch  erwähnen,  dass  y  und  ö  negativ  zu  nehmen  sind, 
sobald  das  entsprechende  Einfallsloth  unterhalb  der  Limbusebene 
liegt,  und  dass  die  ersten  zwei  Glieder  in  den  Gleichungen  (II) 
bis  (IV)  über  die  folgenden  der  Art  vorherrschend  sind,  dass  die 
Werthe  der  übrigen  Glieder  nahezu  unberücksichtigt  bleiben  kön- 
nen ;  bei  diesem  Umstände  kann  der  Fehler  sehr  nahe  als  bloss 
von  y,  £,  «  und  c'  abhängig  betrachtet  und  die  Abhängigkeit  nach 
diesen  zwei  Gliedern  beurtheilt  werden.  Nimmt  man  also  bei  den 
Gleichungen  (I)  bis  (IV)  bloss  auf  die  ersten  zwei  Glieder  Rück- 
sicht, so  folgt: 

1)  dass,  so  lange  e  und  t*  gleiche,  aber  spitze  Winkel  sind, 
der  Fehler  viel  grosser  ausfällt ,  wenn  y  und  6  ungleich  bezeichnet 
sind,  und  dass  x  mit  y  eine  gleiche,  mit  6  eine  entgegengesetzte 
Bezeichnung  erhält; 


»)  Diese  Gleichung  habe  ich  auch  auf  einem  andern,  aber  weit- 
läufigem Wege  erhalten,  wie  in  der  ersten  Auflage  meiner  „Prakti- 
schen Geometrie"  ersichtlich  ist. 

Theil  XXV.  1» 
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2)  dass  der  absolute  Werth  des  Fehlers  nahe  derselbe  bleibt, 
so  lange  y  und  ö  gleich  beieichnet,  also  beide  positiv  oder  beide 
negativ  sind ;  diess  bestätigen  auch  die  oben  gerechneten  Beispiele. 

Sind  jedoch  «  und  c'  rechte  Winkel,  so  wird  der  Fehler 
bedeutend  geringer,  wie  die  nachfolgenden  Beispiele,  wobei  wie- 
der 0=20°  angenommen  wurde,  zeigen. 


•  1 

'  1 

«  1 

* 

0 

+  10/ 

-flO* 

-43" 

60 

-10' 

+  10* 

3" 

0 

0 

±w 

-4"8 

0 

+  10' 

0 

-19" 

• 

In  diesem  Falle,  nämlich  f  =  *'=90°,  verursacht  die  unrich- 
tige Stellung  des  unbeweglichen  Spiegels  einen  grössern  Fehler, 
als  der  des  beweglichen;  ferner  haben  gleich  bezeichnete  Werthe 
von  y  und  Ö  einen  grössern  Fehler  zur  Folge,  als  ungleich 'be- 
zeichnete» 

Bei  gleichen,  aber  ungleich  bezeichneten  Werthen  von  y  und 
6  kann  in  (V)  der  Ausdruck  innerhalb  der  Klammern  auch  Null 
werden,  wenn  nämlich 

_  20  ±  tan  g  ß  V  t  an  g  *ß  +  9 
cosa—  25  +  tg»|5 

wird;  ÜLsst  man  ß=z 20°  bedeuten,  so  ist  «  —  32° 54'  26"  oder  auch 
«=41°  14'  ö". 


Wir  haben  nun  noch  den  Fehler  zu  bestimmen,  welcher  dureb 
die  geneigte  Stellung  eines  einzigen  Spiegels  entsteht.  " 

Dieser  Fehler  ist,  wie  Taf.  II.  Fig.  12.  zeigt, 

20-2/5'=*:,  *  (17) 

*r 

woraus  ß'^zß  —  ^  folgt;  wird  dieser  Werth  in  die  Gleichung  (3) 

substituirt  und  auf  den  Umstand  Rucksicht  genommen,  dass  y 
ein  kleiner  Bogen  ist,  so  bekommt  man 

*"  =  2y''cosf-y,/a»inrcotg/?.  (18) 
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Da  in  diesem  Falle  der  Spiegel  beweglich  ist,  somit  ß  alle  mög- 
lichen W erthe  von  0  bis  90°  erhalten  kann ,  so  ist  die  Gleichung  (18) 
für  0  =  0,  also  für  senkrecht  auffallende  Strahlen,  nicht  brauchbar, 
x  wird  nämlich  unendlich  gross.  In  diesem  Falle  (p  =  0)  folgt 
aus  (4)  in  =  180° —  e;  wendet  man  oun  auf  das  Dreieck  Sdd' 
(Tat  II.  Fig.  12.)  unter  der  Annahme,  dass  ß  nicht  Null,  aber  m 
bekannt  ist,  eine  der  Neper'schen  Gleichungen  an,  so  bekommt 

sin  (— — ^ 

t">g(gTJr)=      filJs*^   aber  ^-  =  -(900-,); 

-(-TV 


«  kann  also  welchen  Werth  immer  haben,  so  ist  tang^  g  y^=0, 
also  0'=y,  und  die  Gleichung  (17)  ubergeht  sodann  in 

x  =  — 2y.  (19) 
Wird  «  =  90°,  so  bekommen  wir  aus  (18)  die  folgende  Gleichung: 

.T^rr-y^sinrcotg/J.  (20) 

Dieser  Ausdruck  wird  für  ß=90°  Null,  was  ganz  natürlich  ist, 
denn  unter  dieser  Annahme  folgt  aus  (3)  ß'  =  90°,  und  da  bei  einem 

Spiegel  c  =  0  ist,  so  folgt  aus  (16)  ar  =  Null. 

« 

Lässt  man  £  =  85°,  y  =  10',  ß  =  5°  bedeuten,  so  folgt  aus 
(18)  o:=r  34*6;  bei  denselben  Werthen  vou  e  und  y,  aber  0=80°, 
wird  x  =  r44"3.  Aus  (20)  folgt  für  0=5°  und  y=10/  ar=-19"9 
md  für  /J=80°  bei  demselben  y  ^=-0*3;  aus  (19)  folgt  für 
7=10'  x=— 20'.    Dieser  letzte  Fehler  ist  sehr  bedeutend. 


♦  • 


12« 
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XV. 

Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  Sieben  und 
die  Verwandlung  der  gemeinen  Brüche  in  Decimalbruche. 

Von 

Herrn  A.  P.  Äeycr, 

Hauptmann  in  der  k.  k.  österreichischen  Armee  zu  Tri  est. 


Ueber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  durch  Sieben. 

1)  Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  4051461932  durch 
7  th eilbar  sei  oder  nicht. 

Annahme.  Die  zur  Untersuchung  bestimmte  Zahl  heisst 
die  gegebene  ZahJ;  jede  nächst  höhere  Zahl,  welche  durch 
7  t  heil  bar  ist,  heisse  M ;  jede  nächst  kleinere  Zahl,  welche  durch 
7  t  heil  bar  ist,  heisse  ZV. 

Ist  demnach  die  gegebene  Zahl  =47,  so  ist  49  ihr  dazu 
gehöriges  M  und  42  ihr  dazu  gehöriges  A.  Die  Zahl  2  ist  das 
Complement  von  47  auf  49  oder  M ;  die  Zahl  5  ist  das  Supple- 
ment von  2  auf  7. 

Um  zu  untersuchen,  ob  eine  gegebene  Zahl  durch  7  theilbar 
sei  oder  nicht,  theile  man  selbe  von  der  Rechten  zur  Linken  in 
Classen  von  je  3  Ziffern  ab.  Die  höchste  Gasse  kann  naturlicher 
Weise  auch  aus  weniger  als  3  Ziffern  bestehen. 

Obige  Zahl  in  Classen  abgetheilt  hat  man  4|051 1461 1932  vor  sich. 

Bei  der  Operation  denke  man  sich  jede  Gasse  in  2  Abthei- 
lungen getrennt,  wovon  die  eine  Abtheilung  die  Hunderter,  die 
andere  Abtheilung  die  Zehner  und  Einheiten  bilden.  Der 
Deutlichkeit  wegen  sollen  für  jetzt  die  Abtheilungen  durch  Punkte 
unterschieden  werden  und  man  hat  4  0  51i4.6Jj9.32  vor  sieb. 
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Um  die  Operation  algebraisch  durchzuführen,  kann  man  diese 
durch  a\b.c\d.e\f.g  und  die  verschiedenen  Complemente  auf 
M  durch  p.q.r  darstellen. 

Um  nun  zu  finden,  ob  obige  Zahl  durch  7  theilbar  sei,  addire 


32  die  doppelte  Zahl  9  und  man 
hat  50; 

das  Coraplement  6  von  50  auf  56 
addire  man  zu  61+2.4,  und  man 
hat  75; 

das  Complement  2  von  75  auf  77 
addire  man  zu  51+2.0  und  man 
erhält  53; 

das  Complement  3  von  53  auf  56 
addire  man  endlich  zu  4,  und 
man  erhält  den  Ausdruck  3  4  4. 

Ist  nun  die  Summe  aus  3  +  4,  d.  b. 
aus  dem  letzten  Complemente 
und  der  letzten  Classe  durch  7 
theilbar,  so  ist  auch  die  ganze 
Zahl  durch  7  theilbar. 


g  die  zweifache  Zahl  /"  und  man 
hat  0  +  2/; 

das  Complement  p  von  g+'lf  auf 
M  addire  man  zu  c+2f£  und  man 
hat  />  +  e+2tf; 

das  Complement  q  von  ;>  +  e+2d 
auf  M  addire  man  zu  c+26,  und 
erhält  g  +  c+26; 


das  Complement  r  von  9  +  0+26 
auf  M  addire  man  endlich  zu  a  u. 
man  erhält  den  Ausdruck  r+a. 

Ist  nun  die  Summe  aus  r+a,  d.  h. 
aus  dem  letzten  Complemente 
und  der  letzten  Classe  durch  7 
theilbar,  so  ist  auch  die  ganze 
Zahl  durch  7  theilbar. 


Diese  ganze  Operation  stellt  sich  also,  wie  folgt  dar: 


a\b.c\d.e\f.g, 

g+2f  gibt  das  Complement  j?, 
p  +  e+2d  „    „  „  q, 

9  +  C  +  26  „    „  „  r, 

*  "T  ß  »»      »»  i*  0, 


folglich  ist  obige  Zahl  durch  7 
theilbar. 


4|0.51|4. 61)9.32, 

32+18    =50 gibt  das  Complem.  6, 

6+61+8=75  „    „  „  2, 

2+51+0=53  „    „  „  3, 

3+4    =  7  „    „  „  0, 

folglich  ist  obige  Zahl  durch  7 
theilbar. 


Man  sieht,  dass  die  ganze  Operation  auf  der  Addition  je  dreier 
Zahlen  beruht,  nämlich  auf  der  Addition  des  Complementes  auf 
M  der  vorhergehenden  Classe,  zu  der  zweiziffrigen  Zahl  und  der 
doppelten  dritten  Ziffer  der  darauf  fofgenden  Classe. 

2)  In  der  Praxis  geht  diese  Operation  ungemein  schnell  vor 
»ich,  indem  die  Uebertragung  des  Complementes  auf  M  von  einer 


i 
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Classe  auf  die  andere  und  die  Addition  der  kleinen  Zahlen  nur 
das  Werk  eines  Augenblickes  ist,  weil  alle  vorkommenden  7  oder 
die  durch  7  theilbaren  Zahlen  übergangen  werden;  glaubt  man 
schneller  zu  Ende  zu  kommen,  so  kann  man  die  Neuner  auf  2, 
die  Achter  auf  1  reduciren,  und  hat  endlich  sich  wegen  Ueber- 
tragung  des  Complementes  nur  dem  Gedächtnisse  einzuprägen, 
dass  die  Zahlen  84  ,  91,  98,  105,  112,  119,  126  durch  7  th  eil  bar 
sind,  indem  die  höchste  Summe,  welche  durch  die  Addition  dreier 
Zahlen  zum  Vorschein  kommen  kann,  —  0  |  99  +  IS  =  123  ist. 

Sollte  sich  zufälliger  Weise  eine  ganze  Classe  vorfinden,  welche 
mit  0  besetzt  ist,  so  wird  nicht  das  Complement  auf  .17,  son- 
dern dessen  Supplement  zu  7  auf  die  nächste  giltige  Classe 
übertrafen.    Ein  Beispiel  möge  dieses  erläutern : 

Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  37|000|264  durch  7  theil- 
bar  sei. 

Es  ist  64  +  4  =  68;  2  ist  das  Complement  auf  70  oder  M. 
Nun  sage  man  nicht,  2+37  ist  39,  sondern  5437  ist  42.  Dieses 
geht  daraus  hervor,  well  die  Rechnung  eigentlich  wie  folgt  ge- 
stellt sein  sollte:  Es  ist  64  +4  =  68;  2  ist  das  Complement  auf 
70  oder  M,  2  +  0  =  2;  5  ist  das  Complement  auf  7  oder  M\ 
5  +  37=42;  folglich  ist  die  angeführte  Zahl  durch  7  theilbar. 

Sollten  zwei  volle  nebeneinanderstehende  Classen  mit  0  be- 
setzt sein,  so  wird  wieder  nur  das  Complement  übertragen,  in- 
dem zwei  ganze  Classen,  mit  0  besetzt  und  eingeschoben,  die 
Reste  nicht  ändern. 

3)  Wenn  eine  Zahl  nicht  durch  7  theilbar  ist,  so  ist  bei  einer 
'  geraden  Classen- Anzahl  das  Complement  der  letzten  Classe 
auf  M  der  wahre  Rest;  ist  die  Classen-Anzahl  ungerade,  so  ist 
dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest 

Es  mögen  folgende  zwei  Beispiele  zur  Erläuterung  der  ange- 
fahrten Regeln  dienen: 

Erstes  Beispiel.  Welchen  Rest  gibt  die  Zahl  38|82Ö|102|345, 
durch  7  get heilt? 

45+  6         =51  gibt  das  Complement  5, 

5+2+2=9,,     ,,  „      :  5, 

5+25+16-=46    „     „  3,  x 

3+38         =41    „      „  „  1; 

folglich  ist  1  der  wahre  Rest. 


Digitized  by  Google 


und  die  \  er  Wandlung  der  gemeinen  Brüche  in  Uecimalbrüche.  179 


Zweites  Beispiel.    Welchen  Kest  t;ibt  «He  Zahl  287,516 420, 
7  get  heilt? 

20+  8  =28  gibt  das  Coinplement  0, 
0+16+10=26  „  „  „  2, 
2+87+  4=93    „     „        „  6.  . 

Wäre  nun  die  Gassen- Anzahl  gerade,  so  wurde  5  der  wahre 
Rest  sein,  da  aber  die  (Massen-Anzahl  ungerade  Ist,  so  ist  2  — 
das  Supplement  des  Restes  von  5  auf  7  —  der  wahre  Rest. 

4)  Die  bisher  beschriebenen  Operationen  auf  eine 
grossere  Zahl  angewandt,  mit  £lidirung  von  Zahlen, 
Ueberspringung  von  Klassen  und  Auffindung  des  Restes. 

Beispiel.    Es  sei  die  Zahl 

XIII.  XII.  XI.  X.  IX.  VIII.  VII.  VI.  V.  IV.  HL  II.  L 
5^1|000;000|027|1^ 

zur  Untersuchung  gegeben. 
L  1+  6      =7  gibt  0 


II.  5 

III.  2+8 

IV.  4+  0 

V.  3+  4 

VI.  86 

VII.  .      .  . 
V1IL  2+  8  =10 

IX.  4  +  23  +  2  = 

X.  6  +  27  = 

XI.  XII.    .  . 


=  5  „  2 

=  10  „  4 

=  4  „  3 

=  7  „  0 

=  86  „  5 


»» 


»» 


N 
C 

3 

a 


3 

3 


XIII.  2+31  +  10=43   „  6 


weil  42,  als  durch  7  theilbar,  Ober- 
gangen  wird; 

weil  63,  als  .durch  7theilhar,  uber- 
gangen wird; 

weil  22+6,  durch  7  (heilbar,  auch 
übergangen  wird; 

weil  07,  als  durch  7  theilbar,  wie- 
der wegbleibt; 

weil  kein  Rest  blieb  und  7  nicht 
berücksichtigt  wird; 

wird  übergangen,  dafür  aber 
nicht  5, 

sondern  das  Supplement  auf  7, 
d.  h.  2  übertragen, 

und  56  wieder  nicht  berück- 
sichtigt, 

weil  0  in  der  dritten  Stelle  nichts 
ändert; 

werden  übergangen ,  und  da  zwei 
volle  C lassen ,  welche  mit  0  be- 
setzt sind  und  übergangen  wer- 
den, nichts  ändern,  so  ist 

da  nun  die  Classen- Anzahl  unge- 
rade ist, 
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nicht  6,  sondern  dessen  Supplement  1  von  6  auf  7  der  wahre 
Rest. 

Arithmetischer  Beweis  über  die  Richtigkeit  des  gan- 
zen Verfahrens. 

•  •  i" 

'  .  .  •  •  •  • 

5)  Das  Verfahren,  welches  gezeigt  wurde,  beruht  darauf,  dass 
die  zwei  Zahlen  98  und  1001  durch  7  theilbar  sind.    Auf  der  Theil 
barkeit  von  98  beruht  die  Operation  jeder  einzelnen  Ciasse ,  auf 
der  Theilbarkeit  von  1001  beruht  die  Uebertragung  des  Comple- 
mentes  und  die  Elidirung  der  Gassen  bis  auf  die  letzte. 

*  •  ■ 

Beweis  (Iber  die  Richtigkeit  des  ersten  Theiles  der 

Operation. 

6)  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  623  durch  7  theilbar 
ist  oder  nicht. 

Wenn  man  allgemein  die  höchste  Ziffer  einer  dreiziffrigen  Zahl 
durch  a  und  die  nächststehende  zweiziffrige  Zahl  durch  6  aus- 
druckt, so  stellt  100a +  6  den  Werth  einer  jeden  dreiziffrigen 
Zahl  vor. 

100a +  6  ist  =  98a  +  2*  +  6;  98a  ist  durch  7  theilbar;  wenn 
nun  2a -f  6  auch  durch  7  theilbar  ist,  so  muss  die  ganze  Zahl 
durch  7  theilbar  sein.  2a  +  6  stellt  aber  allgemein  die  Summe 
aus  der  ersten  zweiziffrigen  Zahl  und  der  doppelten  dritten  Zif- 
fer dar. 

Ist  nun  z.  B.  a  =  6  und  6  =  23,  so  ist  100a +6  =  100.6  f  23: 
98a  +  2a  +  6  =  98.6  +  2.6  +  23  ;  98a,  folglich  98.6,  ist  durch  7 
theilbar;  ist  nun  2a +  6  oder  2.6+23  durch  7  theilbar,  so  muss 
auch  die  ganze  Zahl,  d.  h.  100a  +  6=  100.6+23,  d.  h.  623,  durch 
7  theilbar  sein.  Es  ist  aber  im  obigen  Beispiele  23  +  6.2  =  35 
durch  7  theilbar,  folglich  ist  auch  wirklich  623  durch  7  theilbar. 

Aufgabe.   Ist  317  durch  7  theilbar? 

Auflösung.  17+3.2  =  23.  Diese  Zahl  ist  nicht  durch  7 
theilbar,  folglich  ist  die  Zahl  317  auch  nicht  durch  7  theilbar. 
Das  Complement  von  23  auf  7/  ist  5;  wäre  also  diese  Zahl  um  5 
grosser  oder  um  2  kleiner,  so  müsste  die  ganze  Zahl  durch  7 
theilbar  sein,  und  es  ist  auch  28  wie  21,  322  wie  315,  durch  7 
theilbar. 
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Beweis  für   die  Richtigkeit  des  zweiten  Tbeiles  des 

Verfahrens. 

7)  Da  es  sich  schnell  entscheiden  las  st ,  ob  eine  dreiziffrige 
Zahl  durch  7  theilbar  ist  oder  nicht,  und  welchen  Rest  selbe  gibt, 
so  ist  die  Aufgabe  gelöst,  wenn  man  ohne  Aenderung  des  mög- 
lichen Restes  die  sämmtlichen  Classen  auf  0  bringt  und  die  Un- 
tersuchung dann  nur  mit  der  letzten  Classe  vorzunehmen  hat.  Diese 
Reduction  der  Classen  auf  0  beruht  auf  der  Theilbarkeit  der  Zahl 
1001  durch  7  und  auf  den  zwei  Lehrsätzen: 

a.  Wenn  zwei  Grössen  durch  eine  dritte  Grösse 
theilbar  sind,  so  ist  auch  ihre  Summe  durch  jene  dritte  • 
Grösse  theilbar. 

b.  Wenn  irgend  eine  Zahl  durch  eine  andere  Zahl 
theilbar  ist,  so  ist  auch  das  Vielfache  von  jener  durch 
diese  Zahl  theilbar. 

Aufgabe.    Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl  352  015  381 
durch  7  theilbar  sei  oder  nicht. 

Es  ist  81  +  6=87,  folglich  ist  4  das  Complement  auf  M  oder 
91.  Wäre  nun  die  Zahl  um  4  grösser,  so  wurde  mau  385  vor 
sich  haben.  Da  nun  385  durch  7  theilbar  ist,  so  wird  hinsichtlich 
der  Theilbarkeit  der  ganzen  obigeu  Zahl  durch  7  nichts  geändert, 
wenn  anstatt  385  drei  Nullen  substituirt  würden,  oder  wenn  man 
die  ganze  Classe  auch  wegliesse,  und  wenn  man  vor  der  Hand 
den  Rest  unberücksichtigt  lässt,  den  die  Zahl  gäbe,  wenn  sie 
nicht  durch  7  theilbar  sein  sollte.  Um  nun  die  Zahl  352|615|381 
auf  zwei  Classen  zu  reduciren,   addire  man  zu  352  015  381  die 

Zahl  4|004, 

eine  Zahl,  welche  durch  7  theilbar  ist  und  daher  betreffs  der 
Theilbarkeit  obiger  Zahl  nichts  ändern  kann.  Die  Summe  beider 
Zahlen  ist  =352|619[385.  Da  nun  385  durch  7  theilbar  ist,  so 
kann  man  dafür  drei  Nullen  substituiren,  und  man  hat  anstatt 
352015 .381  ohne  Aenderung  betreffs  der  Theilbarkeit  die  Zahl 
352j619|000  vor  sich.  Ist  aber  3521619  durch  7  theilbar  oder  nicht 
theilbar,  so  wird  diese  Eigenschaft  auch  nicht  geändert,  wenn 
man  die  Zahl  mit  1000  multiplicirt,  oder  umgekehrt  von  352(6191000 
die  drei  Nullen  weglässt,  und  was  daher  von  352)619  gilt,  muss 
auch  von  352]619|000,  von  352  619  385  und  von  352|615|381  gelten. 
Vergleicht  man  nun  die  Zahlen  352  619  mit  352|615|381,  so  hat 
man  dadurch  eine  Classe  elidirt,  indem  man  zur  folgenden  das 
Complement  von  2a-f  b  auf  M,  in  unserm  Falle  von  81+2.3=87 
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auf  91=4  zur  folgenden  Classe  addirt  hat  und  die  vorhergehende 
als  nicht  mehr  vorhanden  betrachtet. 

Wiederholt  man  nun  diese  Operation  bei  der  Zahl  352  619,  bo 
findet  man,  dass  19  +  2.6  =  31,  daher  das  Complement  auf  M 
wieder  4  ist.    Es  ist  aber 

3521619  und  ... 
4|004 

35ßj623. 

• 

Die  Zahl  623,  als  durch  7  theilbar,  kann  wieder  wegbleiben,  und 
man  hat  die  Zahl  356>or  sich.  Was  nun  hinsichtlich  der  Theil- 
barkeit  durch  7  von  352,6151381  gilt,  muss  daher  auch  von  356,'OOOiOÖÖ 
oder  von  356  gelten.  Diese  Zahl  ist  aber  nicht  durch  7  theilbar, 
denn  356  =  56  4  2.3  =  62  ist  nicht  durch  7  theilbar,  sondern  gibt 
das  Complement  1  auf  M  oder  63.  Da  die  Zahl  352!615|381  aus 
drei  Classen  besteht,  so  ist  nach  3)  nicht  das  Complement  1  auf 
31,  sondern  dessen  Supplement  auf  7,  also  die  Zahl  6,  der  wahre  Rest. 

Arithmetischer  Beweis  bezüglich  der  Auffindung  der 

Reste. 

8)  Wenn  man  eine  Zahl  von  drei  oder  weniger  beliebigen  Zif- 
fern fü*r  sich  allein  betrachtet,  z.  ß.  eben  die  Zahl  356,  so  findet 
man,  dass  nicht  das  Complement  auf  M,  sondern  dessen  Supple- 
ment auf  7  der  wahre  Rest  ist;  denn  man  sieht,  dass,  wenn  das 
Complement  1  zu  62  addirt  würde,  die  ganze  Zahl  durch  7  theil- 
bar wäre,  d.  h.  die  vorliegende  Zahl  356  ist  um  6  zu  gross. 
Die  Zahl  6  ist  aber  das  Supplement  von  1  auf  7,  folglich  ist  bei 
einer  Zahl  von  nur  einer  Classe  nicht  das  Complement  auf  M, 
sondern  dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest.  Wenn  man 
irgend  einer  Zahl  6  Nullen  anhängt,  so  wird  man  finden,  dass 
diese  angehängten  6  Nullen  den  ursprünglichen  Rest  nicht  ändern 
(und  nur  von  Nullen  kann  die  Rede  sein,  weil  durch  das  V  erfah- 
ren alle  Classen  bis  auf  die  letzte  in  lauter  Nullen  verwandelt 
werden);  6  folgende  Nullen  eben  so  wenig  (indem  sich  nach  6  Divi- 
sionen gleicher  Ziffern  die  Reste  wiederholen),  und  was  daher  a 
für  einen  Rest  gibt,  wenn  a  eine  Classe  von  irgend  3  oder  weni- 
ger Ziffern  vorstellt,  den  gleichen  Rest  muss  auch  a  mit  6«  Nul- 
len geben,  a  mit  6n  Nullen  stellt  aber  allgemein  jede  Zahl  von  ■ 
einer  ungeraden  Clausen-Anzahl  dar,  und  daher  gibt  jede  Zahl 
von  einer  ungeraden  Classen- Anzahl,  welche  nicht 
durch  7  theilbar  ist,  das  Supplement  auf  7  des  letzten 
Complementes  zum  Reste,    Dass  bei  einer  Zahl  von  einer 


Digitized  by  Google 


und  die  Verwandlung  der  gemeinen  Brücke  in  Decimalbrfiche.  183 

geraden  (lassen  Anzahl  das  Comptement  a  I  f  M  and  nicht 
dessen  Supplement  auf  7  der  wahre  Rest  sein  muss,  Ist 
leicht  einzusehen.  Irgend  eine  Zahl  durch  7  getheilt  kann  nur 
die  Reste  1,  2,  3,  4,  5,  6  geben.  Multiplicirt  man  diese  Reste 
mit  1000»  so  geben  diese  Producte  dürch  7  dividirt  die  Reste 
6,  5,  4,  3,  2,  1.  Multiplicirt  man  nun  irgend  eine  Zahl  von  un- 
geraden Classen  mit  1000,  so  wird  selbe  in  eine  gerade  Classen- 
Anzahl  verwandelt,  und  muss  der  Multiplication  von  1000  wegen 
die  verkehrten  Reste  der  frühem  Zahl  geben.  Geben  also  die 
Zahlen  von  ungerader  Classen- Anzahl  das  Supplement  auf  7  als 
wahren  Rest,  so  müssen  Zahlen  von  gerader  Classen-An- 
zahl das  Compleraent  auf  M  als  wahren  Rest  geben. 

Aufgabe.  Welchen  Rest  gibt  die  Zahl  293!000|0...., 
wo  293  schon  der  letzte  Ausdruck  einer  auf  Nullen  redu- 
cirten  Zahl  ist? 

* 

93  +  4  =  97  gibt  das.  Coraplement  1  auf  98.  Ist  nun  die  Clas- 
sen-Anzahl gerade,  so  ist  1  der  wahre  Rest;  ist  die  Classen-An- 
zabl  ungerade,  so  ist  das  Supplement  von  1  auf  7,  also  6,  der 
wahre  Rest,  oder,  was  das  Gleiche  ist,  der  Unterschied  aus  dem 
letzten  Ausdrucke  und  N.  Der  letzte  Ausdrm  k  ist  93  +  4  =  97. 
Sein  dazu  gehöriges  N  ist  91  und  6  ist  die  Differenz.  Da  man 
in  der  ganzen  Abhandlung  alle  Subtractionen  vermieden  hat,  so 
hat  man  daher  vorgezogen,  das  Supplement  auf  M  anstatt  der 
Differenz  aus  dem  letzten  Ausdrucke  und  iV  zu  suchen. 

9)  Um  Zeit  zu  ersparen,  kann  man  gleich  beim  Anschrei- 
ben der  Zahlen  die  Eintheilung  in  Classen  von  der  Linken  zur 
Rechten  vornehmen;  in  diesem  Falle  muss  aber  die  niedrigste 
(■lasse  durch  1  oder  2  Nullen  zu  einer  ganzen  Classe  ergänzt  wer- 
den, wenn  1  oder  2  Ziffern  fehlen  sollten. 

Die  Operation  wird  wie  gewöhnlich  vorgenommen ,  es  ist  aber 
zu  bemerken,  dass  der  gefundene  Rest  nicht  der  wahre  ist,  in- 
dem man  die  Operation  nicht  mit  der  eigentlichen,  sondern  mit 
der  zehn-  und  respective  hundertfachen  ursprünglichen  Zahl 
vorgenommen  hat,  und  der  gefundene  Rest  daher  ein  falscher  ist. 

Um  nun  aus  dem  berechneten  falschen  augenblicklich  den 
wahren  Rest  zu  finden,  multiplicire  man  im  ersteren  Falle  den 
gefundenen  falschen  Rest  mit  2,  im  letzteren  Falle  mit  3,  und 
suche  das  Coraplement  auf  M,  welches  der  wahre  Rest  sein 
wird.   Zwei  Beispiele  mögen  das  Angeführte  erläutern. 

Erstes  Beispiel.  Es  sei  zu  untersuchen,  ob  die  Zahl 
51816  durch  7  theilbar  sei  und  welchen  Rest  sie  im 
Verneinung» falle  gibt 
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Diese  Zahl,  Dach  der  gewöhnlichen  Regel  untersucht,  gibt 
den  Rest  2.  Theilt  man  diese  Zahl  gleich  von  der  Linken  zur 
Rechten  in  Classen  ab  und  ergänzt  die  niedrigste  Classe  mit  0, 
so  bat  man  die  Zahl  518jl60  vor  sich.  Diese  Zahl  gibt  den  fal- 
schen Rest  6.  Multiplicirt  man  nun  wegen  Anhängung  einer 
Null  den  gefundenen  Rest  6  mit  2,  so  hat  man  die  Zahl  12;  das 
Complement  auf  W  U  ist  aber  2,  welches  wirklich  der  wahre 
Rest  ist. 

Zweites  Beispiel.  Es  sei  obige  Untersuchung  auf 
die  Zahl  6389274  anzuwenden. 

Diese  Zahl  auf  die  gewöhnliche  Art  untersucht  gibt  das*  Com- 
plement 4,  folglich  wegen  ungerader  (Massen- An  zahl  den  Rest  3. 
Theilt  man  nun  die  Zahl  gleich  während  des  Anschreibens  von 
der  Linken  zur  Rechten  in  Classen  ab  und  ergänzt  im  gegebenen 
Falle  die  niedrigste  Classe  durch  zwei  Nullen,  so  hat  man 
die  Zahl  638|927|400  vor  sich.  Diese  Zahl  gibt  als  letztes  Com- 
plement  die  Zahl  1,  also  wegen  ungerader  Classen-Anzahl  den 
Rest  6.  Dieser  falsche  Rest  muss  nun  in  den  wahren  ver- 
wandelt werden.  Es  ist  aber  6.3=18,  folglich  ist  3,  das  Com- 
plement auf  M,  der  wahre  Rest. 
> 

10)  Der  Grund  dieses  Verfahrens  ist  folgender:  Die  mög- 
lichen Reste  bei  einer  Division  durch  7  sind  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

Setzt  man  die  Division  mittelst  angehängter  Nullen  noch  wei- 
ter fort,  so  bekömmt  man: 

bei  Anhängung  von  einer  Null  die  Reste  3,  G,  2,  5,  1,  4, 
n  u  u  zwei  Nullen,,  „  2,  4,  6,  1,  3,  5, 
tt  *t  >»  drei  „  „  „  6,  5,  4,  3,  2,  1, 
„         „         „sechs  „     „     „     1,  2,  3,  4,  5,  6; 

wenn  man  nun  die  ersten  Reste  mit  2  und  die  zweiten  Reste  mit 
3  multiplicirt,  so  kommen  folgende  Producta  zum  Vorschein,  und  zwar: 

bei  Anhängung  von  einer  Null  die  Producte  6,  12,   4,  10,  2,  8, 

„   zwei  Nullen,,      „        6,12,18,  3,9,15. 

Sucht  man  nun  allerseits  dieComplemente  auf  M,  so  erhält  man: 

im  ersten  Falle  die  Zahlen  1,  2,  3,  4,  5,  6, 
„  zweiten  „      „      „1,  2,  3,  4,  5,  6, 

d.  h.  die  ursprünglichen  oder  wahren  Reste.  Die  dritte  und  vierte 
Reihe  dient  als  Erklärung  betreffs  der  Ueberrragung  der  Comple 
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mente,  wenn  eine  ganze  (  lasse  oder  zwei  neben  einander  ste- 
hende ganze  Classen  mit  0  besetzt  sind. 

11)  Durch  die  schnelle  Methode,  um  zu  wissen,  ob  eine  Zahl 
durch  7  theilbar  sei  oder  nicht,  wurde  es  möglich  gemacht,  einige 
Versnobe  über  die  Eigenschaften  der  Zahl  7  anzustellen,  von 
welchen  eine  nicht  uninteressante  die  folgende  sein  dürfte: 

Jede  beliebige  Zahl,  wenn  sie  so  oft  neben  einan- 
der geschrieben  wird,  bis  die  Zi  ffernanzahl  durch  6 
theilbar  wird,  ist  durch  7  theilbar;  handelt  es  sich 
aber  um  eine  Zahl  von  6  oder  6m  Ziffern,  so  muss  die 
gegebene  Zahl  7mal  an  einander  geschrieben  werden, 
um  durch  7  theilbar  zu  sein. 

Aus  dieser  Regel  folgt  nun,  dass 

1  Ziffer  6mal  angeschrieben  werden  muss,  um  durch  7  theilbar  zu  6ein. 

2  Ziffern  3roal  aegeschrieb.  werden  müssen, 
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3761,  0468,  Ü034  ,  0006  angeschrieben  werden  müssen,  um  durch 
7  theilbar  zu  sein.  Nach  oben  angeführter  Regel  3mal,  weil  12 
das  kleinstmüglichste  Product  aus  4,  und  zugleich  durch  6  theil- 
bar ist;  demgemäss  werden  die  Zahlen 

376137613761,  ferner  46804680468,  ferner  3400340034, 

ferner  600060006 

durch  7  theilbar  sein. 
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* 

12)  Die  Richtigkeit  dieser  Hesel  beruht  theils  auf  den  Lehr- 
«ätzen  sub  7),  theils  auf  10),  und  vor  Allein  darauf,  weil  1001 
durch  7  tbeilbar  ist. 

Erste«  Beispiel.  Die  Zahl  345,  zweimal  angeschrieben, 
also  346345,  muss  durch  7  tbeilbar  sein.  346345  ist  =900300 
+  40040  +  6005;  da  nun  1001  durch  7  tbeilbar  ist,  so  muss  auch 
5005  ,  4004,  3003  und  ihre  Vielfachen,  also  300300  und  40040, 
durch  7  theilbar  sein.  Sind  aber  mehrere  Zahlen  durch  7  tbeil- 
bar, so  ist  auch  ihre  Summe  und  im  gegebenen  Falle  345345 
durch  7  theilbar. 

Zweites  Beispiel.  Die  Zahl  34,  dreimal  angeschrieben, 
also  343434,  muss  durch  7  theilbar  sein.  Die  Zahl  343434  ist 
=  34  +  3400  +  340000.  Die  Zahl  34  gibt  den  Rest  «,  die  Zahl 
3400  muss  den  Rest  100a  und  die  Zahl  340000  den  Rest  10000a 
geben.  Die  Zahl  343434  gibt  also  den  Rest  1010 In.  Ist  aber  der 
Rest  10101a  durch  »  theilbar,  so  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theil- 
bar; nun  ist  aber  10101  durch  7  theilbar,  folglich  muss  auch  der 
Rest  10101a  und  daher  die  Zahl  343434,  oder  überhaupt  ababab  *) 
durch  7  theilbar  sein,  wenn  für  a  und  b  zwei  beliebige  Ziffern 
siibstituirt  werden. 

Dieser  Beweis  findet  auch  auf's  erste  Beispiel  seine  Anwen- 
dung denn  3453-45  ist  =345+345000.  Die  Zahl  345,  durch  7  ge- 
theilt,  gibt  den  Rest  6,  die  Zahl  345000  muss  den  Rest  10006 
geben,  folglich  gibt  die  Zahl  345  +  345000  den  Rest  10016.  Da 
nun  der  Rest  10016  durch  7  tbeilbar  ist,  so  muss  auch  die  ganze 
Zahl  345345  oder  allgemein  abcubc  durch  7  theilbar  sein. 

Andere  Beispiele.  Eine  Ziffer  6mal  angeschrieben  muss 
durch  7  theilbar  sein,  weil  man  in  den  Ausdrücken  ababab  oder 
abcabc  nur  irgend  eine  bestimmte  Ziffer  substituiren  kann,  oder 
man  zerlegt  den  Ausdruck  aaaaaa  in  aOOaOO  +  oOOaO  +  oOOa,  wel- 
cher Ausdruck  ebenfalls  durch  7  theilbar  ist. 

Neun  Ziffern  zweimal  angeschrieben  lassen  sich  allge- 
mein durch  abcdefghiabcdefghi  vorstellen.  Diese  Zahl  lässt  sich 
wieder  so  zerlegen,  dass  je  2  homogene  Zahlen  durch  t/iOOOOOOOOm 
vorgestellt  werden  können.    Die  Zahl  roOOOOOOOOm  gibt  gleiche 


*)  Der  wahr«;  algebraische  Ausdruck  ist  1000000+  1OOOO0+  1000a 
+  100Ä+10a  +  £,  also  ein  wirklicher  Ausdruck,  wohingegen  ababab 
nur  ein  Product  vorstellt;  der  Kürze  wegen*  hat  man  sich  aber  diese 
Freiheit  erlaubt. 
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Reste  wie  mOOm,  denn  zwei  eingeschobene,  mit  ()  besetzte  Classen 
äodero  die  Reste  nicht  Dieses  Verfahren,  analog  dem  ersten  Beispiele, 
durchgeTuhrt,  zeigt,  dass  obige  Zahl  wirklich  durch  7  t  heil  bar  ist 

13)  Zum  Schlüsse  soU  noch  einiger  kleiner  Spielereien  mit 
der  Zahl  7  gedacht  werden.  Es  gäbe  z.  B.  Jemand  die  Aufgabe, 
augenblicklich  6  Ziffern  anzuschreiben,  welche  durch  7  t heilbar  sein 
müssen.  Da  2  Ziffern,  dreimal  angeschrieben,  durch  7  t heilbar 
sind,  so  darf  man  nur  zwei  Ziffern  anschreiben  und  diesen  zwei 
Ziffern  Summen  und  Unterschiede  aus  der  gegebenen  Zahl  und 
7a  vorsetzen,  und  man  hat  eine  Zahl,  die  durch  7  theilbar  sein 
muss.  Ist  die  gegebene  Zahl  z.  B.  46,  so  schreibe  man  46 — 7a, 
46  und  46-|-76  an  einander  und  die  Zahl  wird  durch  7  theilbar 
sein.  Gilt  in  diesem  Falle  a  =  2  und  6  =  3,  so  hat  man  die 
Zahl  324667  vor  sich,  welche  durch  7  theilbar  ist.  Oder:  es 
sei  eine  Zahl,  z.  B.  36297,  gegeben;  man  verlangt,  dass  diese 
Zahl  in  eine  durch  7  theilbare  verwandelt  werden  soll,  aber  mit 
dem  Bedinge,  dass  die  vorhöchste,  dass  die  höchste  Ziffer 
geändert,  oder  wieder  dass  keine  geändert,  sondern  eine  Zit- 
ier vorgesetzt  werden  soll,  u.  s.  w.  —  Da  97  +  4=101,  daher 
4  das  Complement;  4  +  36  =  40,  daher  die  Zahl  2  das  letzte  Com 
plement  ist,  so  darf  man  im  ersten  Falle  nur  die  6  in  8,  im  zwei- 
ten, Falle  die  3  in  6  verwandeln,  im  dritten  Falle  aber  die  Zahl 
1  vorsetzen,  und  man  hat  3  Zahlen,  welche  der  Aufgabe  ent- 
sprechen, denn  es  ist  sowohl  38297,  als  auch  66297,  als  auch 
136297  durch  7  theilbar. 

14)  Es  giebt  noch  verschiedene  Arten,  um  die  Theilbarkeit  der 
Zahlen  durch  7  zu  bestimmen.  Die  gewöhnlichen  wurden  als  bekannt 
abergangen  und  der  andern  aufgefundenen  Methoden  wurde  auch 
nicht  erwähnt,  da  sie  doch  nicht  schneller,  als  die  eben  dargestellte, 
zum  Ziele  fuhren.  Nur  mit  einer  dieser  Methoden  wurde  eine 
Ausnahme  gemacht,  weil  selbe  auch  ziemlich  flink  von  statten 
geht  und  auf  der  Eintbeilung  in  Classen  von  je  zwei  Ziffern  be- 
ruht Da  die  verschiedenen  Beweise  auf  ähnliche  Art  hergestellt 
werden  können,  so  hat  man,  der  Kürze  wegen,  nur  das  Verfah- 
ren allein  angegeben. 

Aufgabe.  Es  ist  zu  untersnchen,  ob  die  Zahl 
2386831209  durch  7  theilbar  sei  oder  nicht. 

Um  zu  finden,  ob  die  angeführte  Zahl  durch  7  theilbar  sei 
oder  nicht,  theile  man  sie  in  Classen  von  je  2  Ziffern  ab  und 
man  hat  23|86|83|12|09. 

So  wie  hei  der  erster»  Methode,  suche  man  zur  ersten  Cla*te 
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das  Complement  auf  M  und  addire  dieses  Complement  lÜfach  ge- 
nommen zu  der  zweiten  ('lasse  hinzu.  Man  suche  wieder  das 
Complement  auf  M  und  addire  die  zehnfache  Zahl  zu  der  dritten 

Classe,  und  setze  dieses  Verfahren  fort,  bis  die  letzte  Classe 
durch  das  lOfacbe  Complement  der  vorhergehenden  Classe  ergänzt 
ist.  Ist  uun  die  letzte  ergänzte  Classe  durch  7  theil- 
bar,  so  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar. 

•  »  • 

Diese  Operation  auf  obige  Zahl  angewendet  stellt  sieb  also, 
wie  folgt,  dar: 

das  Complement  von  09  auf  M  ist  5, 

0.10+12=  62;  das  Compl.  „    „   „  1, 

1.10+83=  93;   „      „      „    „  „5, 

5.10+86=136; 

99  99  19  99        99      ^  9 

4.10+23=  63;   „      „      „    „   „  0; 

folglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar.  Dieses  Verfahren 
lässt  sich  abkürzen  und  muss  auch  abgekürzt  werden,  um  die 
hohen  Zahlen  zu  vermeiden,  denn  wenn  das  Complement  =6  ist 
und  zufälligerweise  zu  99  zu  addiren  wäre,  so  käme  die  Summe 
159  zum  Vorscheine,  und  bei  so  hohen  Zahlen  benothigte  man 
fast  wieder  der  Reihentafel,  um  zu  wissen,  dass  2  das  Comple- 
ment auf  M>  d.  h.  auf  161 ,  ist. 

Abgekürzt  kann  aber  dieses  Verfahren  auf  zweierlei  Arten 
werden,  wobei  stets  das  zweckdienlichere  angewandt  werden  muss. 

Erstens  addire  man  gleich  das  einfache  Complement  zu 
den  Zehnern  der  folgenden  Classe;  oder 

i 

Zweitens  werfe  man  aus  dem  zehnfachen  Complemente 
gleich  alle  Siebner  weg  und  addire  den  Rest  ganz  einfach  zur 
folgenden  Classe,  wenn  die  Summe  aus  dem  einfachen  Com- 
plemente und  den  Zehnern  der  folgenden  Classe  in  eine  2ziffrtge 
Zahl  übergeht.  Dieses  Verfahren,  auf  obige  Zahl  angewandt,  gibt 
folgende  Operation: 

das  Complement  von  09  auf  M  ist  =5, 

5+1(2)  ist  =62  und   „  „         „  62  „   „   „  =1. 

1+8(3)  „  —93  „     „  „  93  „  „  „  =5, 

5+8(6)  „  =  136.  Um  nun  zu  verhindern,  dass  eine  dreiziffrige 
Zahl  zum  Vorscheine  kömmt,  so  sage  man  nicht,  5+8(6)  ist  136,  son- 
dern man  werfe  aus  der  Zahl  50  alle  Siebner  weg  und  man  sage: 
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1  +  86  ist  =87  und  das  Complement  auf  M  ist  =4, 
4+2(3)  ist  =63; 

folglich  ist  die  ganze  Zahl  durch  7  theilbar. 

15)  Die  Auffindung  des  Restes,  für  den  Fall  als  die  Zahl  nicht 
durch  7  theilbar  ist,  stösst  auch  auf  keine  Schwierigkeiten,  ist 
aber  doch  weniger  einfach,  als  nach  der  ersten  Methode.  Es 
handelt  sich  dabei  vor  Allem,  ob  die  Classen- Anzahl  durch  3 
theilbar  ist  oder  nicht. 

Wenn  n  eine  durch  3  theilbare  (Massen- Anzahl  vorstellt,  so  muss 
jede  in  Classen  eingeteilte  Zahl  aus  n,  n  +  1  oder  n — 1  Classen 
bestehen.  Besteht  nun  die  Zahl  aus  n  Classen,  so  findet  man 
den  wahren  Rest,  wenn  man  das  Complement  der  letzten  Classe 
auf  M  mit  4  multiplicirt.  Das  Complement  neuerdings  auf  M 
gesucht  gibt  den  wahren  Rest.   Besteht  die  Zahl  aus 

n  +  1  Classen,  so  findet  man  den  wahren  Rest,  wenn  man 
das  Complement  der  letzten  Classe  auf  M  zu  7  ergänzt.  Diese  Er 
gänzung  ist  der  wahre  Rest.    Besteht  endlich  die  Zahl  aus 

n —  1  Classen,  so  findet  man  den  wahren  Rest,  wenn  man 
das  Complement  der  letzten  Classe  auf  M  mit  2  multiplicirt.  Das 
Complement  neuerdings  auf  M  gesucht  gibt  den  wahren  Rest. 

Da  n  die  Zahl  3  oder  ihre  Vielfachen  vorstellt,  so  ist 

n  =  3,  6,  9,  12,  15,  18  u.  s.  w. 
w  +  l  =  4,  7,  10,  13,  16,  19  u.s.w. 
n  — 1=2,  5,   8,  11,  14,  17  u  s  w. 

Die  Reste  aus  Zahlen  von  dieser  Classen-Anzahl  sind  je  nach  Um- 
ständen aus  obigen  drei  Regeln  zu  entnehmen. 

Folgende  Beispiele  sollen  als  Erläuterung  des  Gesagten  dienen. 

Beispiele.  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  die  Zahlen  52936, 
123956789  ,  3825748  durch  7  theilbar  seien  oder  nicht,  und  wenn 
sie  es  nicht  sind,  welche  Reste  sie  geben. 

a.  Die  Zahl  5!29]36  besteht  aus  3  Classen  und  entspricht  da- 
her der  für  n  aufgestellten  Regel. 

Die  Zahl  36  auf  M  ergänzt  gibt  das  Complement  6, 
6  +  2(9)  ist  =89  und  2  ist    „  ,,  auf 

20  +  5      „  —  25    ,,3   ,,     ,,         „         ,,  M. 
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Nach  der  ersten  Regel  wird  das  Complement  3  mit  4  raultiplicirt 
und  neuerdings  von  12  das  Complement  auf  M  gesucht,  welches 
=  2  ist,  und  der  Rest  ist  gefunden. 

b.  Untersucht  man  die  Zahl  13|82|ö7|48,  so  sieht  man,  dass 
selbe  vier  ('lassen  hat,  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  zweiten 
Regel  bestimmt. 

Die  Zahl  48  gibt  das  Complement  1  auf  M. 

10+67  oder  1+6(7)  ist  =77  und  0  ist  das  Complement  auf  M. 

0  +  82  „  =82    „    2  „     ,,        ,,  „  ,, 

20+13    *  „  =33    „  2 

Dieses  Complement  2  auf  M  ergänzt  gibt  5,  welches  der  wahre  Rest  ist. 

c.  Untersucht  man  die  Zahl  1|23|95|67|89,  so  findet  man,  das» 
sie  fünfClassen  hat  und  daher  wird  der  Rest  nach  der  dritten  Regel 
bestimmt. 

Die  Zahl  89  gibt  das  Complement  2  auf  M 

2+6(7)  ist  ss  87  und  4  ist  das  Complement  auf  M. 

5+95     „  =100  (durch  Wegwerfung 

.    ,     der  Siebner) 

5+2(3)  „  =73  „4  „    „         „  „  „ 

40+1      „  =41   „1  „ 


»         »  »»  >» 


Wird  nun  nach  der  dritten  Regel  dieses  Complement  mit  2  multipli- 
cirt,  so  erhält  man  2.  Dieses  Product  auf  M  ergänzt  gibt  das 
Complement  5  und  man  hat  den  Rest  dieser,  ebenfalls  nicht  durch 
7  theilbaren  Zahl  gefunden. 

Will  man  eine  gegebene  Zahl,  die  untersucht  werden  soll, 
ob  sie  durch  7  theilbar  sei  oder  nicht,  von  der  Linken  zur  Rech- 
ten eintheilen,  so  kann  es  geschehen,  nur  muss  dann  in  diesem 
Falle  die  letzte  Classe  rechter  Hand  durch  eine  Null  ergänzt  wer- 
den^, wenn  eine  Ziffer  fehlen  sollte.  Man  verfahrt  bei  der  Unter- 
suchung nach  der  Regel,  und  gibt  die  Zahl  einen  Rest,  so  suche 
man  aus  diesem  falschen  Reste  den  richtigen,  und  zwar  nach  der 
unter  9)  angeführten  Regel. 


Ceber  eine  Eigenschaft  der  Zahl  3. 

16)  Der,  Ausdruck  ^TQn  ist»  wie  bekannt,  die  Form  tur  alle 
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Brüche,  welche  sich  genau  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandeln lassen,  und  die  Anzahl  Ziffern  des  zehntheiligen  Bruches 
wird  =  m  oder  n  sein,  jenachdem  der  Exponent  m  oder  n  der 
grössere  ist. 

a 

Wäre  die  Zahl        gn  ^   in   einen    zehntheiligen  Bruch  zu 

verwandeln,  so  wird  derselbe  aus  zwei  Theilen  bestehen:  erstens 
ans  jenen  Ziffern,  welche  sich  nicht  wiederholen  und  von  den  Ex- 
ponenten m  oder  n  abhängen,  zweitens  aus  jenen  Ziffern,  welche 
sich  wiederholen,  daher  eine  Ziffernreihe  bilden  und  vom  Expo- 
nenten p  abhängen.    Wenn  nun  bekannt  ist,  aus  wie  viel  Ziffern 

^bestehen  muss,  ehe  sich  die  Reihe  wiederholt,  wenn  ^  in  einen 
zehntheiligen  Bruch  verwandelt  «  ird,  so  ist  auch  bekannt,  aus  wie  viel 

Ziffern  die  Zahl  in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt, 

zu  bestehen  hat,  nämlich  aus  m  oder  n  unwiederholbaren  Ziffern  und 
aus  einer  Ziffern  reibe,  welche  die  Entwickelung  von  r!p  gibt. 


a 


Die  Regel,  nach  welcher  die  Ziffernreihe  von  ^  gefunden 
,  ist  sehr  einfach,  nämlich: 

Wenn   die  Zahl        in   einen  zehntheiligen  Bruch 

zu  verwandeln  ist,  so  wird  die  Ziffernreihe  aus  3J»-2 
Ziffern  bestehen. 

Beispiel.  Wäre  p=6>  so  ist  ^  =  ^g.  (Zähler  und  Nen- 
ner  dürfen    natürlicher   Weise    kein    gemeinschaftliches  Maass 

haben,  und  es  ist  nur  von  ächten  Brüchen  die  Rede).  Die  Zahl 
(i 

s^y  muss  nach  der  angeführten  Regel  eine  Ziffernreihe  von 
3J>-2  =  3«-*= 3*  =  81  Ziffern  haben.    Es  hat  demgemäss 

^  eine  Ziffernreihe  von  3*-2=38  =27  Ziffern. 


„  3*-*=3*  =9 
33-2—31  =3 

$1    »         »  »  3-1  "3 


3* 
a 

a 
3« 


>»  »        — ,J   — 9  »» 


,,  II  »»  «        — o     — "  » 


II  »I  'J      — u    — M  " 


£    „         „  „  31-*=3-1=*,  also  auch  von  einer  Ziffer. 

13» 
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Man  sieht  aus  dieser  abnehmenden  geometrischen  Reihe,  dass 

sowohl  die  Zahl  ^  »   a's  aucn  9»  In  einen  zehntheiligen  Bruch 

verwandelt,  eine  Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  haben  muss, 

a 

und  dass  daher  der  Ausdruck  ^m  ^n  ^t  ^Q(|er  ^  die  Formel  für 

alle  ächten  Brüche  ist,  welche,  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandelt, mit  einer  Ziffernreibe  von  nur  einer  Ziffer  sich  endigen. 

5 

Aufgabe.    Aus  wie  viel  Ziffern  wird  der  Bruch  j^j 

bestehen,  wenn  er  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandelt wird,  wie  viele  unwiederholbare  wird  er  haben 
und  aus  wie  viel  Ziffern  wird  die  Ziffern  reibe  beste- 

17 
12900 


hen,  desgleichen  der  Bruch 


5  5 

Auflosung  1)  J44  =  2*~5°~32*  ^eSen  des  Exponenten  4 
wird  der  Bruch  4  unwiederholbare,  und  wegen  3*  wird  der  Bruch 


5 


noch  eine  wiederholbare  Ziffer  haben.  Es  wird  also  sein 
Qyabcde,  wobei  e  die  Ziffernreihe  bilden  wird.  Es  ist  aber  auch 
wirklich        =  0,034712.... 

17  17 

Auflösung  2)  12960  ~  25  51  3**  ^e8en  des  Exponenten 
5  wird  der  zehntheilige  Bruch  aus  5  unwiederholbaren,  und  wegen  des 
Exponenten  4  aus  9  wiederholbaren  Ziffern  bestehen.    Es  wird 

17  17 
also  sein  j^^Q=Otabcde\fghiklmnp....    Es  ist  aber  jcyjfiO  auc^ 

wirklich  0,00131|172839506|172839506  u.s.w. 

17)  Der  Beweis,  dass  ^  einen  zehntheiligen  Bruch  von  3p~4 
wiederholbaren  Ziffern  gibt,  ist  leicht  herzustellen. 
1  2 

Dass  *  und  .-,  >  in  einen  zehntheiligen  Bruch  verwandelt,  eine 
Ziffernreihe  von  nur  einer  Ziffer  gibt,  bedarf  keines  Beweises. 

Verwandelt  man  ||  in  einen  zehntheiligen  Bruch,  so  ist  es  be- 
kannt, dass  ^  =  0,aaa ....  ist.  Substituirt  man  also,  für  a  die  Werthe 
l,2,5u.s.w.,  so  ist  |=0,111...;  g  =  0.222...;  ^  =  0.555....  u.s.w. 
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Da  p=0,aaa....  ist,  so  ist  auch  <^-^  =  >aa"--\  Nimmt 

man  nun  für  a  irgend  einen  Werth  an,  also  z.  B.  4,  so  ist 
a     4  0,444 

p=23  =  — ^—  =0,148....    Man  möge  aber  anstatt  4  was  immer 

für  einen  Werth  substituiren,  so  muss  die  neue  Ziffern  reihe  aus 
drei  Ziffern  bestehen,  weil  je  3  gleiche  Ziffern  stets  durch  3  theil- 

bar  sind.    Da  man  sich  im  Bruche  so  viele  a  oder  gleiche 

Ziffern  denken  kann,  als  man  will,  und  3  gleiche  Ziffern  durch  3 
dividirt  eine  Ziffernreihe  von  3  Ziffern  bilden,  so  ist  allgemein 

0,aaa      =  Q,6crf6c</ . . . .  u.  s.  w.    Dividirt  man  die  neue  Gleichung 

~  =  0,ana  =^ fbcd6cdbcd  mit  3,  so  hat  man   ^  =  0,aaa„.. 

^OMdbcdbcd^.     SubstUuirt  man  f..r  bcd  drei  beKeb.Igef  nicht 

0 148148148 

durch  3  theilbare  Zahlen,  z.  B.  148,  so  hat  man  U>       3  — 

vor  sich.  Diese  3mal  3  Ziffern  müssen  wieder  durch  3  theilbar 
sein  und  es  müssen  für  jede  Reihe  von  3  Ziffern  3  Combinationen 
herauskommen,  was  eine  Ziffentreihe  von  9  Ziffern  gibt,  und  es 

.         ,  ,        a       a     0,bcdbcdbcd  . ...    ,     .  Ä- .... 
kann  daher  33  3 ~  34 =  3   durch  \3,fghiklmnp  vor- 

gestellt werden.    Es  ist  aber  auch  wirklich  ^  =  j^li§?j|lj? 

=  0,04938*2716....,  wobei  tur  a  der  Werth  4  angenommen  wor- 
den ist. 

Verfolgt  man  diese  Untersuchung  weiter,  so  findet  man,  dass 
3  mal  9  Ziffern  wieder  einen  neuen  Ziffern-Cyclus  von  27  und  so- 
fort endlich  von  81,  243,  729  Ziffern  geben  müssen,  und  dass 

daher  der  Bruch  ^,  wenn  er  in  einen  zehntheiligen  Bruch  ver- 
wandelt wird,  stets  aus  einer  Ziffentreihe  von  3p-2  Ziffern  besteht. 

18)  Es  wäre  nicht  uninteressant,  die  Eigenschaften  der  an- 
dern Primzahlen  in  dieser  Hinsicht  zu  untersuchen.  Gelänge  es 
nur,  dafiir  eine  allgemeine  oder  nur  wenige  Regeln  aufzu- 
stellen, so  Hesse  sich  aus  dem  Nenner  eines  jeden  Bruches  g 

schon  entnehmen,  aus  wie  viel  Ziffern  sein  zehntheiliger  Bruch,  oder 
vielmehr  aus  wie  viel  unwiederholbaren  und  wie  viel  wiederhol- 
baren  Ziffern  derselbe  bestehen  müsste.  Der  praktische  Nutzen 
wäre  freilich  nicht  viel  mehr  als  0,  immerhin  wäre  aber  die  Lehre 
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von  den  Eigenschaften  der  Zahlen  um  eine  Kleinigkeit 
Ob  es  sich  aber  mit  einer  allgemeinen  oder  mit  wenigen 
Regeln  überhaupt  abmachen  Hesse,  ist  eine  andere  Frage,  denn 
bei  der  Untersuchung  von  nur  wenigen  Zahlen  findet  man  schon 
die  verschiedenartigsten  Resultate.  Meistenteils  besteht  die  Zif- 
fernreihe aus  6  —  1  Ziffern,  wenn  6  der  Nenner  des  ächten  Bruches 

ist,  häufig  auch  aus  ~p  Ziffern,  und  öfters  besteht  die  Ziffern  - 

reihe  aus  noch  weniger  Ziffern.  Man  hat  j-  in  Decimalen  ver- 
wandelt und  nach  und  nach  in  6  alle  Primzahlen  von  7  bis  150 
substituirt,  so  dass  man  32  Verwandlungen  vor  sich  hat.  Es  ist 
nicht  gelungen,  daraus  eine  allgemeine  Regel  zu  abstrahiren,  wohl 

aber  scheint  es  sich  zu  bestätigen,  dass,  wenn  y  in  einen  zehn- 
theiligen Bruch  verwandelt  wird  (es  versteht  sich,  dass  6  eine  Primzahl 
ist),  der  neue  Bruch  nur  aus  6  —  1  Ziffern  bestellen 
künne,  oder  aus  einem  Factor  von  6  —  1,  welche  gefun- 
dene Zifferureihe  sich  dann  stets  wiederholt. 

m 

Würde  z.  B.  Jemand  in  einen  zehntheiligen  Bruch  zu  ver- 
wandeln haben,  und  es  läge  ihm  daran,  die  ganze  Ziffernreihe 
zu  haben,  so  wäre  zu  untersuchen,  welche  Factoren  in  990 
enthalten  sind.  Man  wird  die  Factoren  498,  332,  249,  166, 
83,   12,  6,  4,  3,  2  finden.      Fände    man   nun,    dass   z.  B. 

nach  15  Ziffern  die  Ziffernreihe  erschöpft  hätte,  so  weiss 

man  gleich,  dass  ein  Fehler  untergelaufen  sein  müsse,  denn 

könnte  wohl  allenfalls  eine  Ziffernreihe  von  12  Ziffern  haben,  weil 
12  ein  Factor  von  996  ist;  wenn  aber  die  Ziffernreihe  mit  der 
12ten  Ziffer  nicht  beendigt  ist,  so  kann  dieses  erst  wieder  bei  der 
83sten  Ziffer  stattfinden  u  s.  w.  bis  zur  498sten  Ziffer.  Ist  auch 
dann  die  Ziffern  reihe  nicht  zu  Ende,  so  ist  es  ein  Beweis,  dass 
a 

aus  einer  Ziffernreihe  von  6  —  1,  also  von  996  Ziffern  bestehen 

müsse.  Dass  im  gegebenen  Falle  die  Ziffernreihe  nicht  aus  2  Zif- 
fern bestehen  könne,  ist  klar,  weil  6  aus  3  Ziffern  besteht,  aber 

auch  aus  3  Ziffern  kann  die  Reihe  nicht  bestehen,  weil  y~= 0,001 001... 

ist,  folglich  wären  nur  4,  6,  12  oder  mehr  Ziffern  möglich.  Da 
12  noch  eine  kleine  Zahl  ist,  kann  man  die  Division  leicht  bis 
znr  13ten  Ziffer  fortsetzen  und  dann  die  weitere  Division  autge- 
ben, weil  man  schon  die  Division  bis  zur  83sten  Ziffer  fortsetzen 
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müsste  und  dann  wahrscheinlich  noch  nicht  die  Ziffernreihe  zu 
Ende  wäre. 

Um  Liebhabern  der  Rechnenkunst  allenfallsige  weitere  Nach- 
forschungen zu  erleichtern,  ist  am  Fusse  dieser  Abhandlung  die 
Anzahl  der  Ziffern  angegeben,  aus  welchen  die  Ziffernreihe  besteht, 

weno  man  ^  in  einen  zehnteiligen  Bruch  verwandelt  und  dabei 
in  6  die  Primzahlen  von  7  bis  150  substituirt  werden. 

19)  Wenn  man  eine  Regel  für  alle  Primzahlen  wüsste,  so 
würde  aus  jedem  Nenner  irgend  eines  Bruches  zu  entnehmen  sein» 
aus  wie  viel  Ziffern  die  Ziffernreihe  bestehen  müsste;  denn  von 
den  Exponenten  der  Zahlen  2m,5n  würden  die  unwiederholbaren 
Zahlen  abhängen  und  von  den  andern  Wurzeln  und  Exponenten 
die  wiederholbaren.  Um  Regeln  für  Producte  aus  Primzahlen 
oder  für  Potenzen  derselben  aufzustellen,  müsste  man  langwie- 
rige Proben  machen,  jedoch  wahrscheinlich  dürfte  sein,  dass 

j~  eine  Ziffernreihe  von  (6  —  l)6m_l  Ziffern   hat;   besteht  aber 

die  Ziffernreihe  aus  einem  Factor  von  6  —  1,  also  aus  F  Ziffern, 

so  dürfte  xü;  e,ne  Reihe  von  Fx  Fm~l  Ziffern  haben,  r— -,  wo 
om  o.c 

6  und  c  Primzahlen  sind,  müsste  (6  — l)(c  — 1)  oder  nach  Um- 
ständen FxG  Ziffern  haben,  z.  B.  i^yj=JY^7  *lätte  demna€*1 
eine  Ziffernreibe  von  15  Ziffern,  weil  j|  eine  Ziffernreihe  von  5 
and  ^  von  3  Ziffern  hat. 

Sind  Potenzen  von  3  im  Factor,  oder  die  Zahl  11,  so  gestal 
tet  es  sich  wieder  anders,  man  sieht  aber,  dass  die  Auffindung 
dieser  Regeln  eben  keiner  besondern  Schwierigkeit  unterworfen 
wäre,  würde  man  nur  über  die  Hauptregel  in  Ordnung  sein.  Da 
aber  überhaupt  diese  ganze  Theorie  ohne  irgend  einen  praktischen 
Nutzen  ist,  so  verlohnt  es  sich  ohnedies  nicht  der  Mühe,  darüber 
weitere  Nachforschungen  zu  machen*). 


*)  Allgemein!;  Untersuchungen  über  dies«  Gegenstände  enthalten  be- 
kanntlich u.  A.  die  Disquisitiones  arithmeti  cae  von  Gann. 
Sectio  VI.  p.  540.  und  andere  Schriften;  auch  in  dem  Artikel  Deci- 
malbruch  im  mathematischen  Wörterbuche  von  Klügel  fin- 
det sich  Manches.  Dessenungeachtet  habe  ich  auch  die  im  letzten  Theile 
des  obigen  mir  eingesandten  Aufsatzes  enthaltenen  Bemerkungen  mit 
abdrucken  lassen.  G. 
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20)    Tabelle  Ober  die   Ziffernreihe,   wenn   -r   in  einen 

zehntheiligen  Bruch  zu  verwandeln  ist  und  in  6  die 
Werthe  der  Primzahlen  von  7  bis  150  substituirt  werden. 


M 


»I 


t» 


ff 


43 
47 
53 
59 
61 
67 


»» 


»> 


»» 


>» 


»» 


»» 


»» 


»> 


>* 


»» 


»» 


»» 


»» 


»» 


»» 


>* 


»» 


2 
6 


^  bat  eine  Ziffernreihe  von  fr 

11 

13 
17 
19 

23 
29 
31 
37 
41 


»  16 

n  18 


a 


»* 


>» 


» 


22 
28 
15 
3 
5 
21 
46 
13 
58 
60 
33 


71 

73 

79  „ 

83 

89  ff 

97 
101 
103 
107 
109 
113 
127  „ 
131 
137 
139 
149 


hat  eine  Ziffernreihe  von  35 


»  » 


»»  »» 


»> 


>»  »» 


»»  » 


»j  »» 


»>  »» 


i>  »» 


»»  >» 


»» 


»> 


»» 


»» 


>» 


»» 


»» 


>» 


M 


»» 


»» 


»> 


>» 


»> 


»» 


8 
13 
41 

44 

96 
4 

34 
53 
108 
112 
42 
130 
8 


14S 


a 

7?  « 


n» 


»» 


»» 


» 


42  = 


a 


6.7=^X7  Ziffern. 


22    =2.11  =  ^X11  Ziffern. 


'  (30 5  j^Q  na°en  nur  6  Decim. 
^=^=0.178130511463844797 
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Das  sphärische  Dreieck,  mit  seinem  Sehnendreiecke 
verglichen,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  Geodäsie. 
Neuer  merkwürdiger  Lehrsatz. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Bei  der  Berechnung  topographischer  Dreiecksnetze  bedient 
man  sich  jetzt  wohl  ziemlich  allgemein  des  berühmten  Legen* 
dre'schen  Theorems,  welches  bekanntlich  die  Berechnung  des 
sphärischen  Dreiecks  mit  Seiten,  die  gegen  den  Halbmesser  der 
Kugel,  auf  welcher  es  liegt,  sehr  klein  sind,  auf  die  Berechnung  eines 
ebenen  Dreiecks  mit  denselben  Seiten  zurückfährt,  mit  einer  Annähe- 
rung, bei  welcher  erst  Grössen,  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  Drei- 
ecks von  einer,  die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind,  vernach- 
lässigt werden.  Ausser  dieser  Methode  der  Berechnung  topo- 
graphischer Dreiecksnetze  giebt  es  aber  bekanntlich  noch  eine 
andere,  welche  insbesondere  dadurch  eine  gewisse  Berühmtheit 
erlangt  hat,  weil  sie  bei  der  Berechnung  der  grossen  französischen 
Gradmessung  in  der  Base  du  Systeme  me"trique  von  De- 
lambre  in  Anwendung  gebracht  worden  ist.  Diese  Methode  setzt 
ao  die  Stelle  der  Berechnung  der  sphärischen  Dreiecke  die  Be- 
rechnung ihrer  ebenen  Sehnen-  oder  Chorden  Dreiecke,  welche 
durch  die  Sehnen  der  Seiten  der  sphärischen  Dreiecke  gebildet 
werden,  und  beschäftigt  sich  also  eigentlich  mit  der  Berechnung 
der  Oberfläche  eines  in  die  Erde  beschriebenen  Polyeders  mit 
dreiseitigen  Gränzflachen.  Ob  diese  keineswegs  unelegante  Me- 
thode gegenwärtig  bei  der  Berechnung  topographischer  Netze  noch 
in  einigen  Ländern  in  Anwendung  gebracht  wird,  ist  mir  unbe- 
kannt;  darf  ich  indess  aus  einigen  Aeusserungen,  die  ich  in  einer 
Recension  des  Handbuchs  der  höheren  und  niederen  Mess- 
kunde von  Bariuss  in  der  Zeitschrift  des  österreichi- 
schen Ingenieur- Vereins.  1854.  Juni.  Nr.  11.  und  12.,  welche 


» 


Digitized  by  Google 


198  Grunert:  Das  sphärische  Dreieck,  mit  seinem  Sehnendreiecke 


Herrn  Riedl  von  Leuenstern  in  Wien  zum  Verfasser  bat. 
finde,  einen  wenn  auch  nur  unsichern  Schluss  ziehen,  so  scheint 
man  in  Oesterreich,  welches  durch  die  Grossartigkeit  und  Ge 
nauigkeit  seiner  geodätischen  Operationen  sich  immer  so  sehr 
ausgezeichnet  hat,  die  Delam h re'sche  Methode,  und  vielleicht 
nicht  mit  Unrecht,  noch  nicht  ganz  bei  Seite  gelegt  zu  haben 
Die  von  Delambre  selbst  angewandte  Berech nungsmethode*) 
und  seine,  betreffenden  Formeln  scheinen  mir  Manches  zu  wün- 
schen übrig  zu  lassen  und  setzen  den  Gebrauch  besonderer  Tafeln 
voraus;  andere  neuere  Arbeiten,  die  vielleicht  diese  Methode  einer 
besonderen  Untersuchung  unterzogen  haben,  sind  mir  unbekannt 
geblieben.  Meine  eigenen  Untersuchungen  über  dieselbe,  welche 
mich  zugleich  zu  einem  neuen,  wie  ich  glaube,  sehr  bemerkens 
werthen  Lehrsatze,  der  dem  berühmten  Legejidre'schen  Theo- 
reme ganz  analog  ist,  und  neben  demselben  wohl  eine  Stelle 
verdienen  dürfte,  geführt  haben,  will  ich  mir  im  Folgenden  mit- 
zutheilen  erlauben,  weil  ich  glaube,  dass  dieselben  sowohl  in  all- 
gemein wissenschaftlicher  Beziehung,  als  auch  namentlich  für  die 
Staaten,  wo  die  Delambre* sehe  Methode  vielleicht  noch  ange- 
wandt wird,  nicht  ohne  Interesse  sein,  und,  wie  ich  wünsche, 
dieser  Methode  vielleicht  wieder  eine  erhöhete  Aufmerksamkeit  zu- 
wenden werden. 

Die  Seiten  und  respectiven  Gegenwinkel  des  sphärischen 
Dreiecks  bezeichne  ich  wie  gewohnlich  durch  a,  b,  c  und  A,  B,  C; 
die  Seiten  und  Winkel  des  entsprechenden  Sehnen-  oder  Chor- 
den-Dreiecks sollen  durch  o, ,  blt  cY  und  Alt  Blt  (\  bezeichnet 
werden;  alle  diese  Grössen  sollen  der  Einfachheit  wegen  im  Fol- 
genden in  Theilen  des  der  Einheit  gleichen  Halbmessers  der 
Kugel,  auf  welcher  das  sphärische  Dreieck  liegt,  ausgedrückt  an- 
genommen werden. 

Nach  den  bekannten  Fundamental-Gleichungen  der  sphärischen 
und  der  ebenen  Trigonometrie  haben  wir  die  folgenden  Formeln: 


*)  M.  s.  z.  B.  G<*od4»i«,  ou  Trait6  de  la  figure  de  I» 
terre,  par  Francoeur.    Bruxellee.  1838.  p.  149. 


eosa 


cos  A  -f  cos  B  cos  C 
sin^sinC 


cos  6 


cos  B  -f-  cos  Ccos  A 
sin  Csin  A 


cosc 


cos  C-f  cos  ^  cos  B  t 
sin  A  sin/?  ; 
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a1=2sinia,    6i=2sini&,  c,=2sinjc 


und 


cosBt  = 


Mittelst  dieser  Formel  können  die  Winkel  Ait  Blt  Cx  des  Seh 
nen-  oder  Chorden  -  Dreiecks  aus  den  Winkeln  A,  B,  C  des  ent- 
sprechenden sphärischen  Dreiecks  berechnet  werden. 
Es  ist  aber  auch : 

4       «in  \b*  +  sin  je2  -  sin  Ja2 
cos^,  _  2 sin  46  si^  ' 

cos B  _  +  sin£a2-sin'62 

1  'isiniesin^a  ' 


r  sin  £a2  -f  s in  ^>2  —  sin  £  c2 
cos  d  -  2^,7»  ; 


also,  weil 


•  i  *     1— cosa      .  ,._     1  —  cos6      .   ,  .     1— cose 

sin.l«2=  ^  ,  8ini62=  ^  '  sin£c2  =  

ist: 

A  1  — (cos b  \  cosc  —  cosa) 
1  4sin46sin  ic  ' 

1 — (cos  c\  cosa — cos  6) 

cos  IJ,  — .  j—, — : — : — :  - , 

1  4sinicsini« 

r       1  —  (cos  a  +  cos  b  —  cos  v) 
COSCl  -  4sin^asin^  ' 

Setzen  wir 

\{A  +  B  +  C)=*St 

so  ist  bekanntlich: 


.  ,  _        cosScos(S — A) 

sin  Ja*  =  ;  — g  \       - , 

sin     sin  ( 

.  cosÄcos(.S  — 2?) 

sin  Csin^ 

.  .  .        cos S cos (S — C) 

***** — icaanr-' 
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also 

sin  J6a -f  sin  \c% — sin £a* 

o  sin  ff cos ( S - ff)  +  sin  Ccos ( 5 -  C) -  sin  A  cos (S -  A) 
=  ~coaS  Hinein  tf,m  C  

und 

cosffl  cos(S-ff)  cos(S-C) 
sin^2  sin  B  sin  C 

folglich,  weil  bekanntlich  immer  ■ 

w<^+ff+C<3?r, 

also 

und  daher  cosS  stets  negativ  ist: 

.  1JL  .  :         cosSa/" cos(Ä-/?)cos(Ä-  C). 
sin  iö  sin  \v  —  ; — W  ; — — 7^  » 

*       *         sin  A  1  sin  B  smC 

folglich  nach  dem  Obigen: 

sin£6a  +  sin|c2  —  sin^a* 
sin  \b  s'\n{c 

sin  ff  cos  ( 5  -  B)  +  sin  Ccos  (S—Q— sin  ^  cos  (S  —  A) 
~~  V sin  B sin  Ccos (5 — B) cos (S^C) 

also: 

sin  ff  cos  (S  -  ff )  +  sin  Ccos  (S-  C)  -  sin  ^  cos  (S-A) 
C0S   1  "  2  Win  ff  sin  C  cos  (S—  B)  cos  (S  -  C) 

Auf  diese  Weise  haben  wir  also  jetzt  zur  unmittelbaren  Berech- 
nung der  Winkel  Ax>BXi  C\  des  Sehnen-  oder  Chorden-Dreiecks 
aus  den  Winkeln  A,  ff,  C  des  entsprechenden  sphärischen  Drei- 
ecks die  folgenden  Formeln: 

sin  B  cos  (S — ff )  +  sin  Ccos  ( S  —  C)  -  sin  A  cos  ( 5 — A) 
C0S   l~"  2  V  sinff  sin  Ccos  (S  -  ff)  cos  (S  -  C) 

_  sin  Ccos  (5—  C)  +  sin  Acos(S-A)— sin  ff  cos  (S—  ff) 
C°S  2  Vsin C sin ^4  cos  (S—Q cos (S— ^) 

_  sin  A  cos  (5—  ^)  +  sinff  cos  (S— ff)— sin  Ccos  QS— C) . 
C0S  1  *~  2  Vsin  ^4  sin  ff  cos  (S  -  A)  cos  (S—  ff) 

aus  denen  sich  auch  die  folgende  bemerkenswerthe  Relation: 
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2cos^  V  sin B sin  Ccos {S—B) cos (S—  C) 

+  2  cos     V  sin  Csin  A  cos  (S—  C)  cos  (S  -  ^) 

-f  2 cos  Cx  V  sin  A  sin  #cos(S—  ^)  cos(S-C) 
=  sin  ^  cos (S-  ^4)  +  sin  ß  cos  (5—  ß)  +  sin  Ccos  (S—  C) 

oder 

 cosAl   cosfi    cosfi  

V  sin  A cos (S -A)  +  Vsin B cos (S — #j     Win  C cos (S^C) 

sin  ^4  cos  (S — Ä)  -f  sin  ßco&(S — B)  +  sin  Ccoa(S —  C) 
~~  2  V  sin  A  sin  /?  sin  Ccos  (S  —  ^)  cos  (S^tf)  cos  (S— C) 

ergiebt. 

So  elegant  die  obigen  Formeln  zur  Berechnung  der  Winkel 
Alt  Blf  (\  aus  den  Winkeln  .1,  />.  C  auch  sind,  so  sind  die- 
selben doch  für  den  praktischen  Gebrauch  viel  zu  weitläufig,  in- 
dem bei  diesem  Gegenstande  überhaupt  Alles  auf  die  Entwicke- 
lung  zweckmässiger ,  eine  möglichst  einfache  numerische  Rechnung 
gestattender  Formeln  ankommt,  wozu  wir  daher  jetzt  tibergehen 
wollen. 

Wenn  wir  zu  dem  Ende  den  Excess  des  sphärischen  Dreiecks 
ABC,  den  man  durch  die  unmittelbare  Messung  seiner  drei  Win- 
kel Ay  B,  C  kennen  lernt,  durch  E  bezeichnen,  so  ist  bekanntlich 

A  +  B+  C=n  +  E, 

also 

S=K^  +  J?  +  C)  =  i*:  +  i£, 
S-,4  =  Jjr  +  iE— A  =  i7i  —  (A-IE), 

S—B^it  +  lE-B^^n-iB-kE), 
S—C=±n  +  \E-C=\n-  (C— 

folglich 

cos  S  ss—  sin  iE,   cos(S—  A)  =  sin  (4  —  \E), 

und  daher  nach  dem  Obigen: 

.  .  .     s\x\\Es\\\(A  —  \E)      .      .  s\n  B  sin  C   .  ,  _ 

giniol=       Sin/?sinC      '    al8°  8'n^=8in(^-i£)S"'ln  ; 

woraus  man  sieht,  dass  der  Excess  in  Bezug  auf  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  ist,  was 
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man  bei  alten  folgeoden  Entwickelungen  stets  wobl  vor  Augen  zu 
behalten  hat. 

Nach  dem  Obigen  ist  nun: 

cos  (S  —  A)  =  cos  \  E  sin  A  —  sin  \E  cos  A , 

cos  (S—  #)=cos  JE  sin  B—  sin  \EcosB, 

cos  (S —  C)  ss  cos  s£sin  C  —  sin     cos  C ; 

also,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  die  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 


cos  (S  —  A)  =  sin  A — iE  cos  A , 
cos  (S—  B)  =  sin  B—  \Eco*  B,  ' 
cos  (S  -  Q  =  sin  C—  \E  cos  C; 

folglich : 

sin  B  cos  (S — B)  +  sin  Ccos  (S  -  C)  -  sin  y4  cos  (S — ,4) 
= sin  fTH  sin  C*-sin  A*—  |£(sin  Bcos  ß+sin  Ccos  C-sin  ^cos 

oder,  weil 

.           1  — cos2^      .    ™     1- cos  2g      .          1  — cos2C 
sin^*=   ^  »   sin£*  =  ^  ,   sinC2  =  ^  ; 

8in^cos^  =  isin2/4,  singcosg^sii^g,  sin  Ccos  C=i  sin  2C 
ist,  auch: 

sin  B  cos  (S — Ä)  +  sin  Ccos  ( S — C)  -  sin  A  cos  (S — A) 

1  -  (cos  2g  -f  cos2C—  cos  2A)  .  . 

=  - — !  ^  j£(sin2Z?-f  sin2C—  sin24). 

Ferner  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  nach  dem  Obigen : 
cos  (5  -  B)  cos(S  -  C)  =  sin  Bain  C—  lEsm  (B  +  C) 

=singsinC{l-^|!^±^}, 

sin  B sin  f 

folglich : 

sin  Bsm  Ccos  (S-fi)  cos(S  -  C)  =  sin  g*sin  C*  i  1  -  }£  \> 

also  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  immer  mit  demselben  Grade 
der  Genauigkeit,  wie  vorher: 
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{ sin  Äsin  6'eos  (S~ B)  cos  (S  -  C) \~i 

=  sin  Ä-is.n  C-i  H  +  iE  rtBjP.i||C  I 

-  Folglich  ist  nach  dem  Obigen,  immer  erst  mit  Vernachlässigung 
von  Grössen  oder  Gliedern ,  die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphä- 
rischen Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

o  a  sin^-f  SHiC'-  sin^,,  Sin^+C), 
2 cos  ^  =  sinßsinC  { 1  +  *E  sTn^sinT 1 

,    sinl?cosI?"t-  sin  Ccos  C~  sin  A  cos  ^4 
~ 4  sinÄsinC 


oder 


+  \E 


_  .  sin/?a  +  sin  C2  —  sin  A2 
2c0S^  =  sin  Jg  sinC  

sin  (ff -f  C)  sin/?*  +  sin  C2-sin^* 
sinBsinC"        sin  ff  sin  C 

^  sin  ff  cos  ff -f  si n  C cos  C  —  sin  A  cos  ^4 


I 


sin  B  sin  C 
Nun  ist  aber 

A  =  n+E-(B+C)t 

also 

sin  A  =  —  sin  { E  -  (ff  +  C) }  =  cos  £sin  (ff  +C)-  sin  £Jcos  (ff  +  C), 
cos/4  =  -cos{£:— (Ä-^-C)}  =  -cosl;cos(Jß-fC)-8in£sin(ß+C,); 

folglich,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be- 
zug auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sin  A  =    sin  (ff  +  C)  —  E  cos  (ff  -f  C) , 

cos  ,4=— cos (ff +  C)  —  £  sin  (ff  -f  C)  *» 

also,  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sin  A* = sin  (ff +  C)2-  2Esin  (ff  +  O  cos  (ff +  C) , 

and,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

sin^  =  sin(B  +  C)2, 

sin  A  cos  A  =  -  sin  (ff  +  C)  cos  (ff  -f  €). 
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Folglich  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Be 
zag  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

sin  B*  +  sin  C2  -  sin  A* 
=  sin  B*  +  sin  C2 -  sin  (B  +  C)2  +  2£  sin  (B  +  C)  cos  (#+  C), 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

sinÄ*  +  8inCa-sin^ 
=  — 2sin  J5sin  Ccos  (B  +  Q  +  2£sin  (Z?  +  C)  cos  (Ä  +  C) , 

also: 

sinl2  +  sinC2-sin,*2_  sin(g+C)cos(Jg+C) 
 shTßsinC  —  2cw(Ä+C)+2fi  sTn~*Ih7C  

Ferner  ist,  mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  zweiten  Ord- 
nung sind: 

«ing»  +  sinC»-8Sin<«  ^ 
 8.oB6]nC  =  -2cos(2?  +  C)  , 

und 

sin  BcoaB  -f  sin  Ccos  C — sin  A  cos  A 
=  sin/?  cos  /?  +  sin  Ccos  C  +  sin  {B  +  Q  cos  (B  +  C) 
=  sin  B  cos  Z?  +  sin  Ccos  C 

-f-  (sin  Z?cos  C-f  cos  BsiriC)  (cos  Z?  cos  C — sin  Z?  sin  C) 
=  sin  ßcoaß  +  sin  C  cos  C  +  sin  ß  cos  jB  cos  C2 

-f  sin  Ccos  Ccos  B*  —  sin  Z?  cos  Z?sin  C2  —  sin  Ccos  Csin  Z?2 
=  sin  B  cos  Z?(l-f cos  C2 — sin  C2)  +  sin  Ccos  C  (1  +  cos  B2 — sin  Z?2) 
=  2  cos  Ä  cos  C  (sin  B  cos  C+  cos  B  sin  C) 
=  2cosZ?  cos  Csin  (B+  C). 

Also  ist  mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit: 

sinQg+C)  singHsinC2— sin^2  sinJgcos^-f-sinCcosC-sin^cos^ 
8\nB  sin  C        sinZfsinC  Z  sintfsinC 

_2  sin(g+C)cos(B  +  C)  _  cosgcosCsin^-f-C) 
-    1  sinßsinC  4         sin  B  sin  C 

=  " 2  sm^shiC  1 C0S (ß  +  C)  +  2 cis B 008 C 1 
=    2  ^-ffi^r  (sin  Äsin  C-  3  cos  B  cos  C). 


♦ 

■ 
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Erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug  auf 
die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung 
sind,  ist  also  nach  dem  Obigen: 

2 cos  Jt  =  -  2  cos  (B  +  O  +  2E  *'w(B  +  C\C0S(B+  O 

sin  Bs'm  C 

,  .    sin  (B  +  C) 

+  *L  "iin/?sinC  (sin/?  8in ^-3cos Bcos  C), 

folglich : 

cos  4,  =  —  cos  (/?  -f  C) 

+  E rin~#s7n~C  tcos (Ä+  O  +  1  «Hl B sin  C -  i cos i?  cos  C I , 

»• 

also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos  ^  =  —  cos  (Ä+  C)  —  i  E  sin  (Z?  +  6')  (3  -  cot  B  cot  Q. 
Setzen  wir  nun 

Ax  =  A  + 

so  ist,  weil 

^  =  7C-f  E  —  (fif  C) 

ist: 

^1  =* +  (1 +C), 

also 

cos  Ax  =  —  cos  { (1  -f-  x)  E  -  (B  -f  C) } 
=  -  cos  (1  +  *) £ .  cos  (B  +  C)  -  sin  (1  +  x)  E .  sin  (B  +  C) , 

und  folglich,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Grössen,  die  in  Be- 
zug auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ord- 
nung sind: 

cos  Ax  =  —  cos  (ß  +  C)  —  (1  +  x)  £sin  (B  +  Q , 
also  nach  dem  Obigen: 

—  cos(2?+  O  —  (l  -f  *)£sin(B-f  C) 
=  -  cos  (B  -f  C)  -  i Esin  (B  +  C)  (3  -  cot  />  cot  C) , 
woraus  sich 

1  +  cot^cotC 
 4  

ergiebt;  und  setzen  wir  nun  überhaupt: 

Theil  XXV.  ]4 
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At=A  +  xE,   Bx=zB+yE,   Ci  =  C+*E; 

so  ist: 

1  +  cotffcotC  H  cot  C cot ^  Hcotijcoti? 

x= —    4  — .  v=-  1  »  z-~  4 

oder  auch: 

cos(ff-C)  cos(C-A)  cos(A-B) 

*=-"4sioffsinC'  y~    JsiiiCsiniT  4sin^sinB 

Hiernach  ist: 

cot  A  cot  ff  +  cot  B  cot  C  +  cot  Ccot  A  , 
ar  +  y  +  2  =  —  5  ~~  4 

aber 

.  sin  (ff  +  C) 

cot  i4  cot  B  +  cot  Ccot  ^  =  cot  A  -sinjjsjn  q  * 

und  nach  dem  Obigen,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern  der 

vierten  Ordnung: 

cos  A  =  -  cos  (B+Q—E  sin  (B  +  C) , 
sin^=    sin(ff  +  0-f:cos(ß+C); 

also : 

cot  A  =  - .  |  cos(ff +  C) + Esin(ff +  C)  I  { sin  (ff  +  C)  -  £cos  (B  +  C)*~* 
=  -{co*t(ff  +  C)  +  £}  { l~£cot(ff  +  C)}-1 
=-{cot(Z?  +  C)  +  £|{l+£cot(ß  +  C)| 

= -  cot  (ff  +  C)  -  £  { 1  +  cot  (B  +  C)a  I 
=_cot(ff  +  C)  -  JEcosec(ff  +  C)*, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

_       .         cos(ff  +  C)  £ 

cot  ^  cot  B  +  cot  Ccot  A  =  -  sinig6inC  -  sin  ff  sin  C  sin  (ff  +  C) 

=  -  cotff  cot  C+ 1  -  sinÄsinC^n(jB+C)' 

also 

JE 

COt^COtff  +  COtffcotC+COtCcot^rrl-^^^^^^^. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 
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E 


x  +  y  +  2  =  ~J  + 


TT  > 


4sirlÄsinCsin(B+e,) 


erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind; 
und  weil  nun 

^i+ßi  +  CI=^+ß+C+(*  +  y  +  r)£ 

ist,   so  ist 

E 

4  +  *t  +  Q  =  A  +  Ä+  C-{l-4gin^5.m  cs\D(B-^C)]E 

E 

=  n  +  E-\\-i6.mBs.nCa.m(B^C)\E, 

folglich 

4  +      ,  +  C,  =  TT  +  j        g  {B  +  CJ  , 

also,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  welche  in  Bezug 
auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind: 

Weil  nun  in  dem  Sehnen-  oder  Chorden- Dreiecke 

«, :  bx  =  sin  /Ij :  sin  Bl 

ist,  so  ist 

^sin^-isin/?,. 

Erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern,  die  in  Bezug  auf  die 
Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  der  vierten  Ordnung  sind, 
ist  aber  nach  dem  Vorhergehenden 

A^A  +  xE,    B^B  +yE; 

also: 

sin  4,  =  sin.4+ar£cos^  =  sin/l  (1  +  xEcoXA), 
sin  Bt  =  sin  B  +  y  E  cos  B = sin  B  (1  +  y  E  cot  J?) ; 

folglich 

(l  +*£cotii)-i(l  +  y£cot#) 

=S?(1  -xEcoiA)  (Hy£cotJ?) 

=?l^f  (L—  a;£cot  A  +  y£cot  B). 

DIU  il 

14* 
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Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

1  +  cottfcotC      A    l  +  cotCcot4_,  „ 
arcoU  — ycottf=-—  j  cot  ,4  +  j  cot/* 

coM  — cotiB     sin  (A  —  B) 


folglich : 


oder 


4sin/f  sinZ?  ' 


bt  sxnB,.  ,  cotA  —  cotß 
^  =  shT3(1+   4  


bx      sinÄ  _  sin(A-B) 


Ol 


Nun  ist 


folglich 


sjn  (jg — » JS)  _  sin  Z?cos  jJS  —  cos  B  sinjE 
sin(J  —  \E) "~  sin ^ cos \E  —  cos  ^  sin  \E 

8inB  —  \Eco»B 
~~6mA  —  iEcosA 

sing  I-j&cotg 
—  sin^  *1  — i£coti4 

=         (l-J£cot  A)-*(l-iEcotß) 

= ^  (1  +  i  £  cot  ^)  (1  -  i£  cot  B) 
sin/?,«  .  cot.4  — cot/?  r. 


cot  .4  — cot/?  „  sin  ,4  sin(/?  — -jE) 

I+         4         *—  sing■sin(J-iJB), 


wobei  immer  erst  Grossen  oder  Glieder  vernachlässigt  worden 
sind,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks 
von  der  vierten  Ordnung  sind.  Also  ist  nach  dem  Obigen  mit 
demselben  Grade  der  Genauigkeit: 


h  —  sin  (B— \E) 
«,  ~  sin (4  —  iE)' 
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und  erst  mit  Vernachlässigung  von  Grössen  oder  Gliedern ,  deren 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  die 
vierte  übersteigt  *) ,  ist  folglich : 

_     sin(g  —  \E) 

Ueberhaupt  ist  also,  erst  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern, 
die  in  Bezug  auf  die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  von  einer 
die  vierte  übersteigenden  Ordnung  sind: 

sin^-jf;) 
Cl  sin(C—  \E)$ 

°l  sin  {A- \EY 

sin(C~iig). 
61  sm{B-\Ey 

und  es  ergiebt  sich  nun  hieraus  der  folgende  merkwürdige  Satz, 
der  nach  meiner  Meinung  wohl  dem  Legendre'schen  Theorem 
an  die  Seite  gesetzt  zu  werden  verdienen  mochte: 

Die  Winkel  eines  sphärischen  Dreiecks,  dessen 
Seiten  gegen  den  Halbmesser  der  Kugel,  auf  welcher 
es  liegt,  sehr  klein  sind,  werden  auf  die  Winkel  des 
entsprechenden  Sehnen  oder  Chorden-Dreiecks  redu* 
cirt,  wenn  man  von  jedem  Winkel  des  sphärischen 
Dreiecks  den  vierten  Theil  seines  sphärischen  Exces- 
ses  abzieht;  und  berechnet  man  dann  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  der  ebenen  Trigonometrie  die  Seiten 
des  Sehnen-Dreiecks,  indem  man  eine  Seite  desselben 
als  bekannt  annimmt,  so  werden  dabei  erst  Glieder 
vernachlässigt,  welche  in  Bezug  auf  die  Seiten  des 
sphärischen  Dreiecks  von  einer  die  vierte  überstei- 
genden Ordnung  sind. 

Schon  weil  der  Bruch  5  kleiner  als  der  bei  dem  Legendre'schen 
Theorem  zur  Anwendung  kommende  Bruch  i  ist,  scheint  mir  die  Ge- 
nauigkeit des  obigen  Satzes  etwas  grösser  zu  sein,  als  die  von  dem 
Legendre'schen  Satze  gewährte  Genauigkeit,  was  ich  der  Kürze 
wegen  hier  jetzt  nicht  weiter  erörtern  will,  sondern  zur  Vergleichung 
nur  auf  die  Formeln  in  dem  Aufsatze  Tbl.  XXIII.  Nr.  III.  S.  11 1.  hin- 


•)  Da  die  Seiten  beider  Dreiecke,  des  sphärischen  und  de»  Sehnen- 
dreiecks, offenbar  von  gleicher  Ordnung,  die  letzteren  übrigens  noch 
kleiner  als  die  ersteren  sind. 


"1 


.  Bin(A-iE) 
=  ö, 


sin(#- 

•\E) 

sin(C- 

•IE) 

sin(C- 

IE) 
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weise.  Bei  dem  Le gen d  re 'sehen  Satze  wird  der  ganze  Excess  des 
sphärischen  Dreiecks  auf  seine  drei  Winkel  gleich  vertheilt,  so 
dass  jeder  Winkel  um  den  dritten  Theil  des  Excesses  vermindert  wird  ; 
bei  meinem  obigen  Satze  weiden  nur  £  des  Excesses  des  sphä- 
rischen Dreiecks  auf  seine  drei  Winkel  gleich  vertheilt,  so  dass 
jeder  Winkel  um  den  dritten  Theil  dieses  Theils  des  ganzen 
Excesses  vermindert  wird. 

Man  muss  wohl  festhalten,  dass  im  Obigen  bloss  die  Formeln 

_    *\n{B—\E)  sin(C-j£) 
6»-fll  sin Cl~ffl  sin 

bis  auf  Grössen  der  vierten  Oidnung  festgestellt  worden  sind,  wes- 
halb es  also  auch  keineswegs  befremden  kann,  dass  im  Dreiecke 
AlRlCi  die  Summe  der  W7inkel  nicht  ganz  genau  180°  oder  n  ist, 
sondern  dass  dabei  auch  eine  dem  im  Obigen  immer  festgehal- 
tenen Grade  der  Genauigkeit  entsprechende  Vernachlässigung  ein- 
tritt, wie  oben  gezeigt  worden  ist.  Deshalb  darf  der  obige  Satz 
auch  nicht  ganz  so  ausgedrückt  werden,  wie  das  Legendre'sche 
Theorem,  sondern  muss  auf  den  ihm  oben  gegebenen  Ausdruck 
gebracht  werden. 

Aus  der  Sehne  *  findet  man  bekanntlich  den  Bogen  Ares  in 
einem  mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Kreise  auf  folgende 
Art.  Weil 

.   Ares       \  8 

ist,  so  ist  nach  einer  bekannten  cyclometrischen  Reihe: 
Ares      l«lllf»11.3  1f* 

also : 

Are- *  +  24^  +  64074+  ' 

oder  der  üeberschuss  des  Bogens  über  die  Sehne  ist: 

_  _  j»  3*6 
Are*    *-24r2  +  640r*  +  ""' 

wobei  man  sich  in  den  meisten  Fällen  mit  der  durch  die  Nähe- 
ruugsformel 

$* 

Are*  —  x  ~ 


gewährten  Genauigkeit  wird  begnügen  können. 
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XVII. 

Ueber  Convergenz  und  Stetigkeit  der  Potenzreihen. 

Von 

Herrn  Dr.  F.  Arndt, 

Privatdocenten  an  der  Universität  zu  Berlin. 


Diese  Abhandlung  ist  dazu  bestimmt,  die  Theorie  der  Stetig, 
keit  der  Potenzreihen  zu  ihrem  Ende  zu  führen,  was  durch  meine 
bisherigen,  im  20.  Theile  dieser  Zeitschrift  publicirten  Unter- 
suchungen noch  nicht  geleistet  worden  ist.  Ich  bezeichne  diese 
Reihen  mit 

(#)         «,  oxx,  a^x1, —  aHxn 

wo  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  von  dieser  Variabein 
unabhängig  sind.  Die  Grundlage  unserer  Betrachtungen  bildet 
folgendes 

Theorem. 

Wenn  die  Potenzreihe  {Ii)  für  den  besonderen  Werth 
ö  von  x  convergent  ist,  so  convergirt  sie  auch  für  jedes 
x.  dessen  numerischer  Werth  unter  dem  numerischen 
Wert  he  von  d  liegt,  und  die  Convergenz  wird  sogar  noch 
stattfinden,  wenn  man  nach  Substitution  des  neuen 
Werthes  von  x  allen  Gliedern  der  Reihe  das  positive 
Zeichen  giebt. 

Bezeichnet  man  nämlich  mit  i  eine  Grösse,  deren  numerischer 
Werth  {ß  unter  der  Einheit  liegt,  so  kann  der  neue  Werth  von 
x  durch  öi  ausgedrückt  werden ,  und  die  in  Bezug  auf  Convergenz 
zu  prüfende  Reihe  ist  A,  A^jJ),  A^jj)2,....,  wo  An,  J  die  nu- 


Digitized  by  Google 


212    Arndt:  Ueöer  Co'twergen*  und  Stetigkeit  der  Potemreihm. 

nierischen  Werthe  von  an ,  ö  bedeuten.  Betrachtet  man  nun  diese 
Reihe  als  eine  nach  Potenzen  von  j  fortschreitende,  so  erhellt 
ihre  Convergenz  augenblicklich.  Denn  da  die  Reihe  (H)  nach  der 
Voraussetzung  für  x  =  ö  convergent  ist,  so  verschwindet  ihr  all- 
gemeines Glied  anön  mit  «  =  oo,  folglich  auch  der  Coefficient  von 
j*,  es  werden  mithin  alle  Glieder  der  unendlichen  Reihe  A,  AXJ, 
A^,....  eine  endliche  positive  Grösse  C  nicht  übersteigen;  nun 
ist  C,  Cj,  Cß,....  eine  convergente  Reihe,  da  j  kleiner  als  die 
Einheit,  folglich  auch  A,  A^jj),  A^jJ)2 und  um  so  mehr 
a,  o,(id),  arftf)*,.... 

Aus  diesem  Theoreme  fliessen  sogleich  folgende  Sätze: 

1.  Man  darf  in  der  für  ar  =  d  convergenten  Reihe  (R),  nach 
dem  für  x  ein  Werth  gesetzt  worden,  der  numerisch  unter  dem 
numerischen  Werthe  von  ö  liegt,  die  Vorzeichen  der  Glieder  be- 
liebig ändern,  ohne  dass  die  Convergenz  aufhört. 

2.  Wenn  eine  Potenzreihe  ftir  einen  besonderen  Werth  von 
x  divergent  ist,  so  divergirt  sie  auch  für  jeden  numerisch  gros 
sern  Werth  von  x,  wie  auch  immer  die  Zeichen  der  Coefficienten 
l< csrhaffen  sind. 

3.  Wenn  die  Reihe  (R)  für  x  =  ö  convergirt,  so  wird  auch 
noch  die  Reihe  der  numerischen  Werthe  ihrer  Glieder  convergent 
sein,  wenn  nur  die  Reihe  (R)  selbst  noch  für  einen  Werth  von 
x  convergirt,  dessen  numerischer  Werth  den  von  ö  übersteigt. 

Hiernach  sind  in  Bezug  auf  die  Convergenz  einer  Potenzreihe 
nur  folgende  Fälle  möglich: 

4.  Die  Reihe  kann  für  den  einzigen  Werth  x  =  0  convergent 
sein,  z.B.  x,  1.2a:2,  1.2.3*»,.... 

5.  Sie  kann  für  alle  x  zwischen  0  und  +  oo  convergent  sein. 
Hieraus  allein  folgt,  dass  die  Convergenz  auch  ftir  alle  x  zwischen 
0  und  —oo  statt  hat;  ferner,  dass  die  E/eihe  immer  convergent 
bleibt  von  x=—  oo  bis  j:=  +  oc,  wenn  man  statt  der  Coefficien- 
ten ihre  numerischen  Werthe  setzt.  Reihen  dieser  Art  sind  die 
e*,  $\\\x,  cosar. 

6.  Findet  weder  der  eine,  noch  der  andere  Fall  statt,  so 
lassen  sich  fn'r  x  eine  untere  und  eine  obere  Grenze  —  /  und  -f/ 
angeben ,  so  dass  für  alle  x  zwischen  diesen  Grenzen  Convergenz, 
für  alle  x  ausserhalb  derselben  Divergenz  stattfindet,  und  dies 
gilt  immer  noch,  wenn  man  für  die  Coefficieuten  der  Reihe  ihre 
numerischen  Werthe  substituirt.  Reihen  dieser  Art  sind  die  für 
log(l-|-a:),  aretg.r. 
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7.  Ist  der  numerische  Werth  von  y  grösser  als  /,  so  ist  es 
unmöglich,  dass  Her  numerische  Werth  von  o„y"  unter  einer  end- 
lichen positiven  Grösse  C  bleibe,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst. 
Es  sei  nämlich  (y)  der  absolute  Werth  von  y,  und  t  so  gewählt, 

dass  j-j  <  i  <  1.    Bliebe  nun  any"  numerisch  unter  C,  so  würde 

«,  o,yi,  «r2y*t*,....  eine  convergente  Reihe  sein;  dies  ist  aber  un- 
möglich, da  der  numerische  Werth  von  yi  über  /  liegt  und  die 
Reihe  (R)  für  alle  x  ausserhalb  der  Greuzen  —  /  und  \l  nach 
der  Voraussetzung  divergent  ist. 

Es  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  in  diesem  Falle  das  all- 
gemeine Glied  a„yn  nicht  unendlich  gross  zu  werden  braucht  mit 
n  zugleich.  F«  könnte  z.  ß.  dasselbe  für  eine  gewisse  Reihe  von 
Werthen  der  Zahl  immerwährend  wachsen,  für  eine  andere  Reihe 
von  Werthen  sogar  unendlich  klein  werden. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  beweisen  wir  folgendes 

Theorem. 

Die  Summe  jeder  Potenzreihe  (Ä)  ist  in  dem  Inter- 
vall ihrer  Convergenz  überall  eine  stetige  Funktion 
von  x. 

Ich  bemerke  zuvörderst,  dass  es  genügt,  die  positiven  Werthe 
von  x  in  Betracht  zu  ziehen.  Die  Grenzen  der  Convergenz  be- 
zeichne ich,  wie  oben,  mit  — /,  + /,  wo  />0,  übrigens  auch 
=  oo  sein  kann.    Die  Summe  der  Reihe  (R)  erhält  also  für  jeden 

.Werth  von  x^O  und  </  einen  bestimmten  Werth.  Den  Werth 
von  x  bezeichne  ich  mit  ö,  und  setze 

a\axh\  a.j,52  f  a3ö3  +  in  inf.  =  f(6). 

Die  Zunahme  i  von  i5  kann  positiv  oder  neijativ  sein;  im  ersten 
Falle  muss.  man  /  so  klein  genommen  denken,  dass  ö-\  i \  /,  un- 
ter welcher  Voraussetzung  die  Reihe  convergent  bleibt,  wenn  man 
6  f  i  statt  6  setzt.   Betrachten  w  ir  nun  zuerst  i  als  positiv  und  setzen 

«  +  «i(*  +  Ö  +  ^(*  +  0aW*  +  08  +  in  Inf.  = /-(*  +  «*). 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Differenz 

/)a+i)-A«)=«iW+M  +  «W-^)  +  fli((^OMHin  inf. 
mit  i  zugleich  unendlich  klein  wird. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  bleiben  die  Reihen  für  f[ö),  f(ö  \  n 
noch  con verbeut,  nenn  mau  statt  der  Coellicienten  ihre  numeri- 
schen Werthe  setzt.  Bezeichnen  wir  also  den  numerischen  Werth 
von  an  mit  A„,  so  ist  +  4s((<* +    eben- 

falls eine  convergente  Reihe,  deren  Summe  wir  mit  D  bezeich- 
nen wollen.  Der  numerische  Werth  von  f(S  + 1)  —  f(ß)  ist  offen- 
bar <Z>,  wir  haben  also  nur  nachzuweisen,  dass  D  mit  i 
unendlich  klein  wird.  Zu  dem  Ende  tbeilen  wir  die  Reihe  für  D 
in  zwei  Theile: 

t  =  Ax  (((5  |  0  -  S)  +  ....  +  An-l  ((d  -f  t)«"1  —  d»"1)  , 

r  =  An((5  +  i)»-dn)  +  An+i((d  +  i)«+*-ö»V)  +  in  Inf., 

und  bezeichnen  mit  s  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse.  Wegen 
der  Convergenz  der  Reihe  für  D  wird  für  jedes  i</ — ö  der  Rest 
r  mit  n  =  oo  verschwinden,  man  wird  also,  nachdem  für  t  ein  be- 
stimmter Werth  (</ — d)  gesetzt  worden,  die  Zcihl  n  so  gross 
nehmen  können,  dass  die  Bedingung  r<£e  erfüllt  ist.  Dieselbe 
wird  auch  niemals  aufgehoben  werden,  wenn  man  i  stetig  abneh- 
men lässt,  da  die  Glieder  von  r,  wie  man  sieht,  mit  t  zugleich 
sämmtlich  abnehmen.  Man  kann  also,  nachdem  ein  angemesse- 
ner Werth  von  n  gewählt  worden,  i  noch  weiter  abnehmen  las- 
sen und  so  klein  machen,  dass  /  ebenfalls  <  .' f  wird,  ohne  dass 
die  erste  Bedi  ngung  r  ^  j£  dadurch  aufgehoben  wird.  Hieraus 
folgt  aber  <  +  r  oder  D<«,  w.  z.  b.  w.  —  Ganz  ähnlich  wird  der 
Beweis  für  ein  negatives  t  geführt. 

Es  ist  aber  der  Fall  noch  übrig,  wo  die  gegebene  Reihe  auch 
noch  für  den  Grenzwerth  x  =  l  convergent  ist.  Dass  unser  Lehr- 
satz auch  in  diesem  Falle  noch  richtig  bleibt,  werden  wir  durch 
neue  Principien  zeigen,  denn  die  vorhergehenden  Schlüsse  wür-» 
den  ihre  Kraft  verlieren,  wenn  es  sich  nicht  gerade  ereignete, 
dass  die  Reibe  der  numerischen  Werthe  der  Glieder  noch  für 
x  —  l  convergent  bliebe.  In  diesem  Falle  ist  z.  B.  die  Reihe 
x,  —  *tf2,  \x*,  —  Ja:4,....  für  x=\.  Uebrigens  erstreckt  sich  die 
Gültigkeit  der  folgenden  Betrachtungen  allgemeiner  über  alle  x  <  /. 

Es  sei  i  positiv  und  unter  der  Einheit;  <plt  <p2,  g?3,....  eine 
unendliche  Folge  von  Grössen,  deren  Werthe  von  i  unabhängig 
sind,  auch  soll  <pH  mit  n  =  o>  verschwinden.    Die  Summe  der  con- 

vergenten  Reihe  cp (1  —  t),  q>ii(\  —  i) , . . . .  cpni* (1  - i) ,  ($)  wird 

sich  der  Null  nähern,  wenn  i  gegen  die  Einheit  convergirt.  — • 
Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  theilen  wir  S  in  zwei  Theile: 

t=  <p (1  - 1)  +         - 1)  +  ....+  <pn-ii»-1 (l _ö ( 
r  =  9,wi»(l-0  +  V»+i«,,+,(i-0+  m  inf., 
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und  bezeichnen  mit  £  eine  beliebig  kleine  positive  Grösse.  Auch 
sei  w  so  gross  genommen,  dass  jedes  Glied  der  unendlichen  Folge 
fn,  a?n+2,....  numerisch  kleiner  als  |t;  alsdann  ist  der  nu- 

merische Werth  von  r  kleiner  als  —  0(i  +  «  +  tT...) <l*-»\ 

also  um  so  mehr  <  \e.  Hierauf  nehme  man  t  der  Einheit  so 
nahe,  dass  auch  t  numerisch  <J«",  alsdann  ist  aber  der  nume- 
rische Werth  von  S  <f,  w.z.b.  w.  *) 

Allgemeiner  ist  folgendes 

Theorem. 

Es  sei  i  positiv  und  unter  der  Einheit;  <I>,  0lt  0a,.«. 
eine  unendliche  Folge  von  Gliedern,  deren  Werthe  von 
/unabhängig  sind,  auch  soll  <Z>n  sich  der  Grenze  L 
nähern,  wenn  w  unendlich  gross  wird.  Die  Summe  der 
convergenten  Reihe  <D(1  —  t),  0^1—4),  G>2i*(I  —  ©, ....  wird 
gegen  die  Grenze  L  convergiren,  wenn  i  sich  der  Ein- 
heit nähert. 

Der  Beweis  für  diesen  Satz  lässt  sich  auf  den  vorhergehen- 
den zurückführen.    Setzt  man  nämlich 

0(1—0+ *b<(l— 0  +  ^(1-0  f  ....  =s, 

L(l  - 1)  f  W(l  -0  -f  1^(1  -  0  +  ....  =  L; 
so  findet  auf  die  Reihe 

(ft_0)(l_ Q+(£— 4)<0-4+(£— WA-*»  0  +  ....  =  £—5 
der  vorhergehende  Satz  Anwendung. 

Kehren  wir  nun  zur  Potenzreihe  (Ü)  zurück  und  setzen 
a  +  «rjä  +  f^d*  f  ....==*,    n-t-o^di)  +<i2(^02  +  .  . 

wo  <5  >  0  und  "^7  /,  t  ein  positiver  ächter  Bruch.  Es  ist  zu  zei- 
gen, dass  st  sich  der  Grenze  s  nähert,  wenn  1  — f  unendlich 
klein  wird. 

Um  dies  nachzuweisen,  bezeichnen  wir  die  Summe  der  n-|-l 
ersten  Glieder  von  s  mit        so  dass  also      —  sO»-1)  =  anö*  und 

• 

*)  Offenbar  verlieren  die  Schlüsse  ihre  Kraft,  wenn  die  Coefficien- 
ten  tp  von  i  abhüugig  sind.  Der  Satz  ist  dann  auch  nicht  immer 
richtig.  So  convergirt  z.  B.  die  Summe  1 —  /+/»( W)-|- /«(l— 0+**flO— 0 
-f  in  inf.  gegen  die  Grenze  \  ,  wenn  /  sich  der  Einheit  nähert. 
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Lässt  man  in  dieser  Gleichung  n  unendlich  werden,  so  entsteht 
die  folgende: 

l/  =  fO(l-*)  +  t'f(l_*)-|VP(l-<)+  in  inf. 

• 

Hier  bilden  nun  die  Coefficienten  5°,  *',  eine  unendliche 

Folge,  deren  Glieder  von  i  unabhängig  sind,  auch  convergirt 
gegen  die  Grenze  *,  wenn  n  unendlich  gross  wird.    Nach  dem 
vorhergehenden  Theoreme  nähert  sich  also  a  der  Grenze  r,  wenn 
i  sich  der  Einheit  nähert,  w.  z.  h.  w.  —  Hiermit  ist  nun  die  Ste- 
tigkeit der  Potenzreihen  für  alle  Fälle  erwiesen. 

Wir  schliessen  hieran  die  Betrachtung  der  Reihen,  welche 
durch  Differenziation  einer  Potenzreihe  nach  der  Variabein  x  ent- 
stehen, nämlich 

{r) ....  alt  '2(t.2.r,  'Sa^x*,  ....  nanxu-1 .... 


Theorem. 

Für  die  beiden  Reihen  •  /.'..  (r)  sind  die  Grenzen  der 
Convergenz  die  nämlichen.  Nur  für  die  Grenzen  selbst 
braucht  nicht  gleichzeitig  Convergenz  oder  Divergenz 
statt  zu  finden. 

Um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  einen  Werth  ß 
von  x,  der  zwischen  —  /  und  +/  liegt  (—/und  \  l  sind,  wie 
immer,  die  Grenzen  der  Convergenz  für  die  Reihe  (ß)).  Es  ist 
also  nachzuweisen,  dass  die  Reihe  (r)  für  x  =  ß  convergirt.  Es 
seien  (ß),  An  die  numerischen  Werthe  von  ß,  on,  und  y  so  ge- 
wählt, dass  y>(ß)  und  Nacn  den  obigen  Principien  ist  die 
Reihe  A,  Aty,  A*y*....  convergent.    Nun  wird  das  Verhältniss 


n^fT  mit  n  ul,en(N|Ch  §r0S8>  u'e  leicht  zu  zeigen,  folglich  für 
hinreichend  grosse  n  die  Potenz  (jßj)  fortwährend  >n+l,  d.h. 

(n  +  1)  (/?)»</»,  folglich  Au  24,0?),....  («  +  1)J„(0)"....  eine 
convergente  Reihe,  also  auch  alt  2a*ß,  3as/S«,....,  w.  z.  b.  w.  — 
Es  liege  ferner  ß  ausserhalb  der  Grenzen  — /,  +  /.  Die  Reihe 
(r)  wird  dann  für  x  =  ß  divergent  sein.    Denn  man  nehme  y>  i 
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und  <(/?).    Wäre  nun  die  Reihe  (r)  für  x  =  ß  convergent,  so  wäre 

Ax ,  -A.2yy  SA^y9  ebenfalls  eine  convergente  Reihe,  also  auch 

A,  Axy>  2Aty*,....9  und  um  so  mehr  a,  atyt  aay2,....  Dies  ist 
aber  wegen  y  >  /  unmöglich. 

Wenn  man  also  eine  Potenzreihe  wiederholt  differenzürt  nach 
der  Variabein  x,  so  werden  für  alle  diese  Reihen  die  Grenzen 
der  Convergenz  immer  die  nämlichen  sein,  und  die  Reihen  ste- 
tige Funktionen  von  x  in  dem  Intervall  (—  /,  +()•  Nur  fär  die 
Grenzen  selbst  wird  der  Charakter  der  Reihen  in  Bezug  auf  Con- 
vergenz in  der  Regel  ein  verschiedener  sein. 


Theorem. 

Wenn  die  Gleichung  f(x)  =  m  +  atx  -f  u^pc%  +  a3x*  + 
von  jpss — /  bis  r  =  {  /  gilt  (excl.  oder  incl.),  so  gilt  die 
Gleichung  f(x) ss ox  -f  -f 3a3x2 -f —  genau  zwischen 
denselben  Grenzen,  übrigens  auch  noch  für  .r  =  f  /  oder 
:r=—  /,  wenn  die  Reihe  rechts  für  einen  dieser  Grenz- 
werthe  noch  convergent  ist. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Summe  ax -\-2a9x-\-^asx2-^- in  \ü(, 
mit  q>(x),  und  mit  A.,  x  zwei  Werthe  von  x  zwischen  — /  und  -f /, 
so  ist  bekanntlich,  da  alle  Glieder  von  q>(x)  und  q>(x)  selbst  ste- 
tige Funktionen  von  x  sind : 

f  '  <p(x)dx=jjTX  atBx  + ^  *  Za&dx+jf*  '  Za5x*dx  +  in  inf. 
=  ax  (x  -  X)  +  «2  (x2  -  Aa)  +  a3  (x*  - As)  +  


<p{x)dx  =  f{x)-f{\). 


Die  Differenziation  dieser  Gleichungen  nach  x  gibt  <p(x)=s  f'(x), 
w.  z.  b.  w. 

Die  Wichtigkeit  dieses  Satzes  bei  Summationen  leuchtet  ein. 

Es  wird  noch  bemerkt,  dass  eine  Potenzreibe  einen  ganz  ver- 
schiedenartigen Charakter  erhalten  kann,  wenn  man  die  Glieder 
gruppenweise  vereinigt,  wodurch  eine  Reihe  entsteht,  deren 
Glieder  nicht  mehr  die  Form  anx»  haben. 


Nimmt  man  in  der  Reihe  (/?)  für  x  einen  complexen  Werth 
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p(cosoH  esiiiqp),  während  die  Coefficienten  reell  bleiben,  so  kann 
man  nach  den  Grenzen  der  Convergenz  der  reellen  Reiben 

o,    aipcosqp,    cr2p2cos2<p,    o3p3cos3gD, . . . . 
fl,psin(p,    a2pasin2g>,  agp'sinJfy  

fragen,  wenn  die  Grenzen  der  Convergenz  (— f,  +0  für  die  Reihe 
a,  aif,  %oa,  osp3....  bekannt  sind.  In  dieser  Beziehung  lässt 
sich  behaupten,  dass  jede  der  genannten  Reihen  von  x=—l  bis 
x  =  +  l  convergent  ist.  Ks  convergirt  nämlich  die  Reihe  A,  Axq, 
^2pa,....,  wenn  p</  ist,  also  auch  At  ^pcoscp,  A2q2 cos2<jp , . . . . , 

folglich  um  so  mehr  a,  o^pcos«?,  e/2p2cos2<p,  ;  und  ebenso 

Oipsiny,  a2pasin9>,....  Die  Reihe  (R)  ist  also  immer  conver- 
gent, wenn  der  Modulus  von  x  unter  /  liegt,  und  zwar  für  jedes 
q>.  Dass  sie  aber  divergent  sei,  wenn  der  Modulus  von  x  über 
fliegt,  kann  nicht  behauptet  werden.  Z.B.:  Die  Grenzen  der 
Convergenz  für  die  Reihe  1,  x%  2a:*,  \x*>  4x*,  \x*,  Hx6....  sind 
—  iV2,  +iV2,  aber  die  Grenzen  der  Convergenz  der  Reihe 

'  xmn<p,  2#asin2<jp,  lx*s\n3(p,  4.r4sin4<}p, . . . .  für  9  =  2  *  wei* 

ter,  nämlich  —  V2  und  +  V2,  wie  leicht  erhellt*).  —  Allge- 
meine Theorien  hierüber  lassen  sich  erst  dann  aufstellen,  wenn 
man  über  die  Art  des  Wachsthums  der  Coefncienten  «,  alf  o*,.... 
bestimmte  Annahmen  macht. 


*)  Dies  bat  darin  »einen  Grund,  das«  man  für  einen  gegebenen 
Winkel  tp.  auch  wenn  er  zu  n  in  einem  irrationalen  Verhältnisse  steht, 
immer  eine  unendliche  Reihe  von  Werthen  der  Zahl  n  angeben  kann, 
dass  sinMy  beliebig  klein  wird. 
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XVIII. 

Ueber  die  Schätzung  des  mittleren  Fehlers  directcr 

Beobachtungen. 

(Vierter  Nachtrag  »ur  Ausgleichuogtrechiiung.)  *) 

I 

Von 

m 

Herrn  Professor  Gerling 

in  Marburg. 


Die  Ableitung  der  Formel  für  den  mittleren  Fehler  in  $.  16. 
meiner  Ausgleichungsrechnung  hat  bei  dem  mündlichen  Vor- 
trage immer  genügt.  Im  Laufe  der  Zeit  aber  habe  ich  mich  über- 
zeugt, dass  für  Leser  hier  doch  einige  Unklarheit  übrig  bleibeo 
kann,  weil  nicht  scharf  genug  berausgehobeu  ist,  weshalb  eine 
einzige  fingirte  Beobachtung  erforderlich  und  genügend  ist,  um 
das  Bedürfniss  einer,  unsere  Kräfte  übersteigenden  äusseren 
Hülfe,  da  wo  unser  Rechnen  nicht  mehr  hinreicht,  möglichst 
zu  erfüllen. 

Demnach  sei  es  mir  erlaubt,  zumal  auch  S.  30.  der  (angezeigte) 
Druckfehler  störend  einwirken  kann,  die  ganze  betreffende  Stelle 
von  S.  38.  Z.  12  v.  o.  bis  S.  39.  Z.  10  v.  u.  in  einer  neuen  Redaction 
hier  zu  geben. 

Ich  würde  demnach  jetzt  schreiben : 

„Die  genaue  Bestimmung  dieses  m  erforderte  also  eigentlich, 
dass  wir  das  wahre  O  kennten.  —  Dazu  fehlt  uns  offenbar  nur 
eine  entscheidende  Beobachtung,  welche  nicht  nur  fehlerfrei 
wäre  (was  allerdings  möglich  ist,  weil  sich  unsere  Fehler  zufällig 
aufheben  können),   sondern  welche  auch  als  fehlerfrei  von  uns 


*)  Die  früheren  Nachträge  siehe  in  Theil  VI.  S.  141.  und  375. 
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erkannt  werden  konnte.  —  Dieses  Erkennen  einer  zufällig  feh- 
lerfreien Beobachtung,  welches  dann  auch  alles  frühere  und  spä- 
tere Beobachten  überflüssig  und  somit  aller  Ausgleichung  ein  Ende 
machte,  ist  aber  für  unsere  menschlichen  Kralle  eben  so  un- 
möglich, als  die  Kenntniss  der  einzigen,  nothwendig  fehlerfreien 
Beobachtungsgrösse  O  selbst,  welche  die  unerreichbare  Gränze 
aller  unserer  Beobachtungen  bildet.  —  Deshalb  müssen  wir  darauf 
verzichten,  das  m  genau  zu  berechnen  und  uns  vielmehr  mit 
einer  möglichst  angenäherten  Schätzung  begnügen." 

„Hierzu  benutzen  wir  die  bekannte  Erfahrung,  dass  gewöhn- 
lich unter  jeder  grösseren  Reihe,  ja  oft  schon  unter  einer  gerin- 
gen Anzahl  von  beobachteten  o,  sich  das  aus  ihnen  berechnete 
M  selbst,  zuweilen  sogar  öfters,  zu  finden  pflegt.  Kommt  nun 
dieser  Fall  vor,  so  schreiben  wir  jedem  beobachteten  M,  eben 
so  wohl  wie  den  übrigen  o,  den  mittleren  Fehler  m  zu.  Umge- 
kehrt werden  wir  also  auch,  wenn  wir  uns  zu  den  vorliegenden  o 
noch  die  uns  fehlende  eine,  über  den  wahren  Werth  von  Ö  ent- 
scheidende Beobachtung  hinzudenken,  die  Abweichung  dersel- 
ben von  dem  berechneten  Mittel  =m  setzen  dürfen.  —  Das 
Hinzudenken  dieser  Beobachtung  hat  also  die  Folge,,  dass  sich 
unser  vorher  als  Minimum  berechnetes  [t?t>]  in  die  Summe  [rpj-fmm 
verwandelt.  —  Demnach  halten  wir  uns  für  unsere  Schätzung  be- 
rechtigt, diese  Summe  nunmehr  auch  als  die  Summe  der  Qua- 
drate der  Abweichungen  von  der  Wahrheit  zu  betrachten,  zu  deren 
Kenntniss  nur  jene  Beobachtung  fehlte,  und  dieselbe  auf  unsere 
vorhandenen  o  zu  gleichen  Theilen  zu  vertheileu,  also  zu  setzen: 
Znjnm  =  [vv]  +  mm ,  d.  h. 

„Ehe  wir  weiter  gehen,  wird  es  nützlich  sein,  noch  Einiges 
anzumerken. 

„Vorerst  müssen  wir  dem  Irrthume  vorbeugen,  als  sei  ein 
Widerspruch  zwischen  dieser  letzten  Gleichung  und  n.  5.  —  Dies 
kaun  höchstens  nur  auf  den  ersten  Blick  so  scheinen,  indem  man 
etwa  glaubte,  wenn  man  W=z  O  setze,  so  müsse  man  nicht  nur 
[u«]  =  Xom»i,  sondern  auch  W — >M=m  setzen.  Diese  letzte  Sub- 
stitution ist  aber  offenbar  ganz  unzulässig,  indem  nach  dem  Vor. 
hergehenden  O  —  M  nur  dann  =  m  gesetzt  werden  kann,  wenn 
man  sich  eine  von  beiden  Grössen  als  beobachtet  denkt,  statt 
dass  sich  n.  5.  nur  auf  das  nach  n.  I.  berechnete  M  and 
eine  bekannte  oder  angenommene  Zahl  W  bezieht. "  —  Was 
aber  u.  s.  w. 
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Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  noch  die  Berichtigun- 
gen nachzutragen,  welche  bei  dem  Verzeichnisse  hinter  dem  In- 
halte übersehen  und  nach  und  nach  aufgefunden  sind. 

r  " 
S.  46.  Z.  2  v.  o.  statt  ■  j=.  =  lies 


Vzo-1  Vzo 

S.  61.  Z.  7  v.  u.  hätte  noch  angemerkt  werden  sollen,  dass 

das  nicht  accentuirte  «  hier  offenbar  eine 
andere  Bedeutung  hat  als  S.  37. 

S.  84.  Z.  7  v.  u.  statt  Im  lies  7/nj. 

S.  95.  Z.  13  v.  u.  statt  m,  und  ro2  lies  m,  und  rn8. 

S.  107.  Z.  6  v.  u.  statt  ox  lies  o. 

S.  109.  sind  in  vier  verschiedenen  Zeilen  bei  den  partiellen 

Differentialquotienten  die  sonst  gewöhnlichen 
Parenthesen  vergessen. 

S.  118.  Z.  8  v.  o.  statt  2£.2  +  4£2  lies  2El+iE%. 

8. 142.  Z.  9  v.  o.  statt  0,12687*t  lies  0,l'2387n. 

S.  152.  Z.  8  v.  u.  statt  „die"  lies  „den/ 


S.  153.  Z.  15  v.  o.  ist  zuzufügen :  „wo  «  die  mittlere  Abweichung 

der  Gewichtseinheit  bezeichnet." 


S.  173.  Z.  4  v.  o.  statt  „dann  solche"  lies:   „dann  aus  den  vo 

die  r,  um  solche." 

S.  184.  Z.  4  v.  o.  hinter  „schliessen"  ist  zuzufügen :  „und  keine 

anderweite  Bedingung  für  sie  zu  erfüllen 
bleibt." 

S.  187.  Z.  10  v.  o.  statt  „Winkelmessungen"  lies:  „Winkel- 

roessungen  auf  verschiedenen  Standpunkten." 

S.  201.  Z.  16  v.  u.  statt  mm  lies  m. 

S.  2Qß.  Z.  11  v.  o.  ist  hinter  „zum  Voraus"  zuzufügen:  „bloss 

in  Beziehung  auf  die  Winkel." 

S.202.  Z.  12  v.  o.  ist  hinter  „Polygon"  einzuschalten:  „in  die- 
ser Hinsicht  allein." 

S.217.  Z.  2  v.  u.  statt  p-%  lies  /?2  =  2. 

S.  238.  Z.  13  v.  o.  sind  die  Worte  „am  Fnde"  zu  streichen. 

S.  240.  Z.  13  v.  o.  statt  46'  lies  36'. 
Theil  XXV.  15 
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S.  264.  Z.  6  v.  u.  statt  log^^  ^es  log  sin  ^J^. 

S.  268.  Z.  3  v.  o.  statt  lies 

S.  282.  Z.9  v.  u.  statt  „7  kein"  lies  „7,  Fig.  18  kein." 

S.  304.  Z.  11  v.  o.  ist  hinter  „wir"  einzuschalten:  „vorausge- 
setzt, dass'nur  die  Richtungen  (ausnahms- 
weise) henutzt  werden  sollten." 

S.  325.  Z.  8  v.  o.  statt  „Messungen"  lies:  „Winkelmessungen." 

S.  334.  Z.  14  v.  o.  ist  zuzufügen  :  „so  dass  die  Coordinaten  durch 

Zusammensetzung  gefunden  werden  können." 

S.  336.  Z.  3  v.  o.  statt  drn))  lies  dr„). 

S.  336.  Z.  3  v.  u.  statt  „Seiten- Polygon"  lies:  „eine  Seiten- 
Polygon." 

S.  343.  Z.  8  v.  o.  statt  „diesen  ....  Ordinaten"  lies:  „dieser  

Ordinate." 

S.  349.  Z.  19  v.  o.  statt  9,01789  lies  0,01789. 

S.  349.  Z.  19  v.  u.  statt  6,36530«  lies  0,36530w. 

S.  351.  Z.  14  v.  o.  statt  r'  lies  ra. 

S.3S&  Z.  1  v.  u.  statt  Al  lies  Ax. 

S.  391.  Z  8  v.  o.  statt  kx  =  +  0,3  lies  U3z=  +  0,3. 

S.  391.  Z.  9  v.  o.  statt  4,621  lies  4,641. 

S.  391.  Z.  10 v.o.  statt  2,581  lies  2,591. 

S.  392.  Z.  5  v.  o.  statt  3)  lies  c). 

S.  402.  Z.  15  v.  o.  statt  k,  lies 

Endlich  ist  Fig.  25.  die  Linie  9.3  zu  tilgen  und  dafür  8.4 

auszuziehen.  . 
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Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Prohlemata  et  theoremata. 
Auetor«  Dr*.  Chris  tiunn  Fr.  Lind  man,  Lectore  S  trengn. 

1.  Invenire  summam  n  terminorum  seriei 

1  +  3  +  7  +  15  +  31+... 

2.  Demonstrare  formulam 

Sj)r  =  (n  +  l)t,  ('"=  num.  iftUgro.) 

3.  Locuni  invenire  ejusmodi  punctorum,  ut  tangentes  inde  ad 
Parabolant  Apollonianam  datam  duetae  angulum  =  a  eompre- 

71 

hendant.    Qaaenam  linea  est  locus  quaesitus,  quando  est  «  =  ^^ 

4.  Demonstrare  fomiulam 

p  =  i  pn+p+l     v  r2(n-fl)  — 

.5.  Triangulorum  omnium,  quae  ejusdem  sint  perimetri  et  in 
eodem  circulo  descripta  sint,  maximum  et  minimum  invenire. 


Von  dem  Herausgeber. 

1.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  Hl.  Fig.  1.  AB  CD  ein  be- 
liebiges Viereck  ist,  dessen  Diagonalen  AC  und  BD  sind,  den 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABE  durch  A,  so  ist 

15- 
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Vebungtauftaben  für  Schüler. 


ABCD=A 


AC.BD 
AE.BE 


2.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  III.  Fig. 2.  ABCDE  ein  be- 
liebiges Fünfeck  ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  AFG  durch 
A,  so  ist 

AKCnF  A  \AC.BF    AD.EG  AC.ADl 

ABCDE     A.  j  jJ\FG    AGTFG    ~ÄF~7AG  \  ' 


3.  Bezeichnet  man,  wenn  in  Taf.  III.  Fig.  3.  ABCDEF  ein 
beliebiges  Sechseck  ist,  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GHJ 
durch  At  so  ist 

GA.GB+GD.GE 
GH.  GJ 


ABCDEF=zA. 


+ 
+ 


HC.HD  +  HA.HF 
HJ.  GH 

JB.JC+  JF.JE 


GJ .  H  J 


-2 


4.  Wenn  in  Taf.  III.  Fig.  4.  ABCDEF  ein  beliebiges  Sechs- 
eck ist  und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  GHJ  durch  A  bezeich- 
net wird,  so  ist 

j       GA .  GB      HE .  HF     JC.  JD  \ 
AHLDE*-  A.\\-  GHtGJ  -  HJMH  -  GJTHJ  \  ' 
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i  8  c  e  1  1  e  n. 


Von  dem  Herautgeber. 


Jeder  kennt  die  einfache  Methode,  durch  welche  sich  mittelst 
einer  Constructinn  in  der  Ebene  aus  den  drei  Seiten  einer  drei- 
seitigen körperlichen  Ecke  oder  eines  sphärischen  Dreiecks  des- 
sen Winkel  finden  lassen.  Dieser  Construction  kann  man  sich 
auch  bedienen,  die  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie 
zu  entwickeln,  was  zu  einer  zweckmässigen  Uebungsaufgabe  fiir 
Schüler  benutzt  werden  kann,  eben  so  wie  die  Entwickelung  an- 
derer Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie  aus  den  betreffen- 
den Constructionen  in  der  Ebene. 

Die  Construction  der  Winkel  aus  den  Seiten,  welche  ich  hier 
als  Beispiel  solcher  Ableitungen  wähle,  wird  durch  Taf.  III.  Fig.  5. 
dargestellt,  welche  bekannt  genug  ist  und  einer  weiteren  Erläu- 
terung nicht  bedarf.   Man  setze  OC=l,  so  ist 

OA'=zcosb,    OB' =  cosa. 

Denkt  man  sich  Oü'  =  u  gezogen,  setzt  O'A'—x,  0'B'=y  und 
bezeichnet  die  Winkel  O'OA'  und  O'OB*  respective  durch  <p  und 
1//,  so  ist 

a-  =zu  sin  qp,   y  =  usinty. 

Ferner  ist 

cos  b  =  ucosq>f   cosa s=  «cost/>. 

ist 


cos 


a      cos  ^      cos(c-y)  -    ,  ntr#ri 

TT  =     n„*m  ~  — cosc-f  sinctangcp, 


COS  b         COS  <p  COS  q. 
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cos  a  —  cos  b  cos  c 
=  cos  6  sine  

folgt.   Nun  ist  nach  dem  Obigen 

^^  =  tang9>,    a?  =  cos  6  lang  9; 

also 

COSA  —  CQSÄCOSC 

•X  —   3  • 

sine 

Weil  aber 

O'A' =.r  =  A'  C .  cos  A  -  O C .  sin  6  cos  ^  =  si  n  6  cos  .4 
ist,  so  ist 

.  .        .    cos  a -—cos  6  cos  c 

8inöcos^  =  :  » 

sine 

also 

A        COS    — OOS  6  COS  C 

cos/j:= — JJJfJ^J— , 

welches  die  bekannte  Grundformel  der  sphärischen  Trigonometrie  ist. 


II. 

Aufgabe. 

Durch  einen  zwischen  den  Schenkeln  eines  gege- 
benen Winkels  gegebenen  Punkt  eine  gerade  Linie  so 
zu  ziehen,  dass  diese  Linie  und  die  beiden  von  ihr 
auf  den  Schenkeln  des  gegebenen  Winkels  von  dessen 
Spitze  aus  abgeschnittenen  Stucke  als  Seiten  ein 
Qieieck  von  gegebenem  Flächeninhalte  einschliess  en. 


Auflösung. 

Der  gegebene  Winkel  sei  BAC=*  (Taf.  III.  Fig.6.),  der  ge- 
gebene Punkt  zwischen  seinen  Schenkeln  sei  D,  und  der  Flächen- 
inhalt des  von  der  durch  D  zu  ziehenden  Linie  abzuschneidenden 
Dreiecks  werde  durch  J  bezeichnet.  Weil  der  Punkt  D  gegeben 
ist,  so  werden,  wenn  man  durch  D  die  Parallele  DG  mit  AC 
zieht,  die  Linien  AG~a  und  DG~b  gegeben  sein.  Ist  nun 
EF  die  durch  D  zu  ziehende  Linie,  so  setze  man  AE=zx,  AF=y; 
dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  und  y  offenbar  die  Gleichung 
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und  die  Proportion 

x  —  a :  6  =  .r:y. 

Also  ist 

»  2^ 

x  —  a :  6 =x :  —3 —  , 

JTMDO 

woraus  man  sogleich  die  Gleichung 

2^  2«^ 
X*  — -  7—. —    =  — 


Sin«  6sm« 
und  hieraus  ferner 


_J±VA{A  —  lab  am  a) 

6ölD« 

erhält.    Weil  nun  nach  dem  Obigen 
ist,  so  ist 

WbA 


ml  — *-   >     .  1   

y  ^±V^(^-2a6sin«) 
und,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruchs  mit 

A  T  V~A(A— Mab  am«) 


A^V  A(A— 2<i6sin«) 
^  asincr 

Zur  Bestimmung  von  a:  und  y  hat  man  also  die  folgenden  For- 
meln ,  in  denen  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
beziehen : 

A±\f  AjA  —  Vabsma) 

x  —  7  ;  ? 

osino 

z/TV^(z/-2a6sh7«) 
y  =  ä*Wa  * 

Zieht  man  in  der  Figur  noch  die  Linie  AD  und 
den  Flächeninhalt  ,des  Dreiecks  AUG  durch  J' .  so  ist 

^'=lö6sina,  also  2a6sin«  =  XA'\ 
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x  6  sin« 


oder,  weil 


ist: 


9  asm« 


24'        .  M 

0  «in «  —  »   asina  =  -T- 

a  o 


IM 


also  auch: 


woraus  sich  die  Gleichungen 

ergeben. 

Setzt  man  der  Kurze  wegen 

und  |=m,  |  =  p; 

so  sind  vorstehenden  Gleichungen: 

u  +  c  =   ,    ttü  =  {*. 

Also  ist 

(„  -  „)■  =  («  -f  „)»  -  4md  =  fi  (f*  -  4) 

folglich : 

MfP  =  (», 

*      *  • 

M-_t>  =  +  V  ju  <>  -4); 

und  hieraus: 
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,t_l»*Vp(»-4) 

—  2 

Bezeichnet  man  die  mittlere  Proportionalzahl  zwischen  fi  und 
I*  — 4  durch  A  und  setzt  also 

so  ist 

a-~2~'  TT1 

also 

Wir  haben  daher  die  folgenden  einfachen  Formeln  zur  Auf- 
lösung unserer  Aufgabe: 

A  r  — 

f*=         A=  Vf*0i— 4); 

Soll  die  Auflösung  möglich  sein,  so  darf  u  nicht  kleiner  als 
4  sein.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  immer  A  <  weil 
offenbar 


v><p-4)=pyiZ?< 


ist.   Also  kann  weder  x,  noch  y  negativ  werden. 

Diese  Auflösung  der  vorstehenden,  zur  Uebung  für  Schüler 
jedenfalls  sehr  zweckmässigen,  an  sich  übrigens  sehr  einfachen 
und  leichten  Aufgabe  empfiehlt  sich  vielleicht  einigermassen  durch 
die  verschiedenen,  dabei  in  Anwendung  gebrachten  Relationen 
und  Transformationen.  Man  kann  die  Aufgabe  auch  zweckmässig 
so  abändern,  dass  man  den  gegebenen  Punkt  D  ausserhalb  des 
gegebenen  Winkels  BAC  liegend  annimmt,  welche  Aufgabe  noch 
mehr  als  die  vorhergehende  zu  zweckmässigen  Uebungen  der 
Schüler  Veranlassung  geben  kann.  Für  den  kundigen  und  ge- 
schickten Lehrer  werden  diese  Andeutungen  hinreichen. 
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Ueber  das  Winkelkreuz. 

Wenn' der  Geometer  die  Grosse  des  Winkels  a  seines  Win- 
kelkreuzes genau  kennt  und,  um  die  Grösse  einer  unzugänglichen 
Entfernung  MN  (Taf. III.  Fig. 7.)  zu  bestimmen,  auf  dem  Terrain 
drei  Punkte  A,  B,  C  von  solcher  Lage  ausgewählt  hat,  dass, 
wenn  in  jedem  derselben  das  Winkelkreuz  aufgestellt  wird,  des- 
sen Visirlinien  verlängert  durch  die  Punkte  M  und  N  gehen ;  so 
braucht  er,  um  die  Entfernung  MN  berechnen  zu  können,  bloss 
die  drei  Seiten  AB,  BC,  CA  des  Dreiecks  ABC,  dessen  Spitzen 
die  drei  Punkte  A ,  />,  C  sind,  mit  der  Kette  zu  messen. 

Denn  es  ist  klar,  dass  die  fünf  Punkte  A,  Bt  C,  M,  N  in 
dem  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreise  liegen  müssen 
Bezeichnen  wir  nun  den  Halbmesser  dieses  Kreises  durch  R  und 
den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC  durch  J,  so  ist  nach  einer 
seh?  bekannten  Formel 

_  AB.BC.CA 
R=  12  

Nun  überzeugt  man  sich  aber,  wenn  man  nur  eins  der  Dreiecke 
MAIS,  MBN,  MCN  ins  Auge  fasst,  auf  der  Stelle  von  der 
Richtigkeit  des  folgenden  Ausdrucks: 

MN  ss  2R  sin  a. 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

AB.BC.CA 
Mrt  =   sm  0 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

fi     AB  +  BC+  CA 

so  ist  bekanntlich: 

V  S(S-AB)(S-BC)(S-CA), 

und  folglich: 

Jt#7IT  Aß  .HC  GA  B 

ISf  S(S~AB)(S-BCHS=-~üä) n  * 

Ist  der  Winkel  des  Winkelkreuzes  ein  rechter  Winkel,  wie 
gewohnlich,  so  ist  a  =  90°,  also  sina=l,  folglich: 
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MN  -  AB.BC.  CA 


2  *S(S-AB)  (S-BC)  {S-CA) ' 
Ist  der  Winkel  des  Winkelkreuzes  ein  halber  rechter  Winkel ,  also 
or  =  45°,  so  ist  sina=-~2,  also: 

mgmj   AB .  BC.  CA 

~~  2  V25(3-  AB)(S-  BC)  (S-  CA) ' 


Zur  Kenntniss  des  constanten  Winkels  seines  Wii 
wird  der  Geometer  am  Besten  dadurch  gelangen,  dass  er  auf 
recht  ebenem  Terrain ,  wo  aber  die  Linie  MN  zugänglich  ist  und 
selbst  mit  der  Kette  genau  gemessen  werden  kann,  eine  Opera- 
tion, wie  die  vorher  beschriebene,  ausführt,  wobei  AB,  BC,  CA 
naturlich  auch  mit  aller  nur  möglichen  Genauigkeit  gemessen  wer- 
den,  und  dann  den  Winkel  a  mittelst  der  Formel 

2.MN*\rS(S-AB)(S-BC)(S-CA) 
8,no=  AB.  BC  CA 

berechnet.  Ist  der  Winkel  a  einmal  auf  diese  Weise  genau  bestimmt, 
so  kann  er  dann  fernerhin  bei  allen  solchen  Operationen,  wie  die 
obige,  benutzt  werden,  wenn  man  nur  dafür  Sorge  trägt,  dass 
das  Winkelkreuz  keine  A  ender  uns;  erleidet. 


IT. 

Ueber  eine  Eigenschaft  des  Kreises. 

Die  folgenden  einfachen  Betrachtungen  haben  mich  neulich 
zu  einem,  eine  Eigenschaft  des  Kreises  aussprechenden  Satze  ge- 
führt, welchen  ich  für  neu  halte,  da  ich  mich,  wenigstens  jetzt 
nicht,  erinnere,  ihn  schon  irgendwo  gefunden  zuhaben.  Ich  theite 
diese  Kleinigkeit,  so  wie  ich  sie  zufällig  gefunden ,  hier  mit,  weil  sie 
vielleicht  zu  einer  zweckmässigen  Uebung  für  Schüler  Gelegen- 
heit geben  kann,  ohue  derselben  sonst  einen  Werth  beizulegen. 

Wir  woHen  zuerst  did&Cnrve  zu  bestimmen  suchen,  deren 

Entfernungen  von  zwei  gegebenen  Punkten  in  einem  gegebenen 

Verhältnisse  ZU  einander  stehen. 

• 

Unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Koordinaten  seien  pt  q 
und  pl9  qx  die  Co  ordinären  der  beiden  gegebenen  Punkte,  und  p 
sei  der  Exponent  des  gegebenen  Verhältnisses.    Sind  nun  x,  y 
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die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  gesuchten  Curve, 
so  sind  bekanntlich 

C«— f»)f+(* -f)1  und  (*-pi)a  +  (y-9i)a 

die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  (:ry)  von  den  beiden 
gegebenen  Punkten  (pq)  und  (j^ «/,) ,  und  die  Bedingung  der  Auf- 
gabe führt  nun  unmittelbar  zu  der  folgenden  Gleichung: 

(X  -px )»  +  (y  -  qi)*  =     { (X ~pfl  +  (y  -  , 

oder,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet,  zu  der  Gleichung: 

oder  zu  der  Gleichung: 

W2     (  to»-f»y)+(«»a--r»V) 

Addirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  die  Grösse 
so  wird  dieselbe,  wie  man  leicht  findet: 

\mmm  i-f*«J  +  v'~~  i-W  -  a-^)a 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  gesuchte  Ctirve  ein  Kreis  ist,  dessen 
Mittelpunkt  durch  die  Coordinaten 


wird,  und  dessen  Halbmesser  der  absolute  Werth  der  Grösse 

i— ^ 

ist,  wo  V(p  —  p02+  (q—9i)2  bekanntlich  die  Entfernung  der 
beiden  gegebenen  Punkte  (pq)  und  (ptfi)  von  einander  ist. 

Die  vorhergehende  Betrachtung  gewissermassen  umkehrend, 
wollen  wir  nun  annehmen,  dass  ein  Kreis  gegeben  sei, 
Gleichung  für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
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ist,  und  wollen  für  diesen  Kreis  zwei  Punkte  (pg)  und  {px<i\)  so 
zu  bestimmen  suchen,  dass  die  Entfernungen  eines  jeden  Punk- 
tes des  Kreises  von  diesen  beiden  Punkten  in  einem  gegebenen 
Verhältnisse  zu  einander  stehen,  dessen  Exponent  p  sein  mag, 
so  dass  man  nämlich  die  Entfernung  eines  jeden  Punktes  des 
Kreises  von  dem  Punkte  (prfi)  erhält,  wenn  man  die  Entfernung 
dieses  Punktes  des  Kreises  von  dem  Punkte  (pg)  mit  p  multi- 
plicirt  Mit  Rucksicht  auf  die  vorhergehenden  Betrachtungen  er- 
hält man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  p,  g  und  plt  gi  der 
beiden  gesuchten  Punkte  unmittelbar  die  drei  Gleichungen: 

und  sieht  hieraus  zugleich,  dass  die  vorgelegte  Aufgabe  eine  un- 
bestimmte ist.   Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  folgt  nun: 

Pi  =  (l-fi2)a  +  pV»    7i  =  0-f**)ft  +  f*V; 

also 

P— Pi  =(I  — ft2)  (p— a) ,   g— gi  =  (1  -  ft3)  (g  -  b) ; 

• 

welches,  in  die  dritte  der  drei  obigen  Gleichungen,  aus  welcher 
P>  V>  Pi*  9i  bestimmt  werden  müssen,  gesetzt,  zu  der  Gleichung 


<p-«)»  +  (7-6)*  =  g)a 


führt,  woraus  man  sieht,  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes 
(pg)  ein  dem  gegebenen  Kreise  concentrischer  Kreis  von  dem 

Halbmesser  -  ist. 

Nach  dem  Obigen  ist  ferner 

Pt-asft'O»— a),   ^—6  =  ^(0—6); 

(Pi -aP+lli -6)*=f*4{(p-")«  +  (f-W, 
und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 

(Pi  -«)*  +  (9k  -     =  f*4  (J)"  =(f*r)9 . 

woraus  man  sieht,  dass  der  geometrische  Ort  des  Punktes  (pxgx) 
ein  dem  gegebenen  Kreise  concentrischer  Kreis  von  dem  Halb- 

Aus  den  beiden  Gleichungen 
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folgt  ferner 

woraus  man  sieht,  dass  die  Punkte  (pq)  und  ip{(/x)  mit  dem 
Mittelpunkte  (ab)  des  gegebenen  Kreises  jederzeit  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen. 

Nehmen  wir,  was  hier  jedenfalls  verstattet  ist,  der  Einfach- 
heit wegen,  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  als  Anfang 
der  Coordinaten  an,  so  ist  in  den  obigen  Formeln  a  =  0,  6=^0 
zu  setzen,  wodurch  man 

Pi  -  P*P>  9\  —  P*9 
erhält,  und  hieraus  sieht,  dass  sowohl  p  uod  pL,  als  auch  q  und 
qx  stets  gleiche  Vorzeichen  haben. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun  der  folgende  Satz 
vom  Kreise: 

In  Taf.  HI.  Fig.  8.  sei  um  den  Mittelpunkt  C  mit  dem 
beliebigen  Halbmesser  CA  ein  Kreis  beschrieben.  Nun 
beschreibe  man,  wenn  ft  eine  beliebige  ganze  oder  ge- 
brochene   Zahl    bezeichnet,    mit    den  Halbmessern 

CB—^-.CA  und  CBl^fi.CA  zwei  dem  ersten  Kreise  con- 
fr* 

centrische  Kreise,  und  ziehe  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  C  der  drei  Kreise  eine  gerade 
Linie  aus,  welche  die  beiden  letzten  Kreise  in  den 
Punkten  M  und  /V,  schneidet;  dann  haben  diese  bei- 
den Punkte  die  Eigenschaft,  dass  für  Jeden  ganz 
beliebigen  Punkt  P  in  dem  ersten  mit  dem  Halb- 
messer CA  beschriebenen  Kreise 

ist. 

Was  hier  analytisch  gefunden  ist,  mag  nun  auch  synthetisch 
bewiesen  werden.  Dies  und  alle  weiteren  Betrachtungen  tiber- 
lasse ich  dem  Leser. 


Schreiben  de«  Hrn.  Director  Strehlke  in  Danzig  an  den  Heran tgeber. 


Ich  hoffe,  dass  es  Ihnen  nicht  uninteressant  sein  wird,  wenn 
ich  hier  unten  in  Bezug  auf  das  zweite  Heft  de»  24.  Theiles  Ihres 
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Archivs  S.U4,  eine  Stelle  aus  der  Halleyschen  Ausgabe  des 
Apollonias  hersetze  nebst  Copie  der  Figuren.  Die  Propositio  LIX 
pag.  44,  Conicorum  Lib.  V.  lautet  daselbst:  *) 

_    Propositio  LIX. 

Si  vero  sectio  fuerit  Hyperbola  vel  Ellipsis  ut  AB,  Axe  BA 
et  centro  T;  ac  detur  punctum  quoddam  E  extra  sectionern,  nec 
in  Axef  neque  in  Axe  producto;  a  quo  demittatur  ad  Axem  BA 
normalis  EZ.  Iniprimis  autem  non  cadat  super  Centrum.  Dico 
quod  possumus  ducere  per  punctum  E  rectam,  e  qua  portio  ab- 
scissa  inter  Curvam  AB  et  Axem  BJ  sit  Minima. 

Fiat  TU  ad  HZ  sicut  diameter  transversa  ad  latus  rectum,  et 
ducatur  ad  angulos  rectos  normalis  HM.  Fiat  etiam  22©  ad  SZ 
in  eadem  ratione  diametri  transversae  ad  latus  rectum,  et  agatur 
recta  KA  per  punctum  S  ipsi  Z  /  parallela;  et  per  punctum  da- 
tnm  E  describatur  (per  4am  secundi)  Hyperbola.  Asymptotis  MK, 
KA;  quae  quidem  occurret  sectioni  AB.  Sit  autem  Hyperbola  illa 
EA&  conveniens  sectioni  AB  in  puncto  A\  et  jungatur  EA  pro- 
ducaturque  utrinque  ad  M,  A;  occurrat  autem  Axi  ad  A. 
Dico  rectam  AA  Min  im  am  esse.    Demittatur  normalis  AN. 

Quoniam  vero  recta  ME  (per  8vam  secundi)  aequalis  est  ipsi 
AA;  erit  quoque  KS  ipsi  OA,  ac  proinde  OK  ipsi  SA  aequalis, 
cui  etiam  aequalis  est  NH.  Est  autem  ZA  ad  SA  sive  NH,  ut 
ZE  ad  ES;  hoc  est  ut  ZT  ad  TH\  quare  alternando  ZA 
est  ad  ZT  sicut  NH  ad  Hr.  Ac  componendo  in  Hyperbola, 
vel  dividendo  in  Ellipsi  erit  AP  ad  fW  sicut  ZT  ad  PH;  quare 
per  conversionem  rationis  in  Ellipsi,  vel  dividendo  in  Hyperbola. 
rN  erit  ad  NA,  sicut  TH  ad  HZ,  hoc  est,  ut  diameter  trans- 
versa ad  latus  rectum.  Verum  AN  normalis  est  in  Axem  BA, 
adeoque  (per  et  10«"  hujus)  AA  Minima  est.  Pari  modo  de- 
monstrabitur,  si  cadat  normalis  ZE  ad  alteram  partem  verticis  B. 

Bezeichnet  man  TZ  mit  a,  TH  mit  tf,  EZ  mit  ß,  ZS  mit  ß\ 
setzt  für  diameter  transversa  2a,  für  latus  rectum  oder  den  Para- 
meter 2m ,  so  hat  man  nach  der  objgen  Construction  des  Apollonia  i 


«'  :a  =  a:a  — — 


ß' +ß:ß'  =  a:m; 


' )  Man  sehe  Taf.  III.  Fig.  9. 


G. 
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Da  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  die  Rechtecke  aus  den 
senkrechten  Abständen  zweier  Punkte  der  Hyperbel  von  den 
Asymptoten  derselben  einander  gleich  sind,  so  hat  man  für  einen 
beliebigen  Punkt  dieser  Hyperbel,  dessen  Coordinaten  in  Bezug 
auf  die  Asymptoten  X  und  Y  sind  : 

x.  Y=rH.ze=i—^-.a.ß. 

Dieselbe  Gleichung,  die  hier  aus  der  Construction  des  Apoll o- 
nius  gefolgert  ist,  erhält  man  auch  aus  der  bekannten  Gleichung 
der  Normale,  die  aus  einem  Punkte,  dessen  Coordinaten  a  und  ß 
sind,  an  die  Ellipse  gezogen  werden  soll. 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  bekanntlich  s 

xyc*  =  a*ay  —  62ßx 

oder 

b2ß  . 
xy  —  -* -y—-^'*—  Ay  —  Bx.  (1) 

Setzt  man  nun  y~Y — B,  x  =  A  —  X,  so  findet  man  leicht  nach 
Aufbebung  der  gleichen  Producte  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (1)  : 

Y.X=A.B  =  —4^. 

c4 

Ich  habe  das  Vorige  seinem  wesentlichen  Inhalte  nach  be- 
reits in  einem  Programm  im  Jahre  1840  bekannt  gemacht,  wo 
auch  gezeigt  ist,  dass  die  metrischen  Relationen,  an  welche  Apol- 
lonius  die  Lage  des  gegebenen  Punktes  knüpft,  über  die  Anzahl 
der  von  ihm  an  den  Kegelschnitt  möglichen  Normalen  darauf  hin- 
auskommen, ob  der  gegebene  Punkt  auf  der  Evolute  liege  oder 
in  dem  von  der  Evolute  und  den  beiden  Hauptaxen  abgeschlos- 
senen Räume,  oder  ausserhalb  dieses  Raumes;  aber  ich  finde 
diese  Angabe  schon  S.  17.  in  der  Geschichte  der  Geometrie 
von  Chasles  (übersetzt  von  Sohncke,  Halle  1839)  und 
S.  18.  die  Worte:  „Apollonius  nimmt  eine  Hyperbel,  deren 
Elemente  er  bestimmt,  zu  Hülfe,  um  die  Fusspunkte  der  Norma- 
len zu  construiren,  welche  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  den 
vorgelegten  Kegelschnitt  gefallt  werden.*'  Eigentlich  ist  der  in 
Klügel's  Wörterbuch  TM.  III.  S.  692.  enthaltene  Ausdruck  für  st 
nichts  anderes  als  die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel,  wenn  man 
darin  die  gleichen  Factoren  weglässt  und  statt  des  zweiten  c*  unter 
dem  Quadratwurzelzeichen  c*  schreibt,  aber  es  ist  wenigstens  nicht 
ausdrücklich  erwähnt.  —  (Ich  bitte  auch  die  Aufsatze  im  Archiv. 
Tbl.  VI.  Nr.  XX.  und  Thl.  XXIV.  Nr  XXIV.  zu  vergleichen.  G.) 
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XXI. 

Formeln  zur  Bestimmung  des  Maxiraums  und  Minimums 

durch  Interpolation. 

Von 

Herrn  Doctor  Lehmann 
zu  Potsdam. 


§•  1 

Wenn  die  Functionen,  welche  zu  den  nach  einer  arithmetischen 
Reihe  erster  Ordnung  fortschreitenden  Argumenten  gehören,  eine 
Zeit  lang  wachsen  und  dann  abnehmen,  oder  umgekehrt,  so  fällt 
die  grösste  oder  kleinste  der  discreten  Functionen  nicht  immer  mit  * 
dem  bei  stetig  fortschreitenden  Argumenten  stattfindenden  Ma- 
ximum oder  Minimum  zusammen,  sondern  dasselbe  befindet  sich 
oft  in  dem  nächstvorhergehenden  oder  nächstfolgenden  Intervall. 
Mao  kann  aber,  wenn  die  Intervalle  nicht  zu  klein  sind,  sowohl 
das  Argument,  bei  welchem  das  Maximum  oder  Minimum  statt- 
findet, als  auch  dieses  Maximum  oder  Minimum  selbst  durch  ziem- 
lich schnell  convergirende  Reihen  berechnen,  welche  nach  den 
euccessiven  Differenzen  der  Functionen  und  den  Potenzen  und 
Prodncten  dieser  Differenzen  fortschreiten. 

fr  a. 

Diese  Differenzen  sind  im  Allgemeinen  desto  kleiner,  von  einer 
je  höheren  Ordnung  sie  sind;  bei  hinlänglich  kleinen  Intervallen 
kann  man  sagen,  dass  von  da  an,  wo  die  Differenzen  höherer  Ord- 
nung sich  scheinbar  vergrössern,  diese  Vergrösserung  nur  von  den 
(wegen  der  Abkürzung  der  Dezimalbrüche)  unvermeidlichen  Fehlern 
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der  Functionen  herrührt;  in  diesem  Falle  sagt  man,  die  in  hori- 
zontaler Linie  liegenden  Differenzen  bilden  eine  semi-  convergente 
Reihe  und  es  lässt  sich  in  jedem  Fall  leicht  bestimmen ,  ob  die 
Intervalle  klein  genug  angenommen  sind,  um  die  Differenzen  von 
da  an,  wo  sie  wachsen,  bei  der  Interpolation  ganz  vernachlässigen 
zu  können;  (im  verneinenden  Falle  wäre  überhaupt  keine  zuver- 
lässige Interpolation  möglich,  und  man  müsste,  um  eine  solche 
ausführen  zu  künnen,  die  Intervalle  verkleinem). 


p 

AP 

Q 

A*Q 

AR 

R 

Am 

s 

AS 

T 

A*Q 

A*R 


Die  Functionen  P,  Q,  R,  S,  Tin  obigem  Schema  mögen  näm- 
lich zu  Argumenten  gehören,  welche  nach  arithmetischer  Reihe 
erster  Ordnung  fortschreiten,  und  welche  wir  mit  Arg.  P,  Arg.  Q, 
Arg.  R,  Arg.  S,  Arg.  T,  bezeichnen  wollen;  die  zwischenliegenden 
ersten  Differenzen  seien  AP,  AQ,  AR,  AS,  die  dazwischenliegenden 
zweiten  Differenzen  aber  A*Q,  A2R}  A2S,  die  dazwischenliegenden 
dritten  Differenzen  AZQ  und  A*R,  und  die  dazwischenliegende 
vierte  Differenz  A*R;  bei  der  unbestimmten  Erweiterung  dieses 
Schemas  mögen  AQ,  A*Q,  A6Q....  in  einerlei  horizontaler  Linie 

mit  dem  von  Q  bis  R  reichenden  Intervall,  A*R,  A*R,  A6R  

in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  R,  dagegen  AR,  A3R,  AbR.... 
in  einerlei  horizontaler  Linie  mit  dem  von  R  bis  N  reichenden  In- 
tervall liegen.  Bezeichnen  wir  nun  das  zwischen  Arg.  Q  und  Arg.  /» 
liegende  Argument,  für  welches  die  Function  durch  Interpolation 
bestimmt  werden  soll,  mit  Arg.  R  —  t  (Arg.  R  —  Arg.  Q),  so  ist 
die  zu  diesem  Argument  gehörige  Function  (zufolge  der  in  Encke's 
Jahrbuch  für  1830.  Seite  279  hergeleiteten  Formel  III*)  = 

j  2  au        12  3     av+        1.2.3.4  d  R 

<(<-l)fl+l)«-2)ft+2) 

i.2.3.4.5  *  ... 

Bezeichnet  isan  aber  das  zwischen  Arg.Ä  und  Arg.  Ä  liegende 
Argument,  für  welches  interpolirt  werden  soll,  mit  Arg.  Ä -|- 
t  (Arg.  5— Arg.  Ä),  so  ist  die  zu  diesem  Argument  gehörige  Func- 
tion (zufolge  der  a.a.O.  hergeleiteten  Formel  IV*) sa 
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Ä-f  UR\  +  W^IW  +  «'-^t2^* 

,  l(*-l)(t+l)(<-2)(<+2) 

+  1.2.3.4.5  + 

Man  kann  man  aber  beide  Fälle  in  Einen  vereinigen,  wenn  man 
im  ersteren  Fall  t  negativ  setzt,  und  wenn  man  die  discreten  Func- 
tionen als  solche  betrachtet,  welche  nach  einer  arithmetischen 
Reihe  unendlicher  Ordnung  fortschreiten;  dadurch  erhält  man  die 
zu  dem  Argument  Arg.  /2-K(Arg.  Ä — Arg.  R)  (wo  t  innerhalb  der 
Grenzen  —  %  und  +  Vi  liegt)  gehörige  Function  = 

t(<-l)(t-H)               l)(<-t-l)(t— 2) 
+  073  JR  +  EÜ4  4 R 

t(t-l)«+l)«-2)«  +  2) 
+  _          J.2.3.4.5  «  +  •... 

Da  diese  beiden  Ausdrücke  bei  einer  arithmetischen  Reihe  un- 
endlicher Ordnung  einerlei  Werth  geben  müssen,  so  kann  man  zwi- 
schen ihnen  das  arithmetische  Mittel  nehmen,  und  also,  indem  man 

A?=     - 1») (<* —2"),  ^ !■)«•- 2«) , 
ilFiJ=^«-i2)(<2-22)(«2-3a),  ^™=<*(<*-l2) (**-22)(**-3*), .... 

macht,  die  zu  dem  Argument  Arg.  R  -f  «(Arg.  S  —  Arg.  R)  gehörige 
Function  = 

All  Alll 

R  +  A'J'+j^J"  +133^+. «.  (1) 

setzen.    Nun  findet  man  ki —  dadurch,  dass  man  den  lsten, 

2ten,  3ten  ....  Factor  der  Formel 

AV-V=st(P—l*)  (f*~2*)  (t*  -  3*)  ....(<*-(»  - 1)*)  (2) 

differentiirt,  und  die  dadurch  gefundenen  Differentiale,  nachdem 

16* 
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jedes  derselben  mit  den  nicht  differentürten  Factoren  der  Formel  (2) 
mul tiplici rt  hat,  addirt.    Dividiren  wir  den  dadurch  sich  ergebenden 

Ausdruck  för   ^ —  durch  den  aus  der  Gleichung  (2)  sich  er- 
gebenden Ausdruck  für  AA^-^t,  und  subtrahiren  wir  den  Quo- 
tienten von        so  erhalten  wir: 

2^      BAP*-*)  2   2   2  2 

4<*     XAV»-*Hdt  —  2a— 4<2  +  4*-  4/*  +  W-  AP  V  ""  +(2«-2)*-4f* 


MultipUcirt  man  jede  Seite  dieser  Gleichung  mit  4(2,  so  entsteht: 


aig.yap—1)»*)  2  , 


Da  nun  der  absolute  Werth  von  t  nicht  >  *  angenommen  wird,  so 

iat^-j)  "icnt  <4>  also  wohl         als  ^)  »■•  a's0  besteht 

die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  aus  lauter  positiven  Gliedern. 
Hieraus  folgt,  dass 

positiv  und  desto  grösser  ist,  je  grösser  der  absolute  Werth  von  f. 
Lässt  man  also  den  absoluten  Werth  von  t  von  0  bis  \  wachsen, 
so  wächst 

81g.  SfW^T* 
81g.  V* 

ohne  Schwankung  von  0  bis 

2  2  2  _  2 

2»_l  +  4V-T  +  6*-l  +  - •••  +  (;>«-- 2)«— 1       s  (4) 


2n  2 

Nun  lässt  sich  leicht  beweisen,  dass  die  Grösse  W==2n—l  ist. 
Gesetzt,  dieser  Satz  sei  für  irgend  einen  Wrerth  von  n  richtig, 

#)  Diese  Schreibart  war  hier  unvermeidlich,  weil  Logarithmen  nicht 
zu  negativen  Grossen  gehören  dürfen;  V".4(2"— *)*  bedeutet  den  absolu- 
te u  Werth  von  /K*»-1),  so  wie  V den  absoluten  Werth  von  /. 
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so  beweisen  wir,  dass  er  auch  für  das  um  1  grössere  n  richtig 
sei.  Ist 

2  2  2  2  2n  — 2 

so  ist 

2  2  2  2      __2n-2  2 

22-l  +  4*-l  +6«-l+    *  +  (2n)2-l~2»-l  +  (2w)a-l 

2    /  1    \        2     2wa-w_  2w 

-2n-lVw    ,+2»  +  ]>/-"2ti  — T  2»  +  l  — 2ii  +  1 

Nun  aber  ist  jener  Satz  fiir  n  =  l  und  n  =  2  richtig;  folglich  ist 
er  auch  für  jedes  grössere  n  richtig.    Folglich  ändert  sich,  während 

VT*  von  0  bis  £  wächst,  — *~ — -j= —  ohne  Schwankung  von  1 

o  Ig.  V  t2 

9W  2  1 

bis  1-9b_|,  d.i.  von  1  bis  ^  _  j  ,  ist  also  stets  positiv,  also 

absolut  genommen  AI**—1)  desto  grösser,  je  grösser  t.  Auf  ähn- 
liche Art  erhalten  wir 


aig.-vO^  2_   2_      2   2  

© ■-'  (')-'  (tO- 

.   die  V  2W" 

also    ändert   sich,   während  V  *2  von  0  bis  £  wächst,  ~L — -7== 

81g.  V  fa 

2n  2  2w 

ohne  Schwankung  von  2  bis2  —  »  d-  »•  von  2  bis  ^ZT»  ist 

also  ebenfalls  6tets  positiv,  also  absolut  genommen  A(2n)  desto 
grösser,  je  grösser  t  Folglich  ist ,  absolut  genommen ,  jeder  der 
Coefficienten  Äy  A",A"',....  desto  grösser,  je  grösser  /,  also  am 
grössten,  wenn  <=4i.  Folglich  ist  der  absolut  grösste  Einfluss 
von  A'f  J",  A'",....  auf  die  Interpolation  resp.= 

1  22  — 1  22  —  l  f2*  1H42  —  Ii 

^'2.4^*2.4.6^   '2.4.6.8^    '    2.4.6.8.10    "  * 

(2*-l)(4*-l)        (2*-1)(4»-l)(6*-l)  , 
2.4.6.8.10.12^    »  2.4.6.8.10.12.14  ^  » 

(22-i)(42-l)(6»-l) 
2.4.6.8.10.12.14.16^      '  u'  8' 

d.i. 

1  ai    .1— a"     1*3    ,m      1.3      lgr  1.3.3.5 

2.4^  '  2.4.6^   '  2.4.6.8^    »  2.4.6.8.10^  ' 
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1.3.3.5      AV.       1.3.3.5.5.7       , /7 
2.4.6.8.10.12^   '  0^6  8.10.12.14  a  9 


2.4.6.8.10.12.14.16 


1.1         11    ,*    113  AV     1.1.3  ^f.f 


d.  i. 


11.3.5     yn       1.1.3.5  nl 
27004^    8.16.24.32^  — 

1 . 1 . 3.5^^(2n— 3)    _  , 
also  der  grösste  Einfluss  von  JC*»-*>  =  ^78. 16.24.. ..(8n-8)  ' 

/o  x     1.1. 3. 5. ...(2w— 3)  ^„ 
und    der    grösste  Einfluss   von  ^(2n)=  8.16.24....  (8») 

Folglich  können  die  2n—  lsten  Differenzen  vernachlässigt  werden, 

,         2.8. 16.  24. ...(87/ —8) 
wenn  keine  derselben  grösser  ist  als  das  — j~.  1 . 3 . 5 . . ..  (2w—  3) 

fache  derjenige  Grösse  m,  welche  in  der  Bestimmung  der  zum 
Argument  Arg.  #+*(Arg.S—  Arg./?)  gehörigen  Function  vernach- 
lässigt wird ,  und  die  2«  ten  Differenzen  können  vernachlässigt 

8.16.24...  .(8w)  . 
werden,  wenn  keine  derselben        1.3.5,  ..(2n  — 3)m'  r 

2.8. 16. 24... .(8n— 8) 
keine  der  2/i  —  1  sten  Differenzen  >"  1  1  3  5      (2w  — 3)  OT«80lst 

B  .      ,     ,                        .  4.8.16.24. ...(8»-8)  . 
keine  der  2nten  Differenzen  >  ^  j  3  g  7^  —  3)    ■  a,S0Jede 

,    «                        ...        .     8.16>24....(8»)  . 
der  2nten  Differenzen  kleiner  als  j  j  3  5  (2«—  $)m'  keme  der 

8.8. 16.24. ...(8n—  8) 
2n  +  1  sten  Differenzen  aber  grösser  als     ^  ^  3  5  .(2k  — 3)  tn' 

2.8. 16.24..  ..(87*) 
also  jede  der  2«  +  1  sten  Differenzen  <  1135  fgj  _  f) m  i 

und  da  man  diese  Schlüsse  auf  alle  folgenden  Differenzreihen 
fortsetzen  kann,  so  können  bei  der  Interpolation  die  2m  —  1  ste  und 
alle  folgenden  Differenzreihen  vernachlässigt  werden.    Und  ist 
.  .     *  \                        w     8. 16. 24... .(871) 
keine  der  2«  ten  Differenzen  >  p- j-3-5  (2?t— 3)  m>  80 

j     «  .      4.8.16.24  —  871 

der  2/i  -f  2  ten  Differenzen  grösser  als  "]~~f~3~~ö  (2TO  —  3) ,w»  a,so 

.  .    ,     «     ^     r,.Ä           ...        .   8.16. 24.. ..(871  +  8) 
jede  der  2n  +  2fen  Differenzen  kleiner  als  ^  ^  ^  (2«^T)m; 

und  da  man  diese  Schlösse  auch  auf  die  27i-f-4te,  2n-f-6te. 
2«+8te  Differenzreihe  fortsetzen  kann,  so  hat  man  nur  noch 
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die 2n  -f  1  ste,  2«  -f  3te,  2»  -f  5te. . . .  Differenzreihe  zu  untersuchen, 
bis  man  auf  eine  Differenzreihe  von  ungerader  Ordnung  kommt, 
welche  die  vorher  nachgewiesene,  zur  Vernachlässigung  dieser 
und  aller  folgenden  Differenzreihen  erforderliche  Eigenschaft  hat. 
Es  giebt  jedoch  noch  eine  Bedingung,  welche  eine  Differenzreihe 
von  gerader  Ordnungzu  erfüllen  hat,  um  samnit  allen  folgenden 
Differenzreihen  vernachlässigt  werden  zu  können,  und  welche 
ich  in  meiner  Schrift  „über  die  sehr  grossen  und  totalen  Sonnen- 
Verfinsterungen  auf  der  Erde  überhaupt"  (als  Supplement  zum  19  ten 
Hände  der  Sc  hu  m  ach  ersehen  astronomischen  Nachrichten  ge- 
druckt) Seite   3.  und  4.  nachgewiesen   habe.     Danach  ist  das 

,  8. 16. 24.... (8/i) 

Maximum    der   2«  ten    Differenz,    anstatt  rnrg  7ö  m, 

l.l.o.ö  —  \&n — o) 

8.16.24....  (8/i)  ,  „ 

=  i  >  *  7ö  iT  »'  zu  setzen ;  dies  stimmt  mit  der  obigen  Beweis- 

i  .6 .o ....{In —  I) 

,  .     j    *                      ^  8.16.24.. ..(8«) 
luhrnng ;  denn  wenn  keine  der2nten  Differenzen  >  |  ^  g  (2w— 1)M 

ist,  so  ist  keine  der  2«-f  lsten  Differenzen  >  ^ * ^ ' ^ ^2*1^1) m' 

und  folglich  können  ausser  de>  2n  ten  auch  die  2«-flste  und  alle 
folgenden  Differenzreihen  vernachlässigt  werden.  Wir  können  also 
Oberhaupt   folgende  Bedingungen    aufstellen:   Wenn   keine  der 

9     i  ♦     ivir  ^  i  8.16. 24.. ..(8>i-8)  . 

In—  1  sten  Differenzen  >2.-j— ^-g  ^  ^ytn  ist,  so  können 

die  2n—  1  ste,  2n  te,  2w  -f  lste  .. ..  Differenzreihe  vernachlässigt 
werden;  und  wenn  keine  der  2« ten  Differenzen  >  |~  3^  ^ (2n—l)m 

ist,  so  kunnen  die  2m te,  2n  + 1  ste,  2n+2te —  Diflerenzreihe 
vernachlässigt  werden.  Die  specielle  Anwendung  dieses  Satzes 
auf  die  einzelnen  Differenzreihen  giebt  folgendes:  Ist  keine  der 
ersten  Differenzen  >  2«i,  so  können  alle  Differenzreihen  vernach- 
lässigt werden;  die  zum  Argument  Arg. R+  <(Arg. S—  Arg. R) 
gehörige  Function  kann  derjenigen  Function  R  gleich  gesetzt  werden, 
deren  Argument  dem  Argument  Arg.  R  -f  t  (Arg.  S— Arg.  R)  zunächst 
liegt  und  also  t  innerhalb  der  Grenzen  —  \  und  -f  \  einschliesst. 
Ist  keine  der  2ten  Differenzen  >  8m,  so  können  die  2te,  3te,  4te.... 
Differenzreihe  vernachlässigt  werden;  man  kann  einfach  interpo- 
liren.  In  diesen  beiden  Fällen  findet  man  das  Maximum  oder  Mi- 
nimum ohne  Interpolation;  es  befindet  sieb  unter  den  gegebenen 
discreten  Functionen.  Ist  keine  der  3ten  Differenzen  >16m,  so 
kann  man  bei   der  Interpolation  sich  auf  die  lsten  und  2 ten 

128 

Differenzen  beschränken.  Ist  keine  der  4 ten  Differenzen  > -g-wi, 
so  kann  man  sich  auf  die  lsten,  2 ten  und  3ten  Differenzen  be- 
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256 

schränken.    Ist  keine  der  5ten  Differenzen  s.  -rrm,  so  kann  man 

sich  auf  die  lstenbis4ten  Differenzen  beschränken.    Ist  keine  der 

1024 

6ten  Differenzen  >— g— m,  so  kann  man  sich  auf  die  Jsten  bis 
Öten  Differenzen  beschränken.    Ist  keine  der  7ten  Differ 


2048 

— g — m,  so  kann  man  sich  auf  die  6  ersten  Differenzreihen  be- 

327G8 

schränken.    Ist  keine  der  8ten  Differenzen  >  -«g-w,  so  kann  man 

sich  auf  die  7  ersten  Differenzreihen  beschränken.   Ist  keine  der 

9ten  Differenzen  >-^-m*  so  kann  man  sich  auf  die  8  ersten 

Differenzreihen  beschränken.    Ist  keine  der   lOten  Differenzen 

>  m,  so  kann  man  sich  auf  die  9  ersten  Differenzreihen 

524^88 

beschränken.    Ist  keine  der  Ilten  Differenzen  >  — m,  so kann 

man  sich  auf  die  10  ersten  Differenzreihen  beschränken,  u.  s.  w. 
Diese  Brüche 

2=2 
8  =  8 
16=16 

— 42,666 .... 


T 

256 

^=85,333.... 

^=201,8 
2048 

^  =  400,6 

'^*=  936,2285714285714 ... 
m6m- = 1872,457 1428571428 .... 


262144 

=^P= 4161,015873015873 .... 

5^^= 8322,031746031746 .... 
u.  s.  lfi  geben  die  successiven  Quotienten: 
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u.  s.  w. 


8 

2~ 

4 

16 

2 

o 

128 

3 

Q 
O 

16  — 

ZOO 

3 

"5" 
u 

|Tw  = 

2 

T 

1U24 

12 

OKA  — 
ZOO 

0 

~3~ 

OJI  IQ 

0 

2 

TTkm  — 
1Uz4 

u 

Jz/Oo 

OO 

10 

2048 — 

«MO 

y 
• 

5 

65536 

35 

32768— 

2 

35 

524288 

__63  2 

262144"" 

63 


4 


2? 


35 

262144 
63       20  2 


65536  —  9  ~~  "9 


§.  3. 

Eine  Ausnahme  von  der  im  Anfang  des  vorigen  Paragraphen 
aufgestellten  Regel,  dass  die  Differenzen  desto  kleiner  sind,  von 
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einer  je  höheren  Ordnung  sie  sind,  bildet  der  Fall,  wo  die  Func- 
tion sich  in  der  Gegend  ihres  Maximums  oder  Minimums  befindet ; 
da  hier  der  Jste  Differential-Coefticient  =0,  der  2t e  aber  endlich  ist, 
so  sind  innerhalb  der  beiden  dem  Maximum  oder  Minimum  zunächst 
liegenden  Intervalle  die  ersten  Differenzen  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  als  die  zweiten,  oder  wohl  gar  die  Iste  Differenz 
sehr  klein  gegen  die  2te  oder  völlig  =0,  und  erst  die  3ten 
Differenzen  können  von  einer  geringfügigeren  Ordnung  sein  als  die 
ersten.  Diese  Unterscheidung  ist  wesentlich,  wenn  wir  das  dem 
Maximum  oder  Minimum  zugehörige  Argument  und  das  Maximum 
oder  Minimum  selbst  durch  convergireode  Reihen  darstellen  wollen- 
Wir  betrachten  demnach  J'  und  4"  als  Grössen  der  Oten  Ordnung, 
d'"  als  eine  sehr  kleine  Grösse  der  lsten  Ordnung,,  Alv  als  eine 
sehr  kleine  Grösse  der  2ten,  als  eine  sehr  kleine  Grösse  der 
3ten  Ordnung  u.  s.  w. 

Das  dem  Maximum  oder  Minimum  zugehörige  Argument  wird 
bestimmt,  indem  man  die  Gleichung  (1)  §.  2.  nach  t  differentiirt. 
Das  Differential 

.  dt  *  +  dt  0+~5i   1.2.3+  * 

gebt  für  t  =  0  in 

über;  in  jedem  Gliede  dieses  Ausdrucks  lassen  sich  (weil  er  auch  so  : 


im 


2.3^4^3        6.5.4  T8.7.6.5 

1.25     1.2.3'7  1.2.3.4* 

oder  so: 

A"'       A?         J*n-  A1* 
^"D^TÜ"  ,  7.6. 5 +  ~  9.8.7.6"" 
3'0     41.2.3     5  1.2.3.4 

geschrieben  werden  kann,  und 

4^  5^4  6.5.4  7.6.5  8.7.6.5  9.8.7.6 
1.2'  1.2*  1.2.3'  1.2.3'    1.2. 3. 4'  1.2.3.4 


,  .... 


resp.  die  grössten  Binomial •  Coefficienten  von  4,  5,  6, ....  und  daher 
ganze  Zahlen  sind)  alle  Factoren  des  Zählers  des  Coefficienten 
gegen  Factoren  des  Nenners  heben,  und  diese  Coefficienten  lassen 
sich  daher  sämmtlich  in  Gestalt  von  Brüchen  schreiben,  deren 
Zähler  =1  und  deren  Nenner  ganze  Zahlen  sind,  nämlich  so: 
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A*     J^H     AF     AVl1     J'X      AXl  JXUI 

J  -  6  +  30    iw  +  m~w?2  +  mi2~   '  (5) 

wobei  die  Nenner  recurrirend  nach  dem  Gesetz 
6-o  3  5     140 7    630     .  9    2772    _  11 

12012  13 

2772         6  '  • 
oder  noch  leichter  nach  dem  Gesetz 

6_6     ?9_5    140    14    630    9     2772     22     12012  13 
1~1'    6-1'  30"" "3'  m~2y  W  =  *5'  2J72*ÄT—" 

berechnet  werden  können.  Findet  sich  nun  die  Formel  (5)  (nach 
Substitution  der  numerischen  Werthe  für  d',  d'",  ^r,....)=0,  so 
bat  man  das  Maximum  oder  Minimum  ohne  Interpolation  gefunden, 
es  befindet  sich  unter  den  gegebenen  discreten  Functionen;  dagegen 
kann  man  aus  dem  etwaigen  positiven  oder  negativen  Werth  der 
Grosse  (5)  ersehen,  ob  das  Maximum  (resp.  Miniraum)  sich  im  vor- 
hergehenden oder  im  nachfolgenden  Intervall  befindet.  Da  aber 
die  in  §.  2.  gegebene  Anleitung  zur  Beurtheilung,  welche  Differenz- 
reihen jedesmal  vernachlässigt  werden  können,  den  absoluten  Werth 
von  t  nicht  >  i  voraussetzt,  so  wird  man,  auch  nachdem  man  schon 
bestimmt  hat,  in  welchem  Inteivall  das  Maximum  oder  Minimum 
sich  befindet,  untersuchen  müssen,  ob  der  erste  Differential-Coefli- 
cient  der  Function  bei  der  der  Mitte  dieses  Intervalls  entsprechenden 
Function  positiv  oder  negativ  sei.  Dazu  ist  in  der  angefahrten 
Schrift  über  Sonnenverfinsterungen  Seite  4.  Anleitung  gegeben; 
man  wird,  wenn  man  die  daselbst  aufgestellten  Formeln  vollständig 

entwickelt,  finden,  dass  der  dem  Argument  ^-^^-^  ent- 

sprechende Differential  •  Coefficient  = 

l2  l2  32  l2  3*  52 

4ß-0".4^'Ä  +  2.4.5.6.8^Ä ~  2.4.6.'7. 8.10.12^g  +  -• 

v#»       1        r>        1.3     ..n  1.3.5  1 

3  5 

ist,  wo  die  Coefficienten  recurrirend  durch  die  Gleichungen 

I  3  JL 

24_K1     640 _  7168  5.5 

l~3.8'   J_— 5.16'  ]T~=  7724'*  " 
24  640 


r 
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berechnet  werden  können.    Auf  diese  Art  wird  es  allemal  möglich 

sein,  2  gegebene  Werthe  Q  und  Ä  der  Function  so,  dass  die  in 

Bezug  auf  t  genommenen  ersten  Differential -Coeflicieiiteu  der  Func- 

Arg.  Q  +  Arg.  R  „ 
tion,  welche  den  Argumenten  —  ^  unt*  &TS-  K  ent" 

sprechen,  entgegegesetzte  Zeichen  haben,  oder  2  gegebene  Werthe 

R  und  S,  so,  dass  die  zu  Arg.  R  und         ^^"^rS  ^  gehörigen 

Differential  -  Coefficienten  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  zu  be- 
stimmen, —  wodurch  von  selbst  t  innerhalb  der  Grenzen  —  i  und 

+  i  eingeschlossen  wird.  Sollte  sich  der  zu  — •—  ^  ^f^'  —  oder 
Arg.  R  +  Arg.  S  ge|,örjge  Differential -Coefficient  genau  =0  finden, 

also  das  Maximum  oder  Minimum  sich  genau  in  der  Mitte  eines 
Intervalls  befinden,  so  bestimmt  man  dieses  Maximum  oder  Minimum 
selbst  am  leichtesten  vermittelst  der  in  der  angeführten  Schrift 
Seite  3.  aufgestellten  Interpolation*- Methode;  hiernach  ist  das 
Maximum  oder  Minimum,  welches  sich  in  dem  von  R  bis  S  rei- 
chenden Intervall  befindet,  = 

R+S    1  A*R  +  A*S      1.3   A*R  +  J*S 
2       8'       2        +8.16*  2 

1.3.5     A*R  4-  A«S 
~8.ie.24'        2        +  — 

Wir  haben  also  nur  noch  den  allgemeinen  Fall  zu  untersuchen, 
wo  das  dem  Maximum  oder  Minimum  zugehörige  t  weder  =  —  4 
noch  =0  noch  =  +  *  ist,  sondern  entweder  zwischen  —  \  und  0 
oder  zwischen  0  und  -f  {  liegt. 

Zur  Bestimmung  des  Arguments  des  Maximums  (Minimums) 
bat  man 

dA'      ,  BA"  J"     dA'"  Am 

~dtJ  +n9T*jT2  +  "^TX3  +  --  =0  <6> 

zu  setzen;  in  diese  Gleichung  hat  man  die  aus  den  Gleichungen 
A* 

Am  =         1*)  =  *»—  \% 
Alr=(*(P—l*)=t*—W,  . 
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n  -2*)=      (1»  +  2»)f*  + 1*.22.  <* 

JU  =/(**--l*)(f*-22)  (f2-32)=**- (I*  +  2*  +  3*)<* 

+  (I».2«+l2.3a+2a.3*)/3-l*.2«.3«.<, 
WH  =  Ii)  (fi  -  2*)  (*■  -  3»)  =    -  (1* + 2« + 3«)  <ö 

+  (l*.2»  +  l«.3»  +  21.3i)l«— 1*.2».W, 
]**  =  /.(*«  —  l2)  <l«— 2») «2— 32)  (f«—  4«)  =       (I1  +  2*  +  3* + 4»)<» 
+  (1«.2»  +  1*.  3*  + 1*.  4*  +  22.3«  +  2*.  4*  +  3*.  42)<» 
-  (I2.  22. 32 + l2.  2*.  42 + 1 2 3*.  42+22  •  32. 42)<3  + 1*.  2*3»  4*f , 
A*    =  1»)       2»;  (^-32)(^-42)=<i<>--(12+22  +  32  +  -I2)/« 

+  (12.22  +  l2.32  +  l2.42+  22.32  +  22.42  +  32.42)<« 
-( IV22.  32+  l2.  22.  42+l«  32. 42+22.  3«.  42)(H1*.  22.  32  42*2 
o.8.  w.  tiiessenden  Werthe 


81 

ras 


81  ~  l' 


1.2.3a/- 1.2  2.3' 


l2 


I.2.3.4ai=TTO""TX4'' 

a^i^         1*  i*+22 

r2.3.4.59«=1.2.3.4  ~  OTO +  2.3.4.6 ' 


BA  n 


l2  +  22 


12  O« 


1.2.3. 4.5. 6a<— 1.2.3.4.5    1.2.3.5.6*  Tl. 3. 4.5.6 

_BA™  <6  l2  +  22  +  32 

1X3.4.5.6.78*  — 1.2.3.4.5.6  1.2.3.4.6.7 

12.22  +  l2.32-f  22.32^  12.2*.3« 
+       1.2.4.5.6.7  ^""2.3.4.5.6.7' 

8^FU1,       _   <r  l2  +  22  +  32 

11X4.5.6.7.8^""  1.2.3.4.5.6.7    1.2.3.4. 5. 7. 8l 

.  12.2*  +  l2.32+22.3»„  12.2*.3* 
+     1.2.3.5.6.778""' ~  1.3.4.5.6.7.8'' 
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1.2.3.4.5.6.7.8.9^-1.2.3.4.5.6.7.8  1.2.3.4.5.6.8.9* 

1  «.  2* + 12.3*  4- 1*. 4*+2*.3a+2*  4* + 3*.  4a 
+  1.2.3.4.6.7.8.9 

1»  2*.3*  +  R2M*  +  1»  32.42  +  2a.3*4* 
1.2.4.5.6.7.8.9 

1».2«.3».4» 
+  2. 3.4.5. 0.7. 8. 9' 

dA*  <•  ]«+2a  +  3a+4«£7 


r2.3.4.5.6.7.8.9.10a^~1.2.3:4.5.6.7.8.9  1.2.3.4.5.6.7.9.10 

1»  2H l2-  gjjg;  gjhg;  3H2M2+3*4^A 
+  1. 2. 3.4. 5. 7.8.9. 10  C 

la.  2*.  3*  +  la .  2*. 4*  fg.  3*.  42  +  2*.  32.  4» 
1.2.3.5.6.7.8.9.10 

l*.2g.32.4a 
+  l.  3.4.5.6.7. 8.9,10** 

u.  s.  w.,  d.  i. 

'  —  AT«*» 


1.2.38«-  6 
1.2.3.48t— ~12,  +  6l  ' 

1.2.3.4.534-30    8*  +  24l  ' 

SA"       _1,  J_ts 
r2.3.4.5.6a<-90i_36l  +1201  ' 

1.2.3.4.6.081-     140  +  240*    72^  +  720'  ' 

dA™'  1  .  ,    7         1  1  , 

1.2.3.4.5.6.7.88<=~6ffltT144Öf  "410*  +5040*  ' 

1.2.3. «UhU1 .8 . 981 =650  "  6oV  +  S»  **~  1728*'+  4Ö32T»'* 


t 
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 BAX  1         41    8._J3_,ft       1  .y 

1.2. 3. 4.5. 6.7.8.9. 108*— 3150*  ~4536D'  +28800*  """15120' 

u.  8.  vv.,  zu  substituiren.  Nun  ist  klar,  dassder  Gleichung  (6)  immer 
noch  ein  Genüge  geschieht,  wenn  alle  Differenzen^',  A",  4*",.... 
mit  einem  gemeinschaftlichen  (positiven  oder  negativen)  Factor  mul- 
tiplicirt  werden,  dass  es  also  bei  der  Bestimmung  des  dem  Maxi- 
mum oder  Minimum  zugehörigen  t  nicht  auf  die  absoluten  VVerthe 
der  successiven  Differenzen,  sondern  nur  auf  ihre  Verhältnisse 
ankommt.  Wir  vereinfachen  daher  unsere  Entwickelung,  wenn  wir 
einstweilen  eine  der  ersten  Differenzen  A',  A",  Am,..,.-=l  setzen. 
Und  da  A'  in  der  Gegend  des  Maxiraums  (Minimums)  sehr  klein 
oder  auch  völlig  =0  ist,  so  wird  man  nicht  Al \  sondern  A" —\ 
zu  setzen  haben. 

Da,  wie  gesagt,  A'  und  An  in  der  Gegend  des  Maximums 
(Minimums)  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit  angenommen 
werden,  so  darf  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichung  (6)  in  der 
lsten  Annäherung  A"  eben  so  wenig  vernachlässigen  als  A';  ver- 
nachlässigt man  aber  A",  AIr,....  und  setzt  man  A"z=l  ,  so 
folgt  aus  der  Gleichung  (6) 

t=-A'. 

Da  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das  lste  Glied  =  A' 
und  das  2te  =(  ist,  so  findet  man 

_  BJ?    A'"      SA™  A*V 

-  an.2.3"  dt    1.2.3.4— •  • 

Diese  Gleichung  ist  durch  allmälige  Annäherung  aufzulösen,  wobei 
auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  der  lste  Näherungswerth 
von  <= — A'  zu  setzen  ist.   Die  2te  Annäherung  giebt  also 

P-=zA'*-  Qa'  -  A'     Am ; 
3Am  11,-/1.     I  \ 

1X35*=  -«  +  2^-  («^  -  V**)"* 

1.2.3.45/— 12^  ~6^  ; 


also  die  3te  Annäherang: 
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+6^*-k4)^"; 

SA"'        1    ,    1  ,,    / 1  ,  I  M   I  .,.\  .,„  ! 

1.2.3.4.5S«— 3Ü— 8^   +-24^  ' 
also  Hie  4te  Annäherung: 

<--^'+(ö-k,)^+(^'-^,0^1      )  1 

f 

Es  ist  aus  dem  Gange  der  bisherigen  Entwicklung  zu  ermessen, 
wie  man,  wenn  es  in  irgend  einem  Anwendungsfalle  verlangt  würde, 
bei  der  Bestimmung  von  t  auch  noch  d*11,....  berücksichtigen 
konnte;  in  der  Astronomie  kommt  ein  solcher  Fall  nicht  leicht  vor. 
Dass  aber  der  Werth  (7)  der  das  Maximum  oder  Minimum  bestim- 
menden Gleichung 
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Genüge  thue,  erhellt  folgendermaassen : 

(1  -       •  •  •  x  »  -  ^'  +  (i-J^»)>  +  (j  '  -  t^»J^ 

d^"— .  •  ■ )  t3 = -g^'M" — ({j^'1-  \j'*)jm  *%r+~\ 

u.  s.  w.,  also 

:       Nunmehr  hat  man  in  der  Gleichung  (7)  jede  der  Differenzen 

J',  4"',  Alvt  4r,  durch  A'*  zu  dividiren,  um  diese  Gleichung 

lur  den  Fall  brauchbar  zu  machen,  wo  J*  nicht  =1  gesetzt  wird. 
Dadurch  wird 

- 

~~ \\2A"  ~~  6z/"8/  4"     V72     4z/"a  +  8J"* )  J"* 

f\       4^  \AmA*v  /1_    j'*       A'*  \jr 

+  V72     24z/"*  "  12z/"V  "V3Ü~8^  +  24W^' 

Diesen  Werth  hat  man,  um  das  Maximum  oder  Minimum 

selbst  zu  bestimmen,  statt  t  in  die  Formel  (l)  §.2.  zu  setzen; 
|man  erhält: 

Theil  XXV.  17 

r  • 
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^+v,6""2Z/75 )  A"  *  V6z7" ~~  2z/"3/  A"*  \Vld"  6A"*J  4" 
~~  \72  ~        +  SÄ77*)  z/"»  +  V72  ~"  24//"*  12z/"V 

/JL     zf»  .  A* 

~~  V30  "~  8^"2  +  24.4" V  ' 

/  z/*2  _  (  £      5z/'3  7z/'»\z*'"3 

+  ^  ]2<4"2  ~  6z/"4/  z/"  +  \24z/ "     I2z/"3  +  8z/'"  V  -4"3 

~\WA"~Wy   z/"2  +V30z/"    8z/"3  +  ' 

rVz/"2 


l       ^  V" .  /  zf ' 

3*—    3^"  +  VI8"~Gz*"»A*"  +  \J8z/"~~  6z/' 

_  /  ^        z//3  V*lr. 

"*  VSözF  *"  i8z/"v  2F  5 

1  I  i  zT2  /z/'  _  A'*\A'"  /J_  z/*2  ^A^\A"^ 
2 1  ~~ 2~"~~2  +  6z/'  *    V6z/"     IA'^Ja1'  +  V72~~  4z/' 2  +  HÄ77*)]^ 

/  A*  A'*\A" 

zf"  d*       J*      / 1      zJ*       zf  4  \A"' 

1.2. 3  ~  6*/"    6z/"»    1,36  6^+4^"V^ 


( A4        A'*      3z/'6  Nz/'"2     /  ^        5z/'3        J»«  YrflF 
22zF 4^"8  +  8z/"  V  ^'"J  +  \72zF' ~~         +  "RzT3 JA"  ; 

1_        z/*2      /  A'        z//3  ^z/"' 
12f~  12z/"*~~  \JföF  ~I2zFV  ; 

/l/r   A'2         A'*      /  A'        5z/'3       A'b  \A  " 

1.2.3.4""     24z/"2  +^4^*+ V72^"^72z/^3  +  l2zf;*>/zF; 


1  z/'2 
2^2=~2  +  2^; 

  A'        z/'3  A'* 

J.  2. 3.4. 5  3ÖzF'  +  ^4z^~i^2^ 

folglich  Formel  (1)  gleich 
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/  A*         A+  \    lf     (  A'  A*  \  A" 

\  24  A "»     24A"*J  *    ~~  V72^"  ~  "12^  +  8^"V  A' 

(A'        5A'S         A'b  \A"'Alf 
TIA7'  ~~  T2Ä77*  f  V2Ä77*)  A" 


'3 


A'*_       A'*  \ 

"3  T  T  ••  •  • 


V30^"     UA"*  T  1204"5 


$•  4. 

Die  Ausdrücke  (8)  und  (9)  des  vorigen  Paragraphen  sind  noch 
so  einzurichten,  dass  sie  sich  bequem  vermittelst  Additions-  und 
Subtractions- Logarithmen  berechnen  lassen.   Man  mache 

J"*       ZA*         At  A"' 
Am  =         —  +  "2^5-)» 

4"'  ,     ZA*  m  2A'* 
^•)Älp(l-_(l+_s)), 

2zf* 


4?       15  zf*  z/'2 
4*)*=*  —~ZP  5"(1""42^' 

^)=^(i-^(i~^)); 

geht  die  Gleichung  (8)  in 

A>-A„,+  Air+Av 
t=  3*  » 

die  Gleichung  (9)  in 

Maximum  = 
^iP     2^/'a      3^/'*     /Am\*      ZA*  A'A'" 

17* 

< 
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über.  Die  äussere  Form  der  Rechnung  wird  an  einigen  Beispielen 
klar  werden,  worin  keine  aufzuschreibende  Ziffer  ausgelassen  ist. 

Gesetzt,  man  wolle  den  Augenblick  der  nördlichsten  Abwei- 
chung des  Mondes  im  März  1855  und  diese  nördlichste  Abweichung 
selbst  finden,  so  giebt  das  Encke'sche  Jahrbuch: 


Mittlere 
Berliner  Zeit. 


März  23.12* 

24.  0 
12 

25.  0 
12 

26.  0 
12 


Deel.  D  —  S 


+  25<>.25'.43'',4 

+  59'.  20",2 
+  26  .25  .  3,6  -  20'.3",0 

+  39.17,2  -3 ',2 

+  27  .  4  .20,8  —20.  6,2         +  16",3 

+  19.11,0  +13,1 
+  27  .23 .31,8  —19  .53,1  +16/2 

-  0.42,1  +29,3 
+  27  .22  .49,7  — 19 .23,8         + 13,6 

—20  .  5,9  +  42,9 

+  27  .  2  .  43,8  -18.40,9  ' 

-38.46,8 

+  26  .23.57,0 


Hier  liegt  der  grösste  Einfluss  der  4  ton  Differenz  16",3  auf  die 
Interpolation ,  nämlich  j|g .  16",3=0",38203125,  innerhalb  der  Gren- 
zen der  unvermeidlichen  Beobachtungsfehler;  die4tcn,  5ten,  6ten  ... 
Differenzen  können  daher  vernachlässigt  werden.  Für  den  Mittag  des 
25.  März  ist,  wenn  man  einen  halben  Tag  als  Einheitder  Zeit  (  annimmt 

dö    19M1",0-0'.42M    l  13",l+29",3  m„01MÄ 

=  ^  6*   2  ~  +  9  .  Iü",91666  ;  für 

Bö  l 
März  25.6*  aber  ist  ^  =  —  0'.  42",  1 --^.29'',3,  also  negativ.  Folg- 

lieh  liegt  das  Maximum  der  Abweichung  zwischen  0  und  6*  dei 
25.  März.    Man  hat  also  ß  =  +  27°.  23'.  31",8  zu  setzen,  ' 

z/'aber  =  +  554",45 
A"  =  -1193",l 
4'"  =+  2l",2 
\A"     =  +  3",53333.. 


Ig.z/"  =3,07668„ 
Ig.z/'  =2,74386 

Ig.^'  =0,33282« 


Ig.  15  =1,17609 
J7* 


J«2 


Ig.  5 


Ig. 

12 


15zfs 


=0,69891 
=0,5104{ 

= 0,2471t 


-ST  -l)=0,360U 

lg.^/'  =2,743« 
Ig.  [A.-A1)  =0,59721 


* 
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Ig.  (^/"»)  =6,15336 
Ig.z/,  =2,74694 
Ig.  d"'  =1,32634 

,?-         =  2'08008 


JU4 
Ig-  "g- 

.J'y/'" 

•g.a+^H 


ig. 


i 


i- 


0,54818 
0,00360 

0,453-29 


Ig.  (A'-A„,)  =2,74888 
lg.^'  .  =1,99750« 


Ig.,/' 
Ig.  4 


/// 


:  2,74386 
:0,09849 


Ig.  (120  =0,74538 
12/=  +5*  563875, 


als«  Maximum  der  Abweichung  März  25 . 5* . 33'. 49",95.  Vernach- 
lässigt man  ausser  A*v  und  A*  auch  A'"*  und  A"'*t  so  fallt  die 

A  A'" 

Addition  von  Ig.  (1  \  ——^ )  =  0,00360  weg,  und  man  erhält  lg.z/,„ 

=0,09489,  also  Ig.  (A'—A,„)  =2,74289,  also  Ig.  (120=0,74539,  also 
Bf  es  5A,5640,  also  Maximum  der  Abweichung  März25.5*  33'.50",4, 
von  dem  vorher  gefundenen  ganz  unmerklich  verschieden. 

I        SA'  =+1663",35 
!        Ig.  (3^)  =3,22098 
1 


lg.^'  =0.33282« 


Ig- 


1  - 


A"2 


\g.A 


III 


=  0,10565 


=  1,32634 


Iß. 


ZA' 


^-=2,00029 


Ig.//"  =3.07668n 
\Z.A'"  =1.32634 
A"* 


Ig 


A'A 


III 


=2.08316 


A4"2 

A'A'" 

Ig  (I  4-  -3^) 


fe.(^(1)) 


=1,09636 
=0,00357 
=0,90658 

=5,48336 


lg.(2(Max.-Ä)^")=5,48336» 
lg.(2^")'  =3,37771,, 
Ig.  (Max.  —  =2,10565 
tf=+27<>.23'.31',8 
Max.—  Ä=+  2.7,5 
Maximum  =+27.25.39,3. 


Jflan  sieht ,  dass  hier  die  mit  A"*  und  A'"*  inultiplicirten  Glieder 
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gar  keinen  merklichen  Einfluss  auf  die  Bestimmung  des  Maximums 
haben.   Zur  Controlle  können  wir  för  März  25.5\  563875  interpo- 

5,563875        14837  .  . 
liren,  für  welchen  Augenblick  f=  +  — =  +  32Ö00  * 

die  Formel  (1)§.2.  in 

„  e  14837,^  /tf    14837  1193  M    „    /14837V ,21",* 
+270.23'.3r',8+32ööö(554 '^-^   «-(mm)  >'V^) 

~x97ooq,qi,«J.14837/r3305"5  14837/1193-,1  14837  21  ",2\\ 
-+27  .16.61       32000^-  6     -32ÖÜOV     2        32000*  6 

=  +  27°.2.5'.39",3 

übergeht. 

Wir  wollen  ein  anderes  Beispiel  berechnen,  worin  auch  die 
4ten  und  5ten  Differenzen  zu  berücksichtigen  sind. 


—0,2239 
-0,4810  +0,0145 

—0,2094  +  0,0932 

-0,6904  +0,1077  -0,0834 

-0,1017  +  0,0098  +  0,0402 

—0,7921  +0,1175  —0,0432  -0,0102 

+  0,0158  -0,0334  +0,0300 

-0,7763  +0,0841  -0,0132 

+  0,0999  -  0,0466 

-0,6764  +  0,0375 

+  0,1374 

-0,5390 

Wir  setzen  voraus,  dass  in  den  gegebenen  numerischen  Werthen 
der  Function  die  Zehntausendtheile  zuverlässig  und  daher  beibe- 
halten, die  Hunderttausendtheile  aber  vernachlässigt  sind.  Dann 
können  die  fünften  Differenzen  nicht  vernachlässigt  werden,  weil 

2^.0,0300= 0,0003515625,  also  >  0,00005  ist.    Dagegen  kann  die 

6te  Differenz  unbeachtet  bleiben,  weil        .  0,0102=0,0000498046875, 

also  <  0,00005.  Der  Function  -0,7921  gehört  der  lste  Differen 
tial-Coefficient 

-0,1017  +  0,0158    l  0,0098-0,0334  ,  1  0,0402+0,0300 

2  6  2  +30  2  " 

=  -0,04039.... 
zu,  der  Mitte  des  nachfolgenden  Intervalls  aber 
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0,7921  und  der  Mitte  des 
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Ueber  die  Bestimmung  der  Directrixen  *) ,  Brennpunkte 
und  Charakteristiken  oder  Determinanten  der  Linien 
des  zweiten  Grades  im  Allgemeinen. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  man  aus  den  Coeflicienten  der  allgemeinen  Gleichung 

einer  Linie  des  zweiten  Grades  die  verschiedenen  Elemente  die- 
ser Linie  ohne  jedwede  weitere  Transformation  der  Coordinaten 
bestimmen  will,  so  ist  es  nach  meiner  Meinung  oft  von  beson- 
derem Nutzen,  zunächst  auf  die  Bestimmung  der  Directrixen,  Brenn- 
punkte und  Charakteristiken  oder  Determinanten  dieser  Linie  des 
zweiten  Grades  zurückzugehen,  weil  sich  daraus,  wie  ich  im 
Archiv.  Thl.  XVII.  Nr.  II.  S.  54.  gezeigt  habe,  dann  auch  alle 
übrigen  Elemente  mit  der  grüssten  Leichtigkeit  ableiten  lasseo. 
Zur  Bestimmung  der  Directrixen,  Brennpunkte  und  Charakteristi- 
ken oder  Determinanten  der  Linien  des  zweiten  Grades  unmittel- 
bar aus  den  Coefücienten  ihrer  allgemeinen  Gleichungen,  die 
weitere  Transformationen  der  Coordinaten  gar  nicht  in  Anspruch 
nimmt,  will  ich  daher  in  dieser  Abhandlung  Formeln  entwickeln. 
Wenn  ich  nun  aber  jetzt  noch  hinzusetze,  dass  ich  dabei  nur 


*)  Manche  Schriftsteller  schreiben  in  vornehmerer  Weite  „Direc- 
t r  i c e n -*«.  Da  aber  das  Wort  D  i  rectrice  schon  auch  eine  andere ,  sehr 
unmathematische  Bedeutung  hat,  die  unwillkührlich  aa  Töchter- 
schulen, Putzwaaren -Geschäfte  u.dgl.  erinnert,  so  möchte  ich  doch  den 
lateinischen  Ausdruck  vorziehen. 


< 
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rechtwinklige  Coordinatensysteme  zu  Grande  legen  «rill,  da  jedes 
schiefwinklige  System  immer  leicht  durch  die  bekannten  Formeln 
der  Coordinatenverwandlung  auf  ein  rechtwinkliges  zurückgeführt 
werden  kann,  so  widerspreche  ich  damit  freilich  streng  genommen 
meinem  nur  so  eben  erst  ausgesprochenen  Princip, Jedwede  Coor- 
dinatenverwandlung  unnöthig  zu  machen,  bemerke  aber,  dass  es 
für  keinen  Mathematiker  die  geringste  Schwierigkeit  haben  kann, 
die  aus  dem  in  Rede  stehenden  Uebergange  von  einem  schief- 
winkligen zu  einem  rechtwinkligen  Systeme  resultirenden  Aus- 
drücke der  Coefficienten  der  Gleichung  der  Linie  des  zweiten 
Grades  in  meine  im  Folgenden  entwickelten,  allerdings  nur  für 
rechtwinklige  Systeme  geltenden  Formeln  ein  zu  führen,  weshalb 
ich  es  grösserer  Einfachheit  und  Kürze  wegen  habe  vorziehen  zu 
müssen  geglaubt,  die  sämmtlichen  folgenden  Entwicklungen  auf 
rechtwinklige  Systeme  zu  beschränken,  was  in  der  That  auch  für 
den  von  mir  beabsichtigten  Zweck  völlig  hinreicht.  Dass  solche 
allgemeine  Formeln,  wie  die  im  Folgenden  entwickelten,  z.  B. 
für  die  Aufgabe  von  der  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  durch 
fünf  gegebene  Punkte,  aber  auch  noch  in  vielen  anderen  Fällen, 
?on  Wichtigkeit  sind,  erhellet  leicht. 

Die  gesuchte  Gleichung  der  Directrixen  *)  unserer  Linie  des 
zweiten  Grades  sei  im  Allgemeinen 

2)   + #y+ C  =  ö, 

ond  W  V  seien  im  Allgemeinen  die  Coordinaten  der  Brennpunkte. 
Die  Charakteristik  oder  Determinante  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  55.)  sei  //. 
Weil  nun  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie,  unter 
Voraussetzung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems,  die  Qua- 
drate der  Entfernungen  des  Punktes  (xy)  in  der  Linie  des  zwei- 
ten Grades  von  dem  Brennpunkte  und  von  der  Directrix  respective 

(Ä_ *)*+(y-F)»  und  *  A2^ß2~ 

sind,  so  hat  man  (m.  s.  a.  a.  O.  S.  55.)  die  Gleichung 

welche  mittelst  leichter  Rechnung  auf  die  Form 


*)  Man  weis«  «.hon.  das«  es  in  zwei  Fällen  awei  giebt. 
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264  Gruner t:  Ueber  die  Bestimm,  der  Directrixen,  Brennpunkte 
{ (W2  _  i )  A%  _  &t  |  ^  + 1  (W2  _  ] )  ß%  _  A2 1  y*  +  WABxy 

+2{w2^C+M2+#2)A};r 
3)  <  >  =  0 

+  2{w2#C-fM2  + J^FIy 

+  w2C2-(^  +  J^)(A«+  K2) 

gebracht  wird,  und  nun  mit  der  Gleichung 

«:r2  +  6#2  +  2c;rty  +  2rfcr  +  2e# +  /"  =  ()  . 
identisch  sein  muss,  woraus  die  sechs  folgenden  Gleichungen: 

(«2-lM2-ZJ2=a, 
(w2— 1)Ä2— ^2  =  6, 
n*AB  =  c, 
n2,4C-f(/l2+#2)Ä=d, 
«2#C+(42+^2)r=e, 
w2C2-(<l2+#2)(X2  +  F2)=/- 

resultiren,  welche  die  sechs  unbekannten  Grössen  n,  A,  B,  C, 
Xt  Y  enthalten,  und  zu  deren  Bestimmung  also  gerade  hinreichen. 

Diese  sechs  Gleichungen  zerfallen  in  die  zwei  folgenden  Gruppen: 

!(W*-lM2-ß2  =  i,, 
(«2-!)£2— 42  =  Ä, 
n*AB  =  c 

und 

« 

n2Z?C+(<42  f-Ä*)F=e, 

n2Ca  -(A*  +  +  F2)  =  f; 

von  denen  die  erste  nur  die  unbekannten  Grössen  w,  1,  /> ,  die 
zweite  nur  die  unbekannten  Grössen  C,  X,  Y  enthält,  und  die 
also  eine  abgesonderte  Betrachtung  und  Auflösung  gestatten. 

Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  der  ersten  Gruppe  5). 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  dieser  Gruppe  erhält  man: 

7,  f«_("a-*)«  +  6     no    (n*- 1)6  +  «. 

')   •   •   •  *  —  i«        -  (n2^-!)2~r 


\ 
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und  weil  nun  vermöge  der  dritten  Gleichung  in  5) 

# 

ist,  so  ergiebt  sieh  zur  Bestimmung  der  Charakteristik  oder  De- 
terminante 71  unmittelbar  die  Gleichung: 

0  \tn*-\)a  +  b\\{n*-\)b  +  a\ 

*>  -  -  -        K»*— i>* — it*  -c- 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

9)  M=7i*-1,   »«=«  +  1; 

so  wird  die  Gleichung  8): 

(u  4-  Vfl 

oder,  wie  man  leicht  tindet: 

10)  ...    .    (n«  +  6)(6M  +  a)  =  c2(ti  —  1)*, 

und,  wenn  man  diese  Gleichung  gehörig  nach  den  Potenzen  von 
u  ordnet: 

11)  .    .    (c2—a6)Ma-(aa+6H2c3)«  f  (c2-n6)  =  0. 

Löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise 
auf,  so  erhält  man: 

q»  +  6»  +  2c» ±(a  +  b)  V&^WTic* 

12)  »=»»-1  =  4(o*  _U)  

und  hieraus: 

*     ,  i  vi«  -  6)» + 4C»  db  («+ 6)i  yjgggg 

I3>    •  "*=  2(c»-«6)  

Nach  7)  und  9)  ist  nun  ferner 

Nach  12)  ist  aber,  nie  man  leicht  findet: 

o»  +  6=2^^  | «(«-  6)  +  2c»±  a  V(a-by+4?), 

bu  +  a  =  { 6 (6  -  a)  -f  2c»  +  6  V* (a- 6)*+!^}; 

und  nach  U)  ist 


also 


6  runer  t:  Veber  die  Best/mm.  der  Directrtxen, 

2     oH  6*  +  2c2 

C2  —  «6 


folglich  nach  12): 

„    .(fl-r*)^  («-Q)H4c»|(«+6)V7^6)aH-4c2jb(flHpH2c«)> 
I_  2(c2~-«6)2 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 

c2— «6         a(a  -  6)  +  2c2±  a  V(a— 6)2+4c2 

14) 


V  (a-6)2+4c2  *  (a+6)  (a-ö^c^i^^^^2/ 

c2— q6         6(6  —  a)+2c*±b^(a-6)*+4c* 
V(a-6)a+4cä*  (a+6)Vr^6)a+4c»+  (a2+62+2c2)' 


Dass  in  den  Formeln  13)  und  14)  für  w2,  A%f  B*  die  oberen 
und  unteren  Zeichen  auf  einander  zu  beziehen  sind,  versteht  sich 
nach  der  vorhergehenden  Entwickelung  ganz  von  selbst. 

Bei  der  weiteren  Discussion  der  Gleichungen  13)  und  14) 
müssen  wir  die  drei  Fälle,  wenn 

c3-o6  =  0,   c2-a6>0,  c2-o6<0 

ist,  von  einander  unterscheiden,  wozu  uns  schon  der  Umstand 
nöthigt,  dass  die  Grösse  c2 — ab  in  dem  Nenner  des  obigen  all- 
gemeinen Ausdrucks  13)  von  n2  vorkommt,  für  diesen  Ausdruck 
also  ein  keine  bestimmte  Bedeutung  habendes  Symbol  erscheint, 
wenn  die  Grosse  c2—  ab  verschwindet. 

L   c2  —  ab  —  O. 

In  diesem  Falle  sind  wir  genothigt»  zu  der  Fundamentalglei- 
chung 11),  aus  welcher  u  bestimmt  wurde,  zurückzukehren.  För 
c2  —  ao  =  0  wird  diese  Gleichung: 

15)   .....   .   (a2  +  62  +  2c2)«=0. 

Wäre  nun  a2-f  62  + 2c2=0,  so  wäre  a=Ö,  6  =  0,  c  =  0,  und 
die  Gleichung  1)  nähme  die  Gestalt 

2£kr  +  2<?y+/  =  0 

an,  repräsentirte  also  eine  gerade  Linie,  ein  Fall,  den  wir 
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von  unserer  ferneren  Betrachtung  ausschliessen  werden,  und  dem* 
zufolge  anzunehmen  berechtigt  sind,  dass  die  Grosse  cr2-f-62-f2c2 
nicht  verschwindet,  so  dass  also  aus  der  Gleichung  15) 

tt  =  0,    w2-l  =  0,  n  =  l 

folgt,  weit  n  seiner  Nntur  nach  nur  positiv  genommen  werden 
kann.  Da  also  die  Charakteristik  oder  Determinante  n  —  1  ist, 
so  ist  (m.  8.  den  Aufsatz  Tbl.  XVII.  Nr.  II.)  in  diesem  Falle  die 
Linie  des  zweiten  Grades  eine  Parabel ,  was  auch '  bekanntlich 
mit  der  Bedingung  c2—  a6  =  0  im  besten  Einklänge  steht. 

Für  A*  und  /?2  liefern  in  diesem  Falle  die  Formeln 

M     au  +  6  bu  -f  a 

die  VVerthe 

A*=  —  b,  B*——a. 

Wegen  der  Gleichung  c* —  ab  =  0  oder  ab  .-=  c2  haben  a  und  b 
gleiche  Vorzeichen  und  sind  also  entweder  beide  positiv  oder 
beide  negativ.  Wären  aber  a  und  b  beide  positiv,  so  wurde  man 
die  Gleichung  1)  unter  der  Form 

— ax1  —  biß  —  2c.ri/ —Idx—ley-fzzzi) 

schreiben  können,  wo  nun  — a  und  —  6  beide  negativ  wären.  Man 
wird  also  immer  zu  der  Annahme  berechtigt  sein,  dass  in  der 
Gleichung  1)  die  Coefßcienten  a  und  b  beide  negativ,  also  — a 
und  —6  beide  positiv  sind,  so  dass  folglich  die  Gleichungen 

fär  A  und  B  stets  reelle  Werthe  liefern.  Mit  Beziehung  der  obe- 
ren und  unteren  Zeichen  auf  einander  kann  man  nun  entweder 

A  =  ±\T=~b,  B==±\T=ra 

oder 

setzen.  Ob  man  aber  das  Erste  oder  das  Zweite  thun  muss,  ist 
leicht  mittelst  der  Gleichung 

n2AB  =  c  oder  hier  AB=c 

zu  entscheiden,  indem  man  nämlich  in  Folge  dieser  Gleichung 
o  fiT6  w  b  <i  r 

A=±V=b,  B=±\rir^ 
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Gleichung  AB  =  c  in  diesem  Falle  immer  erfüllt  ist. 
Bevor  wir  zu  der  Discussion  der  Fälle 


übergehen,  wollen  wir  zuerst  die  folgenden  vier  Fragen  beant- 


Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellung : 


> 

(a-6)2  +  4c2=(a  +  6)2, 
< 

> 

a2  +  6«  -  2«6  +  4c2  =  «2  +  62  +  2af, , 

< 

> 

4(e»— o6)=0, 


< 


Jenach  dem  also  c2— «6  =  0  ist,  ist 

< 


2.   Wann  ist 

> 

(a2  +  6*  +  2c2)2  =  (a  +  6)2  { (a  -  6)2  +  4c2 }  ? 
< 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellung: 


c2  — ö6>0,   c2  —  «6<0 


worten. 


1.    Wann  ist 


> 

(a-6)2  +  4c2=(a  +  6)2? 
< 


> 

(«  —  ft)2  +  4c2  =  (a  +  o)2 
< 
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(«•  +    +  2c«)»=(a+6)»K«i  -6)»  +  4c»| ,  - 

(a»+6*)«  +  4(a»+6«)c»  +  4c4=(a»-6*)»+4(a+6)»ca 

< 

> 

=  (a*+P)*-4a*P+i(a*+b*)cH8<*bc*, 

4(c*— 2o6c»-f  a»6»)=0, 

< 

4(c»-ao)»=Q> 
< 

#  » 

> 

(c*  -  a6)»=0. 
< 

Weil  nun  bloss  (c»-«6)»>0  sein  kann,  so  ist  nie 
(a»  +  6»  +  2c»)*  <  («  +  6)«  { (a  -  6)» + 4c» } ; 
jeoachdem  aber  (c»-a6)*>0  ist,  ist 

(a»  +  6»  +  2c»)»  >  (a  +  6)«  { (a  -  6)» + 4c» }. 
3.   Wann  ist 

{ a  (a  -  b)  +  2c»}»=  a»{  (a  -  6)»+ 4c»}  ? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellung : 

> 

{ a  (a  -  6)  +  2c« }» = a»  { (a  -  6)»  +  4c» } , 

< 

> 

a»  (a  -  6)» + 4a  («  -  6)  c» + 4c* = a»  (a  -  6)»  +  4«»c» , 

> 

a(a—b)  +  c*  =  a*, 
< 
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> 
< 

Jenachdem  also  c2  — a6=0  ist,  ist 

< 

> 

{ a  (a  -  6)  +  2c«  l2  =  a2  {(a  -  6)*  +  4c« }. 

< 

4.   Wann  ist 

{6(6  -  a)  +  2c2}2  =  62{(a  -  6)*  +  4c2|? 

< 


Die  Beantwortung  dieser  Frage  liefert  die  folgende  analytische 
Darstellung : 

> 

160-«)  +  2c2|2  =  62{(fl-6)2+4c2l, 

< 

6«  (6  -     -f  46  (6  -  «i)c2  +  4c*  =  62 (6  -  a)*  +  46V» , 

< 

> 

6(6  — a)  +  c2=62, 
< 

> 

c2  —  «6  =  0. 
< 

Je  nach  dem  also  c2  —  a6  =  0  ist,  ist 

< 

> 

{ 6  (6  —  a)  +  2c«  }2  =  6*  { (a-6)2  +  4c* }. 

< 

Der  Beantwortung  dieser  vier  Fragen  fügen  wir  noch  die  Be- 
merkung bei,  dass,  weil 

.    1  V  (a-6)2  +  4c2+(a  +  b)\{  VTa-6)2+4c2-(«  +  6)} 
=  (a — 6)a  -  (a  +  6)«  +  4c*  =  4  (c2 -  ab) 
ist,  die  Grössen 

V(^6)2+4c2  +  (a  +  6)  und   V"(a~6)2  +  4c2- (a  +  6) 
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gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben,  jenachdem 

c*— aö>0  oder  c*~ a6<0 

ist.  För  c*-ab=0  wird  immer  die  eine  der  beide»  in  Rede 
stehenden  Grossen  verschwinden,  was  auch  daraus  erhellet,  weil 
in  diesem  Falle 

(«  _  A)*  -|  4c*  =  (a-  6)*  +  4r*6  =  (a  +  A)a, 

also 

V («~  6)^+4^=  +  (n  +  6) 

ist 

Es  sei  nun 

IL  c*-a6>0. 
Weil  nach  dem  Vorhergehenden  in  diesem  Falle 

(fl-^+^Xa  +  ft)» 

ist,  so  ist 

V(a-6)*-Mc~a  ±  (a  +  6)  >  0 , 
und  man  kann  also  nach  13) 

_  i  {V(a~  6)a  +  4c»  jb fa  +  6) }  V (q— 6)a  +  4c^J  4 
W-|  2(c*-ao)  I 

setzen.    Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

(aa  -I-  6*  +  2c*)*  >  (a  +  6)*|  (a-6)a+4c* }, 

also 

qa  +  6a+2c*:j:(«  +  6)V(a-6)*  +  4c:*w  n 
2(c*-«6)  >ü' 

und  folglich,  weil 

a       .  ,     f  .  «*  +  6*4- 2c* +    + 6)  V(q-6)*  + 4c* 
n  =M  +  I==1  +  2(c*-ao)  

ist, 

w*>l   oder  n>l, 

was  bekanntlich  im  Allgemeinen  der  Fall  der  Hyperbel  ist,  und 
auch  mit  der  Bedingung  c*  — a6>0  im  besten  Einklar ge  steht. 

Weil  nach  dem  Vorhergehenden 

18» 


I 
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|  a  (a  -  b)  +2c*  )*  >  a*  { (<t  -  6)«  +  4c«  |, 
{6(6-a)+2c*}*>6*t(a— 6)a+4c*| 
ist,  und  die  Grössen 

a  (a  —  b)  +  2c*  =  a*  +  c*  +  (c*  -  ab) , 
b  (6  -  a)  +  2c«  =  6«  +  c*  +  (c*  -  a6) 
offenbar  positiv  sind,  so  ist 

a  (a  -  6)  +  2c* + a  V(a-6)*  +  4c*  >  0, 
6 (6 - a)  +  2c« ± ^  V(a-b)2\  4c*  >  0 ; 

und  weil 


ist,  so  ist 


(a*  +  6*  +  2c*)*  >(a  +  6)*  { («  -  6)*  +  4c* } 
(a  +  b)  V*(a-6)*-f4c*  ±  (n*  +  6*  +  2c*)  >  0 , 

» 

wo  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Berücksichtigt  man  nun  die  Ausdrücke  von  A2  und  B2  in  14),  so 
ist  aus  dem  Vorhergehenden  klar,  dass  man  in  diesen  Ausdrücken, 
und  also  natürlich  auch  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  n,  nur  die 
oberen  Zeichen  nehmen  darf.  Daher  hat  man  im  vorliegenden 
Falle  für  n,  A2,  B2  die  folgenden  Ausdrücke: 

( 1  V^g*7g+  (fl-t-^)lV(a- b)2  +  4c*  i  h 
n=(  2<c*  —  ab)  i  ' 


» 

c»— 06  a  (a  -  6)  -f  2c*  -foV(fl-A)H  4c* 

^2=:  V  (a-6)*  +  4c*  '(«  +  6)  V& - 6)2 + 4c*  +  (o*  +  6*  +  2c*) ' 

 cg-a6  b (b  —  a)  +  2c*  +  6  V(q -6)*  +4c*  . 

Ä*  =  \/\a-b)2  f  4c*  "  (o  +  6)  V^'i  — 6)*-Mc*  +  (a*  +  6*  +2c*) ' 

* 

und  aus  der  Gleichung  n2AB  =  c  erhellet,  dass  man 

UV(q-6)*  +  4c*  +  (q  +  Q)lV\q-6)*  +  4c"*ci 
"=}  Ifc«-o6)  1  ' 

j       c*-qq  q(a~6)+2c*+a\^ (q-6)*+4c*      |  ; 

*  '  V  (o  -  6)*  +  4c*" '  (a  +  6)  V  (a  -  6)* + 4c* +(a*  +  6*+2c»)  »  ' 

_     (       c*-o6   6(6— a)4-2c*  +  6  Vr(q^03äT[."4c*  |j 

*-*  I  VT^^FM^  (a  +  Ä) V (a-6)*-j-4c^  f  (a*  +  6*+2c*)  » 


Digitized  by  Google 


u.  Charakter  ist.  ad.  Determin.  der  Linien  des  zweit»  Grades  etc.  273 

oder 

w -  )  *  V(« - *)*  +  &  ±(ß±M  \Ra^*  +  Ü*  I  i 
I  2(c»-o6)  "I  ' 

A__±  j      c»— o6         o(o— 6)  +  2c»  +  QV(fl-6)»  +  4c»  /l 
*"     I  VT«  —  6)»-Rc* '  (o  +  6)    (0—6)» + 4c*  +  (a»  +  6»+  2c»)  t 

g       j       c»— o6  6(6-_.q)+2c»  +  6^(o— 6)»  +  4c»  l| 

C  V(o— 6)»  +  4c» '  (o  +  6)  Vr(ö^6)»+4c»+  (a»+6»+2c»)  I 

setzen  rauss,  jenachdera  c  positiv  oder  negativ  ist.  Für  c  =  0 
verschwindet  immer  eine  der  Grossen  A,  />,  und  die  Gleichung 
n*AB  =  c  ist  daher  immer  erfüllt,  wie  man  auch  die  Zeichen 
nehmen  mag. 

Dass  der  Quotient  -ß  derselbe  bleibt,  man  mag  in  den  bei- 
den obigen  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  nehmen,  und  dass  also  die  beiden  durch  die  Gleichung 

Ax+By+C=Q 

charakterislrten  geraden  Linien,  welche  die  vorhergehenden  For- 
meln liefern,  einander  parallel  sind,  ist  klar. 

,    III.   c«— a6<0. 

In  diesem  Falle  kann  weder  a=0,  noch  6  =  0  sein,  weil  sonst 
c»<0  wäre,  was  ungereimt  ist;  auch  müssen  o  und  6  offenbar 
gleiche  Vorzeichen  haben,  und  es  ist  also  entweder  o>0,  6>0, 
a  +  6>0  oder  o<0,  6<0,  o+6<0. 

Weil  nach  dem  oben  Bewiesenen  in  diesem  Falle 

<o-6)*  +  4c»<(o  +  6)» 

ist,  so  ist  für  o>0.  6>0: 

V(a-6)»  +  4c*  +  («  +  6)>0, 

V(o-6)»  +  4c»-(a  +  6)<0; 

und  fiir  «<0,  6<0: 

\T{a  -  6)»  +  4c»~+  (o  +  6)<  0 , 
V(o-6)»  +  4c»-  (o  +  6)  >  0. 
Also  ist  für  o>0,  6>0: 
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ff 


  i  j  \T(a  —  6)*  +  4c*  —  (g  -f  b) }  V(« — 6)*  -I-  4c*  i  | 

-j  2(c*-a6)  »  ' 


uud  für  a<0,  6<0: 

_  |  \  V(a - 6)* + 4c»  +  (a  +  6)  I  V(«^6)» +  4c*  {  i 
H~\  2(c»-a6)  I  ' 

Ferner  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 

(u*  +  6*  +  2c*)*  >(a  +  6)*  I  (a  -  6)»  +  4c« ) , 

also 

q«  +  6*  +  2c*  jb  (n  +  6)  V" («  —  6)*  4  4c* 
2(c*-«6) 

folglich ,  weil 

W  -M  +  1  =  ,+  2(c*-n6)  ~ 

ist, 

it*  <  1  oder  n  <  1 , 

was  bekanntlich  im  Allgemeinen  der  Fall  der  Ellipse  ist,  und 
mit  der  Bedingung  c*-a6<0  im  besten  Einklänge  steht. 

Wegen  der  so  eben  gefundenen  Ausdrücke  von  n  muss  man 
nun  für  a>0,  6>0  in  den  Formeln  für  A2  und  ß*  in  14)  die 
unteren  Zeichen  nehmen,  also 

A%   c*— ab   B(fl"6)-f2ca~flV(g-^)H4ca 


V(a  —  6)*  +  4c2 '  («  +  0)  V(a  -  6)*  +  4c*  -  (a*  +  6*  f  2c*) ' 
ßt__      g2—  ab  6(6 — a)  +  2c1— 6 V(a— 6)* +4c£ 


^ (a^6)*  +  4c^  (o  +6)  V (a— 6)*  +  4c*-(a*  +6*+2c*) 

setzen;  dagegen  muss  man  für  a<0,  6<0  in  den  in  Rede 
steheuden  Formeln  die  oberen  Zeichen  nehmen,  also 


A*=        C*~~ab  «(«-*H2i*+«V(g--6P+4c» 

V(a  -  6)*  +  4c*  '  (a  +  6)  V(a  —  6)*  +  4c*  +  («* + 6*+2c») ' 

_c*-a6    _     6 (6  —  a)  +  2c* +  6  V(a~^  b j*+~4c* 
^(a~-^6)*  +Ic*  '  <«  +  &)  V (a-6)*  f  4c*+(a*+6*+2c») 

netzen. 
Wegen 
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(q»  +  6»  +  2c»)»  >  (o  *  6)»  t  (a  -  6)*  +  4c«| 


ist 


(«  +  6)  V" <«  -6)»+ 4c»  -  (a»  4  6»  +  2c»)  <  0 , 
(q  +  6)  Vfa-6)»+Tc»  +  (a»  +  6*  +  2c«)  >  0. 


Wegen 


{ a  (a — b)  +  2c«  |»  <  «a  { (o  -  6)*  +  4c» } . 
{ b  (6 — a)  +  2c* }»  <  6»  { (a  -  6)»  +  4c* } 
■t  für  a>0,  6>0: 

q(q-  6)  +  2c»-  a  V(a  - 6)»  +  4c»"  <  0, 

l(b—  a)+2c»-6  V(a-6)»  +  4c»<€; 

und  für  a<0,  6<0  ist: 

a (a — 6)  +  2c»  +  q  STfä^W+W  <  0 , 
i - a)  +  2c»  +  6  V(«-6)»  +  4c»  < 0. 


Hieraus  siebt  man,  dass  für  q>0,  6>0  die  obigen  Aus- 
drucke  von  A*  und  B2  für  diese  Grössen  negative  Werthe  liefern; 
för  o<0,  6<0  Hefern  dagegen  die  obigen  Ausdrücke  von  A* 
und  2?»  für  diese  Grössen  positive  Wertbe.  Nun  ist  aber  schon 
bei  dem  Falle  I.  gezeigt  worden,  dass  man  immer  berechtigt  ist, 
a  und  6,  die  hier,  wie  dort,  gleiche  Vorzeichen  haben,  negativ 
anzunehmen.  Daher  muss  man ,  diese  Bedingung  als  erfüllt  vor- 
ausgesetzt, im  vorliegenden  Falle  setzen: 

\\  V  (q  —  6)»  +  4c"»  +  (a  + 1>) \  V (g  - b)*  +  4c»  |  \ 


)  2(c*-qo) 
c*  -  ab  a  (a  -  b)  +  2c»  +  q  V(q  — 6)»  +  4c» 


*)a  +  4c»  <«  +  «  V(«  -  6)» + 4c»  +  (q» + 6»  +  2c») 

 c»-o6  b  (6  —  «)  +  2c»  +  6  V  (q  -  6)»  +  4c^  , 

-  V"(q^£)»~+4c* '  (q  +  6)  V* (^6j»+Tc»  +  (o» + 6»+2c») 

od  aus  der  Gleichung  n2AB=c  erhellet,  dass  man 

( |  V  (q — 6)»  +  4c* +  (a  +  6)  I  V^q  -  6)»  +  4c»  \  1 

"~\  2(c"*^6)  1  ' 
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i       c*-ab    _     g(g--6)+2c«+q\^(^67«~^4c«  lj 
*  I  V  (a - 6)«  +  4? '  (a  +  6)  V*(a~=6)«  +  4c«  +  (a«  +  6»+ 2c«) '  ' 

i      c«_ flfr  6(6— q)  +  2c»+6Vfo^6)»  +  4c«  J  1 

—  ^  >V(a— 6)*  +  4c*'(a+6)  V\a—6)«  +  4c«+(a«+6«+2c«)l 

oder 

>  j  V (a  -  6)»  +  4c~«  -f  (a  +  6) )  \T (a  -6)«  +  4c^ }  4 
n=|  2(c«-a6)  »  * 

j       c«— a6  a(o— 6)+2c«  +  aV" (fl-6)«+4c«    i  4 

=    /V"(a-6)«+4c«'(a  +  6)V'(a— 6)«+4c«+(a«+6«+2c«)t 

[       c«-a6  6(6-*ri)  +  2c«  +  6V(a-6)«+4c«    i  \ 

~T  '  V(a-6)«  +  4c« '  (a  +  6)  Vr(a- 6)»  +  4c« + (a« + 6«+ 2c«) * 

setzen  muss,  jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist.  Für  c=0 
gilt  dieselbe  Bemerkung  wie  in  II. 

Dass  der  Quotient  -g  derselbe  bleibt,  man  mag  in  den  bei- 
den obigen  Systemen  von  Formeln  die  oberen  oder  die  unteren 
Zeichen  nehmen,  und  dass  also  die  beiden  durch  die  Gleichung 


Ax  +  By+  C=0 

charakterisirten  geraden  Linien,  welche  die  vorhergehenden  For- 
meln liefern,  einander  parallel  sind,  ist  klar. 

Dass  die  Formeln  für  n,  A,  ß  in  II.  und  III.  ganz  dieselben 
sind,  wird  dem  aufmerksamen  Leser  nicht  entgehen,  wobei  jedoch 
nicht  unberücksichtigt  bleiben  darf,  dass  die  Formeln  in  dem 
Falle  III.  die  Grössen  a  und  6  als  negativ  voraussetzen,  die  For- 
meln in  II.  aber  einer  solchen  Einschränkung  gar  nicht  unterliegen. 

Leicht  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden: 

*        V(a  -  6)«  +  4c«  *  (a  +  6)  V(o  -  6)« + 4c« + (a«  +  6«  +  2c»)' 

und  aus  den  drei  Fundamental- Gleichungen  5)  folgen  auch  leicht 
die  Relationen: 


(»•-»  G4«+ß«)  =  a-f6; 


also 
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Weil  nMß  =  c  ist,  so  hat  man  auch  die  Relation: 
A*—B*  _  ^  B__a-b 

Wir  gehen  nun  zu  der  Auflösung  der  Gleichungen  6),  näm- 
lich der  Gleichungen 

«*ÄC+(^H#4)F=e, 
»*C*  -     +      (X*  +  F«)  =  / 

über. 

Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

15).  .  .  .  A  =  :35TS3r,  F=^j^r» 

sodass  also  Jf,  F  vollkommen  bestimmt  sind ,  wenn  C  bestimmt  ist. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  aber: 

> 

Y2  .  V2  _  <rf  ~n*AC)*  +  (e-n*BC)* 

und  die  dritte  der  drei  aufzulösenden  Gleichungen  liefert  uns  da- 
her zur  Bestimmung  von  C  die  folgende  Gleichung  des  zweiten 
Grades : 

nC  A*  +  B*  ='  ■ 

welche,  gehurig  reducirt,  leicht  auf  die  Form 

§ 

dA  +  eB  d»+e*  +  f(A*  +  B*) 

C  ""Z(n*^l)(^  +  ß*)C  n»(n»-l)M*  +  B*) 

gebracht  wird,  und,  auf  gewöhnliche  Weise  aufgelöst,  nach  ei 
uen  Keductionen  zu  dem  folgenden  Ausdrucke  von  C  fährt: 
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m  r_n(dA^eB)±\r(dATeB^~(n^\)\{eA^dß)Hr(AHB2f\ 
°;    V~  w(ii*-l)04H#*)  ~" 

_n(^|^)jf(rf]|.i-^)H(l-w8)K^-rffl)H/l^l^ 
-  »(»*—  })(A2+&*) 

oder: 


17)  C= 


 ^ 

^(««-1)^(1+^) 


«(*-l)d<l+5> 

Bei  der  weiteren  Discussion  dieses  Ausdrucks  müssen  wir 
nun  wieder  die  drei  Fälle,  wenn 

» 

c*-a6=0,   c*-«6>0,  c*-<i6<0 
oder,  was  Dasselbe  ist, 

n=l,   «>1,  *<1 
ist,  von  einander  unterscheiden. 

1.   ca— «6=0. 

Weil  in  diesem  Falle  n-l  ist,  so  ist  die  obige  Gleichung 
des zweiteu  Grades ,  aus  welcher  C  bestimmt  werden  imise,  folgende: 

Id-ACf+U-BCV 

und  führt,  gehörig  reducirt,  zu  der  Gleichung  des  ersten  Grades: 
2(dA + eB)  C  =  rf«-f  e»  +        +  £*) . 

woraus 


folgt;  and  zur  Bestimmung  von  Y,  F  hat  man  in  diesem  Falle 
die  folgenden  Ausdrucke: 

d  —  AC  e  —  BC 
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so  das.?  sich  also  C,  X,  Y  im  Allgemeinen  immer  in  radier  Weise 
bestimmen  lassen.  Der  Fall  dA  f  i  />  =  0,  wo  C  unendlich  wird, 
bildet  eine  Ausnahme.  Weil  es  hier  nur  meine  Absicht  ist,  im 
Allgemeinen  die  Formeln  zur  Bestimmung  der  Oirectrixen  und 
Brennpunkte  zu  entwickeln,  nicht  die  einzelnen  Falle  vollständig 
zu  discutiren,  so  genügt  es  mir,  wegen  des  Falls  d A  \  eß  =  0 
auf  die  Abhandlung  Nr.  XII.  S.  146.  in  diesem  Theile  zu  verweisen, 
wo  der  Leser  Alles  finden  wird,  was  über  diesen  Fall  zu  wissen 
tiüthig  ist. 

— - 

Bezeichnet  man  von  jetzt  an  die  absoluten  Werthe  von  A,  B 
respective  durch  A  ,  /;  ,  so  ist  bekanntlich 

A=±A',      =         oder  A  =  ±A't  B=TB', 

jenachdem  c  positiv  oder  negativ  ist  Wenn  also  c  positiv  ist, 
so  ist  nach  dem  Obigen : 

,  *  +  e*+f .r, 
C  ~±      %(dA'  +  eß')       ~±C  ' 

x_d-A>C'  e~B'C\ 
A'*  +  B'*'  A'*  +  &*' 

und  die  Gleichung  der  Directrixen  ist 

±A'x  ±B'y±C  =0, 

also 

A'x  +  B'y  +  C  =0, 

welche  Gleichung  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthält  und  daher 
nur  einer  geraden  Linie  entspricht.  Wenn  dagegen  c  negativ 
ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

V  +  ei  +  fWH?*) 
C_ *       UdA'-eB')       ~±V  ' 

d-A'C     _    t  +  B'C 
Ä—  ZH^2'    r  =  A'*  +  B'*; 

I 

*  • 

und  die  Gleichung  der  Directrixen  ist: 

tä'xTBy+C'^O, 

also 

welche  Gleichung  wieder  doppelte  Zeichen  nicht  mehr  enthält, 
und  daher  nur  einer  geraden  Linie  entspricht. 


280  G  runer  t:  Veber  die  Seetimm,  der  Directrixen,  Brennpunkte 

Die  Parabel  hat  folglich  nur  eine  Directrix  und  nur  einen 
Brennpunkt. 

II.  c*-a&>0. 
Weil  in  diesem  Falle  n>  1,  also  w* — I  positiv  ist,  so  wollen  wir 

„_n(dA  -f  eB) ±  \T(dÄ+eB)*-(n*-l)  \(eA-dB)*+f{A*+B*)*\ 


n^-l)^(l  +  ^) 


setzen.   Hier  sind  nun  die  folgenden  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Wenn 

ist,  so  ist 

c 

B 

d+eA   dA  +  eB 

und  es  giebt  also  in  diesem  Falle  eine  Directrix  und  einen 
derselben  entsprechenden  Brennpunkt.  Bezeichnen  wir  die  Ent- 
fernung des  Brennpunkts  von  der  Directrix  im  Allgemeinen  durch 
E,  so  ist  nach  den  Lebren  der  analytischen  Geometrie  im  All- 


&    =  AI  .   

Nun  ist  aber 


folglich 


v  d-n*AC  v  e-n*BC. 
X=  A*  +  B*>    F=  A*+B*  ' 


AXJLRY  dA  +  eB-n*(A*  +  B*)C 
AX+  B  r=  A*  +  B*  


und  daher 
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woraus  nach  dem  Obigen 

\dA  +  eB-        I)  {A%+B%)  Cl» 

folgt  Weil  nun  in  dem  vorliegenden  speciellen  Falle  nach  dem 
Obigen 

(n*—  1)  ( A*  +  B*)  C=  dA  +  eB 

• 

ist ,  8o  ist  in  diesem  Fallt-  £7  =  0,  und  der  Brennpunkt  liegt  also 
in  der  Directrix.  Nehmen  wir  den  Brennpunkt  als  den  Anfang 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (rn)  an,  dessen 
n-Axe  die  Directrix  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Curve  offenbar 

v     r«  +  »*=n*ra,  also  9,  =  (n2— l)jr«; 

woraus  sich 

ergiebt,  und  die  Curve  daher,  weil  n*  —  1  positiv,  also  V n% — 1 
reell  ist,  durch  zwei  im  Brennpunkte  sich  schneidende  gerade 
Linien  repräsentirt  wird. 

Wenn 

■ 

(d+e|)»_(B._l)|(e_d|)2+/i4.(l  +  ^)«|>0 

ist,  so  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Wert  he,  und  es  giebt  also 
zwei  Directrixen  und  zwei  denselben  entsprechende  Brennpunkte. 

Wenn 

ist,  so  sind  beide  Werthe  von  C  imaginSr,  und  es  giebt  also  in 
diesem  Falle  weder  eine  Directrix,  noch  einen  Brennpunkt.  Weil 
man  anderweitig  (m.  s.  den  Aufsatz  Nr. XII.  in  diesem  T heile)  weiss, 
ilass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  c*  —  ab  >  0  ist,  die  Gleichung 

.      ax* + bf + 2c.ry  +  2dx  +  2ey + /=  0 

nur  eine  Hyperbel  oder  zwei  gerade  Linien  reprasentiren  kann, 
die  Hyperbel  aber  bekanntlich  immer  zwei  Brennpunkte  und  zwei 
Directrixen  hat,  so  kann  in  dem  Falle,  wenn 


I 
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Veber  die  £  est  im  m.  der  Wrertrfxen, 

B  B  B1 

(d  +  •         (»»-1) | l0-d%p+f*(l  -f  ^)al<0 

ist,  die  Gleichung 

«x*  +  tya  +  2*ry  +  2<iar  +  '2ey  +  /  =  0 

nur  zwei  gerade  Linien  repräsenttren,  was  wir  jetzt  der  Köne 
wegen  nicht  weiter  analytisch  untersuchen  wollen. 

III.   c*— ab<0. 

Weil  in  diesem  Falle  w<l,  also  1  —  n2  positiv  ist,  so  wol- 
len wir  # 

r_n{dA  +  eB)±  V'(dÄ+e~Bp+(l-n*)  j (eA—dB)  +f{A*+B*)*\ 
oder 

n  (rf  +  e  *)  +  +  *  f  )H  0  -  **)  I  («-<*  f  )a +  §I)2I 

C=  — —  B*~~   "  — 

n(n*- 1)^(1  +  ^) 

setzen,  und  nun  wieder  die  drei  folgenden  Fälle  unterscheiden. 
Wenn 

(rf + e  j)*  t  (1  -  «»)  I  (e  -  rf  ^  +  /Vi« (I  +       I  =  0 

< 

ist,  so  ist 

d  +  eA  dA  +  eB 


und  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorhergehenden  Falle  erhält 
man,  ähnliche  Bedeutungen  wie  dort  auch  hier  den  Zeichen  E 
und  jr,  i)  beilegend,  E  =  Q  und 

t*+t)*—n*r*,  also  n*  =  (w»_  l),*; 

woraus  sich 

cL  h.,  weil  na-l  negativ,  also  V^-l  imaginär  ist,  eine 
gin&re  Curve  ergiebt;  nur  für  jr^O,  n=0,  d.  b.  für  den  Punkt 
(JTF)  sind  die  vorstehenden  Gleichungen  zulässig. 
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Wenn 

ist,  so  hat  C  zwei  ungleiche  reelle  Werthe,  und  es  giebt  also 
zwei  Directrixen  und  zwei  Brennpunkte. 

Wenn 

ist,  so  sind  beide  Werthe  von  C,  und  also  auch  die  Werthe  von 
X,  Y  imaginär. 

Anderweitig  (ra.  s.  den  Aufsatz  Nr.  XII.  in  diesem  Theile)  weiss 
man,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  c*—ab  <0  ist,  die 
Gleichung 

aar«  +  6y2  Y  Zcxy  +  Idx  +  2ey  +  f=  0 

nur  einen  Punkt  oder  eine  Ellipse  darstellt,  oder  imaginär  ist. 

Wie  aus  n  und  E  die  Axen,  der  Parameter,  die  Excentrici- 
tät  leicht  berechnet  werden  können,  habe  ich  schon  in  dem  Auf- 
sätze ThI.XVII.Nr.il.  ausfuhrlich  gezeigt,  und  erlaube  mir  da- 
her in  dieser  Beziehung  hier  der  Kürze  wegen  auf  jenen  Aufsatz 
tu  verweisen. 
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XXIII. 

De  tabulis  Trigonometricis. 

(E  nonspectu  actorom  Reg.  Acad.  Scient.  Holrnienaia.) 

Auetore 

Dre  Chris  tiano  Fr.  Lindman, 
Leetore  Strengt). 


Inter  omnes  constat,  numeros,  quos  tabulae  cujus  vis  generis, 
ut  tabulae  trigonometricae,  suppeditant,  non  esse  nisi  quam  proxime 
veros,  id  quod  saepissime  quoque  dici  potest  de  praeeeptis,  quae 
in  bis  tabulis  utendis  tenenda  sunt.  Numeri  e  tabulis  surati  ob 
utramque  caussam  mendis  magis  minusve  laborant,  unde  alia 
deineeps  menda  oriuntur,  quorum  Ii  mit  es  cogniti  esse  ilebent,  ut 
sciamus,  quatenus  fides  babenda  sit  numeris  tabularum  ope  inven- 
tis.  III»*  Gauss  in  libro  suo  „Theoria  motus  corporum  coe- 
lestium"  inscripto  mentionem  de  magna  illa  re  fecit  doenitque, 
quomodo  limites  errorura  in  calculos  vocandi  essent*).  Ingratum 
fortasse  non  erit,  si  in  unum  locum  congessero  eas  forroulas, 
quae  ad  funetiones  goniometricas  spectant.  Ratio  non  habetur 
nisi  inevitabilis  tabularum  erroris  (=w),  qui  ob  modum  nunc  usi- 
tatum  fractiones  decimales,  ut  dicunt,  corrigendi  **)  dimidiam  uni- 
tatem  decimalis  ultimae  ezeedere  nequit  Itaque 


*)  Cel«»  Y  6.  a  Schulten  in  tabulis  ab  ae  editia  (Helaingforaiae 
1838)  aliquot  formulaa  hojna  generia  auiaque  tabulia  aptataa  protnlit. 
Mirum  profecto  eat,  nihil  prorsus,  quod  equidem  sciara,  in  ulla  alia 
tabula  occurrere,  unde  cognoacere  licet,  quam  prope  ad  veri tatem  acce- 
dant  numeri  tabularum  ope  aeeepti. 

**)  Tantua  error  evitari  non  potest,  quando  in  tabulia  v.  c.  aepteni 
decimalinm  deeimalia  octava  negligitur,  ai  eat  minor  quam  quinqne,  aed 
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1°.   dato  arcu  <p 
a)  accurate, 

summus  error,  qui  inesse  potest  in  logSina?,  logCosp,  logtgqj, 
log  Cot  <p,  est  =  a>; 

ß)  proxime  (error  arcus  in  partibus  radii  =d<p), 

summus  est  error  ipsius  In«  Sin?  =  m( Cot  tpdy  \  w , 

„         m     „        »      logCosg>  =  — mtgqprfqp— w, 

2mdtp 

„     „        „     logtg?  =sin^+w; 

2widq> 

M     „        „  !ogCot<p=-gr^-a,, 
(w=  modulo  logarithmorum  vulgarium); 
II*0,  dato  logarithmo  funetionis  cujusdam  goniometricae 
o)  accurate, 

«uramus  error  arcus  in  minutis  secundis  est =^^p  e  log Sin^, 

co  Cot  cp 

»         "     m      »     »'  »»       »  ='■;7iS^nPelog^089,' 

co  Sin  297 

m  m     >.  „      „  -mSinl"  e  ,°8t«9. 

wSin2op 

•  • 

ß)  proxime, 

* 

summus  error  arcus  est  resp.  ut  in  a),  dummodo  in  nume- 
ratoribus  w  +  co'  pro  w  ponatur,  si  est  »'  =  errori  logarithmi. 

Ex  bis  formulis  liquet,  mendum  arcus  logarithmo  Sinus  dati, 
quando  arcus  a  quadrante  parum  discrepat,  quantumlibet  fieri  posse. 
Ita  quoque  res  se  habet,  si  arcus  prope  zero  logarithmo  Cosiuus 
datur,  id  quod  praeterea,  tabulis  modo  cursim  transitis,  elucet. 

•eptiroa  deciraalis  unitate  augetur,  si  octava  est  aequalis  quinque  vel 
major.  Sin  intern  signo  quodam  denotaretur,  deeimalea  neglectas  intra 
limites  0,25  et  0,75  contineri;  et  octava  negligeretur,  si  minor  esset 
quam  0,25,  septiraa  vero  unitate  augeretur,  si  octava  est  major  quam 
0,75,  patet,  errorein  dimidio  minorem  fieri,  quam  nunc  est  0>< -riuiali« 
septima  hic  unitas  habetur.)  Diversis  notis  utendis  error  tahularum 
etiam  magis  minui  potest,  dummodo  idoneae  notae  reperiri  possint. 
Thsil  XXV.  19 
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Interdum  igitur  accidit,  ut  rationes  et  formulae,  alias  aptissimae, 
prorsus  sint  relinquendae  et  aliae  quaerendae.  Ita  est,  si  ex.  c. 
hypotenusa  trianguli  sphaerici  rectanguli,  angulis  datis  quaeritur. 
Enimvero  si  hypotenusa  designatur  per  a  angulique  adjacentes  per 
ff  et  C,  habemus 

Cos  a  =  Cot  ff  Cot  C, 

ubi  fieri  polest,  ut  log  Cosa  ad  decem  multura  appropinquet. 
Formula  tum  transforraanda  est.    Facile  invenitur 

1  -  Cosa  _  I  —  Cot  ff  Cot  C 
1  +  Cosa  "  1  +  Cot ff Cot  C 

vel  ope  formularum  notissimarura 

lgiß-  Cos  (ff  -cy 

unde  arcus  a  accurate  inveniri  potest.  Aliae  aliis  locis  *)  viae 
monstrantur,  quae  fere  omnes  in  aiia  functione  goniometrica,  trans- 
formationrbus  factis,  reperienda  continentur.  Formula  praeterea 
inventa  usum  logarithmorum  statim  patiatur,  oportet.  Quod  quum 
non  Semper  eveniat,  angulos  auxiliares  interdum  introducere  ne- 
cesse  est.  Haec  res  diligentissime  disjungi  debet  ab  illa,  in  qua 
arcus  tarn  accurate  invenitur,  quam  babitus  tabulae  permittit. 
Longe  aliter  res  se  habet,  quum  angulo  auxiliari  utimur.  Dato 
enim  logarithmo  Sinus  vel  Cosinus  ad  decem  appropinquante, 
functio  data  ex.  c.  Cos cp  ponatur  =tga:,  ut  suadent  Cel*  Frao- 
coeur  **)  et  Grunert***).  Ex  aequatione  tgo?=:Co8<p  arcus  x 
invenitur.    Deinde  habebimus 

1  —  Cos  qp      1  —  tgx 
l  +  Cosy—  l  +  tga:' 

unde  redundat  aequatio 

tgi9  =  ±^tg(460-^>  (1) 

Jam  videamus,  ad  qualem  exitum  baec  via  ducat,  atque  ponaraus 
logtgar(=logCosqo)  mendo  vacuum.  Ita  maxi m um  arcus  x  nien- 
,  ...      (öSin2a?  , 

dum  evadit  =2wSinl'r>         quoque,  signo  tantum  rautato,  arcum 


•)  Vid.  ex.  c.  Cagnuli,  Traitf  deTrigon.  Paris  1786,  pag.  109,  260; 
Fraacoenr,  Cour«  de  Math.  pure«.   Brnxelles  1838.  Tom.  II.  pag.  252 
•*)  L.  c.  p.  253. 

***)  Archiv  der  Mathematik  und  Phytik.    Tom.  L  pag.  73. 
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45°—  x  afficit  et  in  logtg(45° — x)  gen  erat  errorem  =. —  wtg2jr  —  o». 
Qaoniam  vero  arcus  xt  quando  qp  ad  zero  propius  accedit,  paullo 
tantum  minor  est  quam  45°,  tg2x  admodum  magna  est,  unde  igi- 
tor  error  ingens  resultare  possit.  Error  quidem  dimidio  mi- 
nor fit,  quia  logarithmus  propter  extractionem  radicis  quadratae 
per  2  dividitur,  sed  postea  per  2  multiplicandum  est,  ut  q>  inve- 
.  cotei2x4- 3co  ^.  -  . 
matur,  cujus  lgitur  maximus  error  est  =  2m Sin l"1"9*'  ^Ul 

quoniaro  error,  etiamsi  log  Cos  qp  nullo  mendo  laborare  positus  est, 
wilde  roagnus  esse  potest,  ratio,  de  qua  nunc  agitur,  non  est 
ejusmodi,  ut  nihil  amplius  desiderandum  sit,  quamquam  errores 
interdum  admodum  parvi  evadunt.  In  eo  casu  speciali,  quum  lo- 
garithmus datus  mendo  vacat,  faciliime  invenitur  formula,  quae 
an  um  accuratissirae  suppeditat.    Eniravero  posito 

logCos<jp  =  10— a  («=  fractioni  admodum  parvae), 

evadit 

Cos<p  =  r.lO-«  (r=  radio  tabularum), 

unde 

Sin  <p  =  rVl  — 10-*«,    log  Sin  tp  =  10  +  i  log  (1  —  10-*«). 
Jara  formula  notissima  suppeditat  * 

10-2«      1  ^(2«)» 

l0-2«  Ä  1  +   +  etc.  , 

■hl  est  k  =  1 10  =  2,3025851  (log  /• = 0,3622157).   Ita  fit 
logSio  <p  =  10  +  ^log(2*a  -  2k*a*  +  - +  etc.) 

=  10  +  l  log2Är«  +  |.log(l-.Ara+^aa»~ gPa»+etc). 

Quia  est  « --  fractioni  admodum  parvae,  posterior  logarithmus 
secundum  formulam 

log  (1  -f )  m  -  \  (y  +  ^  +  5  +  etc.) 

in  seriem  convergentem  evolvere  licet,  si  ponitur 

2  1 
y  =z  ku  -  g  k2a2  +  jj  k*a* — etc. 

eaeqao  ipsius  «  dignitates  iotroducuntur,  quae  ad  ultimam  deci- 
malem  mutandam  valeant.  Ratione  dignitatis  tertiae  habita,  invenitur 

19* 
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logSin9=10  +  ^log2Äc<--t2a  +  ^Ä'aa   •    •   •  (2) 

quae  formula,  si  log  Cos  <p  mendo  vacuus  est,  arcura  <p  non  modo 
accurate  suppeditat,  sed  etiam  accuratius  quam  interpolatio  vulga- 
ris, quum  tabulae  Septem  habent  decimales,  quamquam  arcus 
viginti  gradus  superat. 

Sin  autem  log  Cos  q>  mendo  quodam  laborat  —  id  quod  sae- 
pissime  usu  venit  —  haec  quoque  formula  in  errorem  valde  mag- 
num  inducit.    Posito  enim  da  ==  mendo  ipsius  a,  invenitur  error 

ipsius  y  =  g  SinP^^"'  U^'1  tamen  tenn,l,um  &a  "in  »umeratore 
occurrentem  sine  errore  notando  negligere  licet.    Priore  ratione 

(co  +  da)  ty9ar  -f  3a> 
utenda  error  maximus  evadit  =  EgfoF  Ä,n<P>  udi  ter- 

minus  3co  sine  discrimine  omitti  potest  et  cd  ac  da  eodem  signo 
sumi  debent.    Itaque  maximus  error  arcus  <p  evadit 

(od +  f/a)tg  2g  Siny 
secundum  formulam  (1)  =  2mS\nV'  ' 

tgcpda 


W  -2aS\n\"' 


Ut  quodammodo  dijudicari  possit,  quam  rationem  hi  errores  inter 
se  habeant,  considerandum  est,  esse  tg2a;=  sin2y  et  satls  Pro" 
xime  a=-¥-,  ubi  est  q>=  arcui  in  partibus  radii.    His  introdu- 


ctis,  quum  ponimus  Cos<p=l  animumque  advertimus  ad  aequatio- 
nem  |-=  m,  invenimus 

od  -f-  dx 

valorem  absolutum  erroris  prioris  =  ms-ipysinl7/ » 

da 

„  posterior is  =  mSing)  Smf* ' 
(si  in  formala  posterior«  Sin  *tp  pro  sobstituitur) 

unde  efficitur,  formulam  (2)  formulae  (1)  anteferendam  esse,  ut- 
pote  quae  arcum  quaesitum  paullo  saltem  accuratius  suppeditet. 

Aeque  fere  proxime  ad  veritatem  accedet,  si  quis  e  tabulis, 
quas  Gel1»*  Zech  ad  logarithmos  summarum  differentiarumque  in- 
veniendos  edidit,  log  Sin  \g>  quaesiverit,  quae  via  sine  dubio  fa- 
cillima  est. 
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Nihilominus  tarnen  saepius  accidit,  ut  arcus  hac  vel  illa  ratiooe 
inventi  tantis  siot  mendis  affecti,  ut  prorsus  inutiles  fiant.  Etiamsi 
errores  in  tabulis  septem  decimaliuni  utendis  interdum  pauca  tan- 
tum  minuta  secunda  efOciant,  nimis  tarnen  magni  censendi  sunt 
ut  errores  calculi.  Praeterea  obliviscendum  non  est,  veram  er- 
roris  magnitudinem  e  rationibus  propositis  percipi  non  posse, 
quamquam  formulae  nuper  allatae  maxi m um  eorum  indicant.  Quae 
quum  ita  sint  neque  nova  facile  ratio  rei,  de  qua  agitur,  expli- 
candae  reperiri  posse  videatur,  niliil  aliud  superest,  quam  tabulis 
plurium  decimalium  uti,  quando  arcus  ex  logarithroo  Sinus  vel 
Cosinus  ad  decem  propius  accedente  inveniendus  est.  Exemplum, 
quod  jam  allaturus  sum,  demonstrabit,  errores  alias  oriri  posse 
admodum  magnos,  nimirum  pro  magnitudine  error  um,  qui  ab  usu 
tabularum  generaliter  proficiscantur.  Datis  enim  duobus  trianguli 
plani  lateribus  anguloque  opposito,  ita  ut  sit  latus  a=200,  angu- 
lus  oppositus  ^=20°  37'  50"  et  latus  6  =  567,63,  angulum  B  in- 

ö  Sin  v4 

veniernus  ex  aequatione  SinB  =  — - — .  Tabulae  decem  decima- 
lium dant 

log&=2,7540653404 
log  Sin  4=9,5469629291 
2,3010282695 

log  a=2,3010299957 
log  Sin  ß=9,9999982738, 

quaroobrem  est  Z?=89°  50'  18",45  vel  supplemento  hujus  anguli 
et  error  maxi  ums  =0",03.  Si  tabulis  Septem  decimalium  uti  «nur, 
prodit  log  Sin  B=  9,9999982.   Inde  invenitur 

ope  formulae  (1)  B=89°50'  4",37  vel  suppl. 

(2)  Ä  =  89  50  6,14    „  „ 
ope  tabularum  Cel1'  Zech  Zf=89  50  6,13    „  „ 

'  Errores  igitur  veri  efficiunt  resp.  14",Ö8,  J2",31 ,  12,,,32,  qui 
jores  sunt,  quam  qui  tolerari  umquam  possint. 
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XXIV. 

De  aequationibus   numericis  tertii  gradus  solvendis. 

•  - 

(E  contpectu  actorum  Keg.  Acad.  Scient.  Ilolmiensia.) 

Auetore 

D"  Christiano  Fr.  Lindman, 
Lectore  Strengt!. 


Modum  aequationes  algebraicas  solvendi  si  quis  recensuerit, 
reperiet,  aequationes  alias  aliter  solvi  et  rationem  eas  solvendi  in 
eo  praecipue  contineri,  quod  alia  aequatio  gradus  proxime  inferio- 
ris  quaeritur,  a  cujus  indicibus  radices  aequationis  datae  pendeant. 
Numericas  autem  aequationes  solvendi  caussa  quaesitae  sunt  ratio- 
nes,  quae  ad  aequationes  oranium  graduum  pertinerent  Quam- 
quam  dubitari  non  potest,  quin  optima  sit  haec  via,  si  artem  tan- 
tum  scientiamque  respexeris,  patet  tarnen,  praecepta  inde  proticisci 
posse,  quae  ad  aequationes  certi  cujusdam  gradus  solvendas  sint 
inutilia  et  supervacanea  vel  saltem  aliis  iisque  commodioribus  com- 
pensari  possint.  In  ipso  igitur  usu  et  ratiocinando  nulla  spernenda 
«ist  via,  qua  progredientes  ad  optatum  exitum  facile  atque  com- 
mode  pervenire  possimus.  Praecipuis  prius  rationibus,  quae  ad 
aequationes  numericas  tertii  gradus  solvendas  adhiberi  possint, 
quam  potero  brevissime  percursis,  demonstrare  conabor,  hanc  sen* 
tentiam  tanti  aestimatam  no*h  fuisse,  quanti  meo  judicio  oporteret. 
Postea  aliquid  hac  de  re  in  medium  proferre  mihi  liceat. 

Vetustissima  est  ratio,  quam  ab  Cardano  appellare  solent. 
Illa  nimirum  in  aequationibus  quoque  numericis  adhiberi  potest, 
excepto  casu,  quem  vocant,  irreducibili,  sed  extractionem  unius 
radicis  quadratae  et  duarum  radicum  cubicarum  desiderat.  Quae 
quidem  res  non  multum  molestiae  videtur  afferre;  quod  si  consi- 
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deraveris,  radicem  quadratam  triplo  plurium  decimaliuni  esse  de- 
bere  quam  valorem  quantitatis  incognitae,  magna  fit  rei  coromu- 
tatio.    Itaque  ratio  Cardani  non  satis  est  idonea  ad  quantitatem 
incognitam  inveniendam,  si  magnus  decimalium  numerus  requiritur. 
Alia  quaevis  ratio  aequationes  algebraicas  tertü  gradus  solvendi 
ad  formulas  formulae  Cardani  similes  ducit  itaque  fere  se  habet, 
ut  Cardani,  quum  in  aequationibus  numericis  adhibetur.  Seriebus 
commode  uti  possumus,  si  ad  limitem  certum  quendam  celeriter 
appropinquant;  sin  minus,  usus  earum  molestissimus  evadit.  Hinc 
sequitur,  ut  alia  ratio  opus  sit.    Complures  jam  sunt  cogoitae, 
quarura  ope  ad  veros  radicum  valores  magis  minusve  appropinquare 
liceat.    Omnium  commodissima  est,  quae  formulis  goniometricis 
utitur,  sed  generatim  sex  tantiim  notas  veras  suppeditat,  quum 
logarithmi  septem  decimalium  adbibentur.    Huc  accedit,  quod  for- 
mulae quoque  goniometricae  interdum  radices  omnino  dare  nequeunt. 
Reliquarum  rationum  duo  sunt  genera,  quorum  nimm  ad  aequatio- 
nes numericas  cujusvis  gradus  pertinet,    Herum  ad  singularia  ge- 
nera aequationum  spectat.  Rationes  illius  generis  omnino  sunt  tres, 
una  Newtoni,  altera  Lagrangii,  tertia  Fourierii.   Quia  ad 
aequationes  numericas  cujusvis  gradus  destinatae  sunt,  nihil  habet 
admirationis,  quod  longam  et  operosam  ratiocinationem  requirunt. 
Ratio  Fourierii  praecipue  elegans  est,  quippe  quae  Semper  adhi- 
beri  possit  et  radices  quamvis  accurate  suppeditet.   Nihil  aliud 
contra  eam  dici  videtur  posse,  nisi  quod  majorem  desiderat  labo- 
rem,  quam  qui  aequationibus  tertü  gradus  opus  esse  videatur. 
Methodo  Newtoni  utenda  radices  interdum  reperiri  non  possunt; 
methodus  vero  Lagrangii  desiderat  cognitos  esse  Ii  mit  es,  intra 
quos  una  tantum  radix  cadat.    Hujnsmodi  sane  ümites  inveniri 
possunt,   investigatio  tarnen   eorum  novam  quandam  molestiam 
Semper  affert. 

Hu  jus  generis  est  ratio  Gaussii  indirecta  aequationes  omnes 
trinomiales  solvendi  et  ratio  Rutherfordii  solvendi  aequationes 
tertü  quartique  gradus.  Iii  illa  utiniur  tabulis  logarithmicls,  quam- 
obrem  sex  tantum  notae  accuratae  inveniuntur,  si  tabulae  sunt 
septem  decimalium.  Ratio  Rutherfordii  saue  egregia  est,  sed, 
velut  rationes  illius  generis,  multas  requirit  substitutiones  et  qua- 
drata  grandium  numerorum  et  extractionem  radicum ,  quibus  rebus 
praestantia  hujus  rationis  aliquantum  minuitur. 

Ex  hac  etiam  veloci  percursione  rationum  elucet,  sua  quam- 
que  habere  commoda,  etiamsi  interdum  aliquid  amplius  desideran- 
dum  sit.  Quum  sex  tantum  notis  accuratis  opus  est,  ratio  gonio- 
metrica  est  commodissima,  si  modo  adhiberi  possit,  de  qua  re 
posthac  dicendum  est.    Si  multae  notae  accuratae  desiderantur, 
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ratio  Fourier  iana  uteri  da  est.  Decem  tarnen  decimales  saepis- 
sime  sufficere  videntur,  quamobrem  in  animo  mihi  nunc  est  ratio- 
nem  quandam  proponere,  qua  hic  numerus  decimalium  reperiatur. 
Novem  quidem  notae  accuratae  iriveniri  possunt  ratione  goniome- 
trica  et  tabuiis  logarithmicis  decem  decimalium.  Quoniam  vero 
hujusmodi  tabulae  non  semper  praesro  sunt,  sed  usus  logarithmo- 
rum  ad  motestiam  ratiocinationis  levandara  tantopere  conducit, 
operae  pretium  esse  mihi  visum  est  tentare,  numne  propositum  ope 
tabularum  Septem  decimalium  assequi  possem.  Vix,  credo,  opus 
est  dicere,  hic  non  agi  nisi  de  radicibus  irrationalibus  et  imaginariis. 

In  aequatione  data  terminum  secundum  vel  abesse  vel  subla- 
tum  esse  pono«    Praeterea  in  aequatione  sie  aeeepta  coeflßeientem 

ipsius  ar3=rl  et  valorem  absolutum  ceterarum  coeflicientium 
fingo,  ita  u t  aequatio  bujus  sit  formae 

signis  quomodocunque  inter  se  junetis.  Qualibet  ratione  utimur, 
valores  primurn  ad  veritatem  paullum  accedentes  opus  sunt.  Hujus- 
modi valores  goniometrica  ratione  commortissime  inveniri  videntur, 
tabuiis  quattuor  vel  quinque  decimalium  adhibitis.  Formulae  tum 
necessariae  hae  sunt: 

(1)  X*+px±q  =  0,    tgy  =  ^.2  \T\£>  tgt^rrVt^, 

^»tsV^coi^,  ^=-*±*Lit  .3=_^T5g.t, 

(2)  x>-px±q=0,  £>g£,  Sin ^=^.2 W>  tg^=Vl£T^,  | 
*'=Tl8*'  *.=-f±VpCotty.*,   *s  =  -f*VpCot2TM; 

(3)  x>-px±q  =  0,  f  =  g,  cosa^-!^, 

:r.=*2VfrCosg>,  x%=±1\rTpCos(^^y  xs=±2\T^CosQ^ 

Postquam  ita  inventus  est  valor  (=k)  nonnihil  a  vero  discrepans, 
cujus  mendum  (<0,01)  littera  y  designetur,  substituatur  k+y 
pro  x  in  aequatione  formae  primae,  unde  prodit  aequatio 
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y*  +  3fy*  +  (3**  +  p)y  +  k*+pk±g  =  il 

Valore  absoluta  i|»6ius  kszn  posito,  si  est  xS  I,  evadit  3A2>  3* 
et  a  fortiori  3£2+7?>3x.  Exsistente  x  =  l,  fit  3x  =  l  et  3A:*  +  p 
=  i  +  Quia  unitas  est  minimus  valor  coefficientis  p,  evadit 
3A2-f-/>>  3x,  quod  quoque  usu  venit,  si  est  x  <  Hinc  efticitur, 
quantitatem  3/;2 -f- />  seniper  esse  majorem  quam  valorem  absolu- 
tum  ipsius  3/r.    Itaque  si  ponimus 

+  3A- 
3A2  +  p       3ft»  +  P*  3A2+/> 

et  memoria  tenemus,    factorem   y1   esse  <  0,0001,  terminum 
jfc8  +  »A  +  q 

—  — oio  . —  >  i»  fractionem  decimalem  reductum  et  undecim  vel 
6kl\p 

duodecim  decimalibus  praeditum,  sumere  possumus  primum  ipsius 
y  valorem  proxime  verun^,  qui  pro  yz,  y3  substitutus  valorem  ac- 
curatiorem  suppeditabit,  qui  posteasubstituitur.  Substitut io  iteranda 
est,  donec  duo  valores  insequentes  fiant  aequales  vel  non  inaequa- 
les  nisi  decimalibus  ultimis,  id  quod  post  tres  quattuorve  Substi- 
tution es  evenit,  quoniam  y<0,01  assumsimus.    Ante  has  substi- 

3A  1 

tutiones  quaerendi  sunt  logarithmi  quantitatum       ^  —  *  ^2  > 

qui  per  totam  ratiocinationem  usurpantur.  De  binis  radicibus 
imaginariis  posthac  agetur.  «• 

Si  est  aequatio  data  formae  secundae,  eodem  modo  progredi 
licet,  dummodo  sit  3A*2 — p  major  valore  absoluto  ipsius  3/-.  Facile 
dijudicatur,  rem  semper  ita  se  habere.    Radix  eoim  realis  est 


1  ~yj~i=b  posito,  evadit 

9    *  _ 

*»-f={(J-6)ä+(l+6)»lYf  +  !±%l(l-6))+(l+6)MV"f +**• 

Quantitas  A-2 — ^  major  esse  debet  valore  absoluto  ipsius  kt  id 
est,  si  y*  negligitur, 
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t  (1- 6)« + (1  +  6)»  I V  f  + 1 -'iy  |  (1  -  6)1  +  (1  +  y| 

■  _ 

>{(i~6)i  +  d+6)MVr|+y. 

Posito  y  =  0,01,  oportet  esse 

»   »  

1(1  -  6)1  +  (1  +  «I )  Y  £  + 1  >  1,02  { (1  -  6)1  +  (1  -f  b)> }  y, |+0,()l . 

Quod  quia  usu  venit,  quum  p  et  q  minimum  quaeque  valorem 
habent,  id  est,  unitati  sunt  aequales,  et  facile  probatur  ita  quoque 
esse  pro  aliis  quantitatum  p  et  q  valoribus,  sequitur,  ut  in  quali- 
bet  aequatione  gencris  secundi  eadera  ratione  atque  in  aequatio- 
uibus  generis  primi  uti  liceat. 

Jam  in  genus  tertium  transearnus.  Posito  primum  ^  =  [n,  patet 

—  fA      4i  3 

esse  Xi=^2V\pt  x2=xz  =  ±\ \p.   Qood  si  est  4  <27»  »nci- 

dit  casus,  quem  vocant,  irreducibilis ,  ubi  cunctae  radices  sunt 
reales  et  inaequales  et  binae  eodem  signo  praeditae.  Ratio  gonio- 
metrica  omnino  suppeditat  valorem  uniuscujusque  radicis  proxiroe 
verum,  qui  ita  ut  antea  tractari  potest,  siquidem  valor  absolut  us 

coeflicientis  ^a        minor  est  unitate  vel  unitatem  paullulum  tan- 

tum  superat.   Ut  hoc  dijudicetur,  ponatur  =«  ea  radix,  quae  est 
-signo  ceteris  opposita,  et  summa  barum  dimidia  =«  et  differentia 
dimidia  «ä.   Ita  invenitur  aequatio 

(x — — a— 6)(x — a  +  S)=0t 

quae,  cum  data  comparata,  dat  aequationes 

a+2a=0,   2aa+a4  —  <5»  =  —  p,  a(a*~ö*)=?q.  (v) 

Ex  aequationibus  prima  et  secunda  invenitur 

=      + d*.  (v') 

Jam  si  a  substituitur  pro  k,  evadit,  ratione  signi  non  habita, 

U  3a_ 

W-p  —  Sa*-p  * 

Quum  vero  per  hypothesin  sit  ^  >  ^  et  unitas  minimus  quan- 
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titatis  q  valor,  patet  esse  ps>  -j  vel  p>lV^2.    Quoniam  prae- 

terea  est  «2  >  8*  vel  Ja*><5*,  ex  aequatione  (v')  sequitur,  ut  sit 

3         3«  3 
aa>  p  atque  ideo  ^  >  .j^-^.—.    At  vero  qiiura  qiiantitas  sem- 

3A 

per  minor  sit  numero  1,091,  idem  a  fortiori  in  ffipZTj,  va'et 
Itidem  si  substituitur  a-ö  vel  «  f  d,  prout  est  a>0  vel  «<0, 

^  JJ/ft  fix 

valor  absolutus  quantitatis  ffjg^T   e^adit  respective  ^tög  J) 

3(a  +  d)  , 
vel  2^(3« -|-  J)'  <lu'a  est  p  =  3aa  +  d*.    Quoniam  factor,  quo  quan- 
titas       multiplicata  est,  Semper  est  minor  quam  i,  sufficit,  si  est 

vel  saltem  unitatem  paullum  excedit.    Tertiam  radicem 
separatim  quaerere  opus  rion  est,  quia  summa  radicum  est  =0. 

vSin  autem  est  0,5  >d>  0,05,  convenientissimum  videtur  radi- 
ces  ejusmodi  numero  integro  »  ruultiplicare,   ut  nova  quantitas  d 

li  it  >0,5.  Patet  in  promptuque  est  hoc  fieri,  si  *  pro  x  in  ae- 
quatione substituitur.  Talis  multiplicatio  etiam  alias  inventionem 
radicum  accelerare  potest,  quoniam  hoc  pacto  quantitas  y  parva 
fit,  ut  multiplicatio  per  2,  si  decimalis  tertia  ipsius  /■  est  =5. 

Sit  denique  d<0,05.  Haec  res  valore  valde  magno  loga- 
rithmi  quantitatis  Cos3<jd  indicatur,  qui  interdum  tarn  prope  acce- 
dit  ad  10,  ut  arcus  q>  vix  et  ne  vix  quidem  determinari  possit*). 
Tum  multiplicatio  nuper  coramemorata  incoramoda  evadit,  quia 
magni  numeri  iude  oriuntur.  Quoniam  ratio  goniometrica  nunc 
ob  caussaro  allatam  valores  proxime  veros  non  suppeditat,  aliler 
procedendum  est.    Ex  aequatione  (v')  invenitur 

«=T2V.(|>-d»)f 

ubi  ordo  signorum  aequatione  tertia  aequationum  (v)  dijudicatur. 
Quia  ö  per  hypothesin  est  quantitas  admodum  parva,  ponere  licet 

k  =  zf-%\flp.  Jam  vero  si  substituitur  k+y  pro  x  in  aequatione 
data,  quantitas  y  ut  autea  potest  determinari.  Aequatio  deinde 
prima  (v)  dabit  a=  —  \a.  Jam  nihil  restat  nisi  quantitatem  5  de- 
terminare  **).  Quod  ut  fiat,  commodissimum  videtur  quantitates  a  et 
u  ex  acquationihus  (v)  eliminare,  quo  facto  prodit  aequatio 


*)  Cfr.  DUsert.  de  tahnli«  Trigonometricia  pa^.  2H4. 
**)  Rutberford  quantitatem  9  semper  (id  est,  etiamai  &  nun  «it 


vel 


Linäman: 

4(p-a*)(p-4<5»)*  =  270* 


4»»-— 27«a 


qua©  aequatio  hanc  sibi  formam  ioduere  potest: 

d*  (3p  -  4S2)*  =  4^3~27^! , 


iorenitur 

a  V 4pa— 27ga 

4  1 

Quoniam  x-S*  est  unitate  minor,  fractio   \ —  in  Seriem  con- 

vergentem  evolvi  potest.    Ita  fit 

Molesturn  quidem  est  quaerere  p*  et  q2  et  radicem  quadrjtam 


decimalibus  praeditam  extrahere;  sed  p*  et  ya  Semper 
quaerendae  sunt,  quando  p  signum  —  habet,  ut  innotescat,  num 
casus  irreducibilis  incidat,  nisi  quis  hanc  rem  formulis  goniome- 
tricis  decernere  voluerit.  Melius  praeterea  est,  quam  quantitatem 
a  ad  quadratuni  elevare,  quia  p%  et  q2  e  tabula  dignitatum  sumere 
licet,  nisi  p  et  q  sunt  numeri  valde  magni.  Ad  verum  autem  Va- 
loren» quantitatis  d   celeriter  acccditur.    Vix  opus  est  monere, 

V 4w3— 27ö*  4 
logaritbmos  quantitatum  constantium   — 2->    ^  ante  ra- 

tiocinationis  initium  esse  sumendos. 

Radices  tandem  imaginariae  sunt  quaerendae.  Pars  earuin 
realis  est  aequalis  parti  dimidiae  radicis  realis,  signo  tan  tum  mu- 
tato.    Coefliciens  ipsius  i(s=A')  invenitur,  si  in  aequatione 

ponitur  6'i  pro  ö,  quo  facto  evadit 


parva)  deterrainat  aeqaatione  #=V/> — j|fla  ,  qua«  tuo  modo  invenit.  Hoc 
•ubmoleitum  videtur.  quia  ft  (decem  decimalibus  praedita)  ad  quadrato 
•levanda  est. 
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prout  est  aequatio  formae  primae  vel  secundae.  Quoniam 
imaginariae  satis  accurate  cognitae  videutur  esse,  si  qainque  vel 
sex  decimales  inventae  sunt,  in  6'  quaerenda  utamur  tabulis ,  quas 
Ce\U9  Zech,  ad  logarithmos  summarum  differentiarumque  inve- 
edidit.  . 


Ex.  1.    Primum  exempluro  sit  aequatio 

a?*— 2x -5=0, 

in  qua  solvenda  New  ton  us  et  Lagrangius  suam  quisque  me- 
thodum  spectavit  et  quae  in  Lexico  Klugeliano  (Pars  post. 
6upplem.  pag.  554  —  561)  secundum  rationem  Fourierii  tractatur. 

qi    pZ     25  8 
Quia  est  t~ ^r=l  ^7  >ö,  haec  aequatio  unam  tan  tum  habet 


4  ~~27~  4  ""27 
radicem  realem.    Tabulae  trigonometricae  quattuor  decimalium  dant 

x= 2,095,  1,047 ±1,135*. 

Quoniam  decimalis  tertia  est  =5,  radices  per  2  multiplicandae 
sunt,  quare  substituitur       Pro  *•   *ta  prodit  aequatio 

V— 8*1-40  =  0. 
Jam  si  ponitur  ar,  =  4,19 +  y,  invenitur 

0,040059  +  44,668%  +  12,57y*  -f  y» = 0 

vel 

y = - 0,000896810490-  9,4493^V~g^ö%3  - 


ubi  numeri  linea  distincti  sunt  logarithmi.  Primus  valor  proxime 
verus  sit  ^  =  -0,000896810490.  Quia  est  logy,  =6,95270066„, 
habe  bim  us 

logy1*=3,9054013 

9,4493359«  y,  s=  -  0,000896810490 

3,3547372,.  ....  —0,000000226327 


logy,» =0,85810» 
8,35000« 


1 ' 


.   9,20810   ....  +0,000000000016 

.  _______ 

y%  -  —0,000897036801. 

Sabstituto  itidem  y2,  invenitur  yt  =  -0,000897036916.  Quoniam 
t  t/g    dimidia  tantum  unitate  decimalis  septimae  logy-  superat, 


Digitized  by  Google 


29^  Lind  man:  De  aeguationibus  numericis  tertii  gradut  sotoendts. 

el ucct,  rm Harn  rjisi  ultimam  ipsius  yi  decimalem  falsani  esse  posse. 
Itaque  est 

=4,189102963084,   *= 2,094551481542. 

Hunc  valorem  cum  valore  apud  K  lüge  Ii  um  invento  si  quis  com- 
paraveril ,  reperiet,  ultimam  etiani  decimalem  veram  forte  esse. 
Denique  invenitur 

x = - 1 ,0472757  ±1,1 35940/. 
Ex.  %      +  II«2- 102*+  181=0. 

Primura  omnium  terminus  secundus  summovendus  est  pooendo 
x— 11 

f= — ,  quo  facto  prodit  aequatio 

1281* +  17647  =  0. 

^  1 323 

Exsistente  ^  —  j~»  casus  irreducibilis  adest.  Reperimus 

quoque  log  Cos  3<p  =  9,9999,  unde  liquet,  duas  radices  proxime 
esse  aequales.  Valor  radicis  tertiae  proxime  verus  invenitur  esse 
=—41,33.   Substituendo  — 41,33  + y  pro  x  obtinebimus 

-7,890637  +  3843,5067y-123,9V+y»=0 

vel 


y = 0,002052978598  +  8,506659%*  -  6,41527y» 
Posito  yx  =0,002052978598,  evadit 

y,=:0,002053114561,  y« =0,002053114679, 

atque  ideo 

a;  =  -  41,327946885421  =  a, 
ubi  decimalis  ultima  est  incerta. 

Jam  veto  quia  est  VV>— 27y»=  189,  invenitur 

vel 

8  =  0,024590163934  +  5f4ÖÖI5lÖd*, 
ubi  hi  termini  sufficiunt.    Ex  bac  aequatione  invenimus 

8  =  0,024590179410. 
Exsistente  praeterea  «« 20,663973442710,,  evadit  1 
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*ft  =  20,688563622120a,   x9  =  20,639383263300.. 
x  ix 

Ex  aequatione  *  = — ^ —  tandem  eruitiir 

f,  =  - 17,442648961807,   ft= 3,229521207374,   I,  =3,213127754433. 

Ex.  3.  St3— 6t— 1=0.  (Viil«  Boardon,  Elem.  d*A Ig.  Pari»  1837.  p.  f>«2  ) 
Ponendo  2t  =  ar  simplicior  oritur  aequatio 

Quia  est  ^  — ^-  =  |,  casus  irreducibilis  locum  habet.  Ratio  go- 
niometrica  dat  Cos3<p=i,  3^  =  60°,  atque  ideo 

*l  =  1,88,   *a  =  -l,532,   .r3  =  -0,347. 
Si  prius  posuerimus  :r=l,88-fy,  inveniemus 

0,004672  +  7,6032y  +  5,64y*  +?y»  =  0 

ve! 

y=z— 0,0006144781 14  -  9,8702827y2— ÖjlöÖÖy  3. 

Quamquam  coefficiens  ipsius  y2  paullo  major  est,  ad  verum  valo- 
rem  celeriter  appropinquamus  et  invenimus 

y^ -0,000614758172,      = -0,000614758427, 
atque  ideo 

1,879385241573. 

Jam  radix  tertia  supputanda  est.   Substituendo  —  0,347 -fy  pro 
*  habebimus 

—0,000781923— 2,638773y-  l,041y*  +  y*=0 

vel 

y  =  -  0,000296320676-  9,5960487^  +  93786%«, 

unde 

ya  = -0,000296355326,  y8  =  - 0,000296355332, 
atque  ideo 

-0,347296855332,   *a=— 1,532088886241. 

Ut  t  inveniatur,  valores  ipsius  x  per  2  dividendi  sunt 

Si  quis  ipsara  radicem  x%  computare  voluisset,  substituenda 
esset  quantitas  — 1,53  +  y  pro  x,  quo  facto  evadit 
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y=- 0,002093867303  +  0^5729%*  -  9354%*. 

Quia  coefliciens  ipsius  y2  magna  est  (d  tan  tum  est  0,64) ,  ad  vernm 
valorem  tardius  appropinquamus,  sed  invenimus  tarnen  decem  de- 
cimales  veras.    Attamen  satias  est  banc  radicem  per  5  multipli- 

care,  si  separatim  computanda  est.  Substituendo  l  pro  x  prodit 
aequatio 

23_  752_125  =  0, 
unde,  posito  i  =  —  7,66 +  invenitur 

0,044904  + 101,026% — 22,9  V  +  y*  =  0 

vel 

t/ = — 0,000444476 119  +  9,3569134^  -  7,99556y3. 

Ita  habebimus  y3=- 0,000444431 181 ,  ya=  -0,000444431190  atque 
ideo 

r=- 7,660444431 190,   *a=— 1,532088886238, 
qui  valor  a  valore  supra  invento  fere  nihil  discrepat. 
Ex.  4.  96\r  +  362  =  0. 

Quia  est  ^ —  4=^  C*/*3 27r/a  =  656),  casus  irreducibilis 

locum  habet.  Ratio  goniometrica  suppeditat  log  Cos  3qp  =  9,9999. 
Ut  supra  invenitur  £=  —  11,31,  quare,  posito  x=— 11,31  +  y,  evadit 

1 ,028909  +  287,7483//  - 33,93^  +  y  * = 0 

vel 

y =— 0,003575725729  +  9,07I5712#*  -  7£4Ö99y», 
unde  ' 

^  =  -0,003574217922,  y9  =  -  0,003574219194 
atque  ideo 

a  = -11,313574219194,   a= 5,656787109597. 
Postea  invenitur 

▲  r  5u 

Quoniam  est  VTl=458\  /  + ^441  =  4,5825756949557 ,  fit 
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i=0,04773516348l)  +  6,82150595«  +  4,9641?d*,  \ 

unde 

= 0,047736674253  ,   8,  =  0,047736674348 , 

atque  ideo 

«  +  5=5,704523783945,   «- o  =  5,609050435249.    "  '\ 

In  Iiis  exemplis  mideciiii  decimalcs  accuratas  jnvenimus  et 
facile  patet,  etiani  plures  eodem  modo  accipi  pnsse,  si  primus 
valor  proxime  verus  plures  habet  decimales  quam  duas.  lta  tarnen 
ratiociuatio  fit  molestior.  Quae  quum  ita  eint  et  decem  vel  unde^ 
cim  decimaies  accuratae  saepissime  sufüicere  videantur,  hune  de- 
cimalium  numerum  iuveniendum  mihi  potissimum  proposui. 


Ueber  eine  Krümmungskugel  besonderer  Art. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Aus  der  aligemeinen  Theorie  der  Berührungen  in  der  analy- 
tischen Coordinaten- Geometrie  ist  bekannt,  dass  es  für  krumme 
Flächen  eine  Krtimmungsktigel  im  eigentlichen  Sinne,  d.  h.  eine 
Kugel,  welche  mit  der  krummen  Fläche  in  einem  gewissen  Punkte 
derselben  einen  Contact  der  zweiten  Ordnung  hat,  nicht  giebt, 
weil  die  Bestimmung  einer  solchen  Kugel  die  Erfüllung  von  mehr 
Bedingungen  erfordert,  als  willkilhrliche  Constanten  in  der  Gleichung 
der  Kugel  enthalten  sind.  Für  die  höhere  Geodäsie,  wenn  man 
in  derselben  die  Erde  als  ein  Ellipsoid  betrachtet,  die  Berech- 
nung des  Netzes  aber  in  seinen  einzelnen  Dreiecken  sphärisch  *) 


*)  Mittelst  des  Legend re'achen  Theorems  oder  einer  anderen  Me- 
thode übrigens  noch  auf  die  Berechnung  ebener  Dreiecke  reducirt. 

Theil  XXV.  20 


Digitized  by  Google 


302     G runer t:  Veber  eine  Krümmungshugel  betonderer  Art. 


fuhrt,  ist  es  aber  von  Wichtigkeit,  eine  Kogel  20  kennen,  welche 
sich  in  gegebenen  Punkten  der  ellipsoidischen  Erdoberfläche,  in 
der  Nähe  derselben,  möglichst  genau  an  die  Erdoberfläche  an- 
schliesst,  weshalb  es  auch  an  verschiedenen  sehr  scharfsinnigen 
Untersuchungen  über  diesen  oder  wenigstens  verwandte  Gegen- 
stände, namentlich  von  Gauss,  nicht  gefehlt  bat,  die  theil weise 
in  grosser  Allgemeinheit  durchgeführt  worden  sind.  Praktisches 
Bedürfnis«  führte  mich  vor  Kurzem  zu  einigen  Betrachtungen  über 
diese  Gegenstände,  die  ich  im  Folgenden  in  der  Kürze  mittheilen 
will,  ohne  denselben  auch  nur  im  Entferntesten  einen  anderen» 
als  vielleicht  einigen  praktischen  Werth  beilegen  zu  wollen. 

Die  Gleichung  der  gegebenen  Fläche  will  ich  durch 

f{X9  F,  Z)  =  0, 

die  veränderlichen  oder  laufenden  Cnordinaten  also  durch  A ,  > \  Z 
bezeichnen.  Die  Coordinaten  eines  beliebigen,  aber  bestimmten 
Punktes  in  dieser  Fläche  seien  x,  y,  z,  welche  also  durch  die 
Gleichung 

f(x,y,z)=0 

mit  einander  verbunden  sind;  zwei  dieser  Coordinaten,  etwa  x,  y9 
sind  als  unabhängige  Variabele  zu  betrachten ;  die  dritte  Coordinate 
z  ist  von  denselben  abhängig.  Alle  im  Folgenden  vorkommende 
Diflferentialquotienten  sind,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt 
wird,  partielle  Differentialquotienten,  und  natürlich  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung  zu  entwickeln. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  der  gesuchten  Kugel  seien 
p.  q%  r,  und  R  sei  ihr  Halbmesser,  also 

( X  -  pY  +  (  r-  ?)»  +  (Z  -  r)»  =  fi» 

ihre  Gleichung,  natürlich  unter  Voraussetzung  rechtwinkliger  Coor- 
dinaten. Die  Natur  der  Betrachtungen,  welche  wir  hier  anzustel- 
len die  Absicht  haben,  erfordert,  dass  diese  Kugel  durch  den 
gegebenen  Punkt  (xyz)  gehe,  was  als  erste  Gleichung  zur  Be- 
stimmung der  vier  Unbekannten  p,  q,  r,  R  die  Gleichung 

giebt. 

Sind  nun  x+  dx,  t/-|-  dy,  z  \  dz  die  Coordinaten  eines  zwei- 
ten Punkts  der  gegebenen  Flache,  so  ist 

(x-p  +       +  (y-  ?  +  *y)*  +  (t—r  +  dz)* 

=  (*-/>)a+(y- q)*  +  (*  -  ')2 + 2 1  (*  -  p)  dx + (y-q)  dy  -f-  (*~r)  4  z  \ 

+  dx*  +  dy*  +  dz*, 
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also 

Ä»  +  2|(*-p)  Ax  -f  (y-fJ)  4y  +  (z-  r)  ^xi  +  ^r*  +  ^f 
oder 

das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Mittelpunkte 
(/"//•)  der  zu  bestimmenden  Kugel.  Also  ist  nach  dem  Binomi- 
schen Lehrsatze  bis  auf  Glieder  genau,  welche  in  Bezug  auf  Ax, 
Ayt  Az  von  der  zweiten  Ordnung  sind: 

V>  -  p + 35?  +  (y  -  f/f  ffl  +  (*  -  i  +  ^*)a 

=     -f  (^— +  (y  —  7)  ^y  +  (»  —  r)  ^ 

+         2K   2#~*  '  ' 

oder 

V f .7=- p  +        +  (j/-?  +  %)H(:-r  +  Az?  -  R 

_  (x—p)Ax  +  (y  —  q)  Ay  +  (z  —r\Az 

R  ~~ 

,  Ay*\ Az*  _ \(x-p)Ax+(y  -  q)Ay  +  {z-r)Az\* 

*  2R  HP 

wo 

VW-  p  +  IS?  +  (y  -  V  +  Ay?\  (z  - r + 3^5 _ 

die  Differenz  zwischen  der  Entfernung  des  durch  die  Coordinaten 
ar-f  Ax,  y+Ay,  z  +  Az  bestimmten  Punktes  der  krummen  Fläche 
von  dem  Mittelpunkte  der  zu  bestimmenden  Kugel  und  deren 
Halbmesser  R  ist.  , 

Gehen  wir  nun,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  sei,  bei 
allen  folgenden  Entwicklungen  bloss  bis  auf  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  in  Bezug  auf  Ax,  Ay,  so  ist  zuvorderst  nach  dem  Tay- 
lor'scben  Lehrsatze  für  mehrere  veränderliche  Grossen: 

A  82  A      +  dZ  A  >  A    *,      ^     A     A  A  » 

Az  m  VxAx  +  ^  *y  +  \-  &        f  ggj  AxAy  +  \ .  ^  Ay* , 
also :  •  , 
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{x-p)dx  +  (y-(]l)4y  +  {z-r)4i 
dz 

=  1*— p  +  (z-r)^\Jx  +  \y—  9  +  r)^\^y 
+  «*-'>  I + 2  S3&  ****  *  ' ' 

4c*  +  ^y»  +     =  1 1  +        I     + 1 1  +  (!) '  I  «y* . 

|  (x — p)      +  ( .V -<i)4y  +  (i — r)  ^»  I* 
=  {x-p  +  U-T)^)*Jx*  +  \y-q  +  (z-r)8^Jyt; 
folglich  nach  dem  Obigen: 


V  (x  —  p  +  Jx)*  +  (y  -  q  +        H  (»  -  r + —  ß 

ar-p  +  d-r)^ 
 ß  

+  B  ^ 

.  l1.-»(c)'^-f)S  ifZLl^l1!!^. 

+  (  2Ä  2ß«  1 

(*— r) 


+  g  -  VjzJy. 

Soll  nun  die  gesuchte  Ku^el  in  der  Nähe  des  Punktes  (xyx) 
sich  möglichst  genau  oder  innig  an  die  durch  die  Gleichung 

f(X,  Y,  Z)  =  0 

charukterisirte  Fläche  anschliessen,  so  müssen  vor  allen  Dingen 
die  will  kührlichen  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  so  be- 
stimmt werden,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 
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\T{x-p  +  5£?  +    -  y  +       +  (z-  r + <*z)*  -  R 

die  Glieder  der  ersten  Ordnung  ganz  anabhängig  von  bestimmten 
Werthen  der  Veränderungen  Ax  und  Ay,  also  für  jedes  Ax 
und  Ay,  verschwinden,  was  nach  dem  Obigen  zu  den  beiden 
Gleichungen : 

II.   x-f,  +  (z-r)g  =  0.   y-9  +  (x-r)|=0 

führt. 

Weil  bekanntlich 

A-*+g(Z-z)=:0,    F-y  +  |(Z-z)=0 

oder 

« 

^_A+(2-z)g=o,  ,-r+(.-z)|=o 

die  Gleichungen  der  Normale  der  krummen  Fläche  in  dem  Punkte 
(xyz)  sind,  so  erhellet  aus  den  Gleichungen  II.  unmittelbar,  dass 
in  dieser  Normale  der  Mittelpunkt  (pqr)  der  gesuchten  Kugel 
jederzeit  liegt. 

Ein  möglichst  inniges  Anschliessen  der  gesuchten  Kugel  an 
die  krumme  Fläche  in  der  Nähe  des  Punktes  (xyz)  erforderte  nun 
noch,  dass  die  Constanten  in  der  Gleichung  der  Kugel  ferner  so 
bestimmt  würden,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 

V(x-p  +  Ax)*  +  (y-q+Ay)*+(z-r  +  Az)*-R 

auch  die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  unabhängig  von  bestimm- 
ten Werthen  von  Ax  und  Ay,  also  für  jedes  Ax  und  Ayt  ver- 
schwänden, was  aber,  in  Verbindung  mit  den  drei  Gleichungen 
I.  und  II.,  offenbar  mehr  als  vier  Bedingungsgleichungen  geben 
würde,  und  daher  nicht  möglich  ist,  weil  die  Gleichung  der  Kugel 
nur  die  vier  willkürlichen  Constanten  p,  q,  r,  R  enthält. 

Um  daher  unseren  Zweck  wenigstens  so  nahe  oder  genau  als 
möglich,  so  genau,  wie  die  Natur  der  Sache  es  irgend  gestattet, 
zu  erreichen,  scheint  nichts  Anderes  übrig  zu  bleiben,  wenig- 
stens nichts  Anderes  unserem  Zwecke  besser  zu  entsprechen,  als 
dass  wir  die  eine  noch  übrig  bleibende  willkü'hrliche  Constante 
so  bestimmen,  dass  in  dem  obigen  Ausdrucke  der  Differenz 

V  (x  -  p  +  z/.r)»  +  (y  -  q  +  Ay)*  +  (2  -  r  +  zfz)*—  R 
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die  Glieder  der  zweiten  Ordnung  für  alle  einander  absolut 
gleichen  Werthe  der  Grössen  Ax  und  Ay  verschwinden,  was, 
mrf  Rücksicht  auf  die  beiden  Gleichungen 

in  II.,  nach  dem  Obigen  zu  der  Bedingungsgleichung 

führt,  in  welcher  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nehmen  muss, 
jenachdem  Ax  und  Ay  gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben. 
Aber  eben  dieses  doppelte  Vorzeichen  macht  wieder  die  in  Rede 
stehende  Bestimmung  im  Allgemeinen  unmöglich,  indem  die 
selbe,  in  der  Weise,  wie  sie  oben  ausgesprochen  worden  ist, 
vielmehr  nur  in  den  speziellen  Fällen  möglich  sein  wird,  wo  der 

Differentialquotient  verschwindet,   weil  dann  die  obige  Be- 

dirtgungsgleichung  sich  auf  die,  ein  doppeltes  Zeichen  nicht  mehr 

•  -  I- 


I 

reducirt.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  wir  also 
zur  Bestimmung  von  p,  q,  r,  R  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

(*  -p)»  +  (9  ~  </)2  +  («  -  r)»  =  12«, 
Bz  Bz 

/Bz\%  /Bz\*  .  dh  8*z 


■ 

aus  denen  sich: 


— — ~$h~&z  

9-1  =  £  Wz— Wz  * 
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i 


!  1    r~  BH  dH 


oder: 


IV. 


!>-*-&•  fr     fr  ' 

— ■  ferw — 


ergiebt,  das  Zeichen  in  der  letzten  Formel  immer  so  genommen, 
dass  Ä  positiv  wird. 

Diese  Formeln  wollen  wir  nun  auf  das  Erdellipsoid  anwenden, 
dessen  Gleichung  wie  gewohnlich 

■ 

a*      +  6*  -  1 

•ein  mag,  so  dass  wir  also  für  den  Punkt  (syi)  die  Gleichung 

haben,  aus  welcher  die  sämmtüchen partiellen  Differentialquotienten 

dz     bz      d*z       3*z  8«i 
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entwickelt  werden '  müssen.   Ohne  Schwierigkeit  erhalten  wir 
durch  partielle  Differentiation  der  obigen  Üleichung : 

il±  —  _n 

'   . •  \ 

11  /&V  ,  «  .8*»  A 
at  +  b*\BxJ  +  bi^Sa:^t~V^ 

öz   öz        cfiz  „ 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

.::*.«      i  : 

Bz  b*x  f 

dx  ^«K*' 

?£    _  ¥l 

e*z         6a  cigzg  +  6»a*  :  r 

aar»  -"~a**      a*z3     '  | 

8%  6^  a»z«  -t-  6  V  ? 

$xdy        a4  *  z3  * 

Weil  nun  aber  das  Erdellipsoid  ein  Rotations -Sphäroid  und  die 
Axe  der  z  die  Drehungsaxe  ist,  so  wird  offenbar  die  Allgemein- 
heit nicht  im  Geringsten  beeinträchtigt,  wenn  man  // —  U  setzt, 
wodurch  die  obigen  Formeln  in  die  folgenden  übergehen: 


8z  (Px 

dx  "~"~o®z  ' 

fr  =». 

«.-«iMi  •  ••  .     •  CÜ  ;  ;:■    ;  ...  .•      . ..  ,  „„ 


•  |tj"|* 


8*z  6*  o*z»  -f  6*3* 


^z  6*  1 

82z  '  ~ 
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,  «eil  :       ■•  • 

6*(*Hj«)+«iV  =  «i«6«. 

folglich,   wen»  wir  #=0  setzen, 

ist,  in  die  folgenden: 

•  »  I 

Wegen  der  letzten  dieser  Gleichungen  ist  im  vorliegenden  Falle 
die  Anwendung  der  Gleichungen  IV.  gestattet. 

Bezeichnen  wir  nun  die  sogenannte  reducirte  Breite  des  Punk- 
tes (xyz)  durch  B,  so  ist  bekanntlich: 

ar  =  <icosZ?,   z  =  6sinÄ; 

folglich : 

d-=--cotB, 

a*z   b_ 

8%     _  6 
cty*  ~~  aVinZ?' 


Also  ist: 


n  i  f&Yi-L.l  p  2«*sin#»  +  6«cosZ?» 


ä*sfn  A?2  '    .  i     r.  '  „ 


3*1.8*1.        6    1  +  sin  B* 


folglich :  i-.. 

:•»:«..»( 


1„  ^j.V4»L'K 

r=AS,nfi|l  ^(FmS^  l| 
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oder,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

0*  cnsß3 

a*  sinB» 

r  =  26(l-Si)nrOT- 

Setzt  man  wie  gewöhnlich 


so  ist: 


ge*cos  /?» 
^-l  +  sintf2' 


auch  ist: 


9=0, 
_    26g*  sin  B» 

ae2cos  Z?3 
p— 1+sinB*' 

2a«*sin  £8 


(l  +  sinB*)  VK-e» 


Ferner  ist 


D  1  (2a2sin  -f  62cos/?2)  V  a2sin  J^-J^cosß2 
Ä~a6*  l+sin£* 

oder,  weil 

2a2  sin  B2  +  62  cos  B2 = 2a*  { 1 — (1  -  ^)  cos  B2  } , 
a2sio  B2  +  62cos  B*=  a2{  1  -  (1  -  ^)  cos  Ä») 

ist,  auch: 

2a»  |J-(l-£2)«os^lVr,-(,-5>CMÄ' 

ß=x —  TmüTS1  ' 
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 2a  _  U  — i(l  +  e*)cosß*j  V^  —  e*cosß* 

Weil 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  auch: 

+  INta»tl-l(l-j&I$fi^ 

oder 

Ä*  =  «*cosZ?*  { 1  - i^r-^l1  +  6*s.n/?»{  1  +  y^^P, 

welche  Formeln  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  nicht  weiter  entwickeln 
und  reduciren  wollen,  da  die  obigen  Formeln  schon  hinreichend 
sind.  Auch  die  Ableitung  zweckmässiger  Näherungsformeln  aus 
den  obigen  genauen  Formeln  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 


* 
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Gedächtnissrede  auf  Jakob  Bernouiii  zur  zweiten 

Säcularfeier  seiner  Geburt 

gehalten  Ton 

Herrn  Rudolf  tVolf. 

4  •  *  " 

•        ,  \  ... 

Au«  den  Mittheilitngen  der  Berner  naturf.  GesclUch.  besonders  abgedruckt. 



Ich  erlaube  mir,  diese  Rede  aus  der  vorher  genannten  Zeilschrift  hier  mit- 
zutheilcn,  weil  es  Pflicht  ist,  das  Gedäihtuiss  eines  so  grossen  Mathema- 
tikers, wie  Jakob  Bernouiii  war,  von  Zeit  zu  Zeit  zu  erneuern.  G .1 


Heute  vor  200  Jahren,  am  27.  December  1654  alten,  oder  am 
6.  Januar  1655  neuen  Styl  es,  wurde  in  Basel  Jakob  Bernouiii 
geboren  !),  —  der  Erste  jener  sieben  Bernoulli's  a),  die,  wie 
die  Geschichte  kein  zweites  Beispiel  aufzuweisen  hat,  während 
mehr  als  einem  Jahrhunderte  die  mathematischen  Wissenschaften 
auf  eine  so  ausgezeichnete  Weise  pflegten,  dass  ein  Newton 
und  ein  Leibniz,  und  später  wieder  ein  D'Alembert  und  ein 
Euler  sie  als  ebenbürtig  betrachten  mussten,  —  dass  die  selehr- 


1)  Bekanntlich  wurde  in  Basel,  wie  an  den  meisten  evangelischen 
Orten,  der  Gregorianische  Kalender  erst  1701  eingeführt,  indem  man  die 
eilf  ersten  Tage  dieses  Jahres  ausfallen  Hess.  —  Die  Biographie  univer- 
selle setzt  den  Geburtstag  Jakob  Be  r no  u  1 1 i's  -auf  den  25.,  Leo*« 
Lexikon  auf  den  29.  December  1654;  Bernoulli's  Eloge  in  den  Pari- 
ser Memoiren  und  die  Vita  Bernoullii  von  J.  Battier  geben  dagegen 
übereinstimmend  den  27.  December. 

*)  Zwei  Jakob,  zwei  Johann,  zwei  Nicolau»,  und  ein  Daniel, 
—  und  noch  könnte  ihnen  ein  dritter  Johann,  ein  zweiter  Daniel  und 
ein  Christoph  beigefügt  werden.    Vergl.  Bern.  Mitth.  1846,  pag.18. 
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ten  Gesellschaften  ihnen  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes  zins- 
pflichtig wurden,  —  dass  noch  jetzt  jeder  Mathematiker  fast  auf 
jedem  Schritte  ihren  Fussstapfen  begegnet,  und  ihren  Namen  nicht 
anders  ausspricht,  als  mit  Ehrfurcht.  Für  den  Schweizer  haben 
aber  die  Bernoulli's  noch  eine  weitere  Bedeutung  als  für  die 
Mathematiker  im  Allgemeinen:  Er  sieht  gerade  in  den  Bedeutend- 
sten der  Bernoulli's  Männer,  welche  trotz  den  glänzendsten 
Anerbietungen  des  Auslandes  den  grossten  Tbeil  ihres  Lehens 
dem  Vaterlande  widmeten,  so  z.  B.  successive  103  Jahre  den 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Basel  bekleideten,  —  Männer,  welche 
nicht  nur  das  wissenschaftliche  Leben  im  Vaterlande  forderten, 
und  so  z.  B.  Hauptstützen  der  ältesten  Schweizerischen  gelehrten 
Gesellschaft,  der  1751  gestifteten  Societas  heltetica  physico, 
mathematico ,  botanico  -  medica  '),  waren,  sondern  auch  in  geisti- 
ger Beziehung  der  Schweiz  im  Auslande  eine  Geltung  zu  ver- 
schaffen wussten,  wie  sie  ihr  früher  fast  nur  zugekommen  war, 
wenn  es  sieb  um  körperliche  Kraft,  Tapferkeit  und  Treue  ban- 
delte. Der  Schweizer  soll  also  seine  Bernoulli's  feiern,  sei 
er  Mathematiker  oder  nicht,  und  es  wäre  Undank,  das  Jubiläum 
der  Geburt  Jakob  Bernoulli's  vorübergehen  zu  lassen,  ohne 
seiner  zu  gedenken. 

Das  Leben  und  die  Verdienste  Jakob  Bernoulli's  sind 
wiederholt  geschildert  worden1),  und  hätte  auch  nur  Kon  ten  eile 
allein  sich  dieser  Aufgabe  unterzogen,  so  wäre  wohl  wenig  bei- 
zufügen. Es  mag  somit  hier  genügen,  in  kurzen  Worten  einiger 
der  wichtigsten  Punkte  zu  gedenken:  Vom  Vater  zum  Theolo- 
gen, von  der  Natur  zum  Mathematiker  bestimmt,  studirte  Jakob 
Bernoulli  öffentlich  Theologie,  —  im  Geheimen,  und  sogar  fast 
ohne  litterarische  Hülfsmittel,  Mathematik,  sich  die  Devise  wäh- 
lend :  invito  patre  sidera  verso  8).  Bereits  hatte  er  sich  schöne 
Kenntnisse  in  Ietzterm  Fache  erworben,  als  er  1676  nach  glück- 
lich bestandenem  theologischen  Examen  das  väterliche  Haus  ver- 
liess,  —  zunächst  in  Genf  die  blinde  Elisabeth  von  Waldkirch 
nach  eigenen  Methoden  unterrichtete,  —  dann  im  südlichen  Frank- 
reich eine  Informator-  und  Prediger -Stelle  bekleidete,  und  erst 
1682,  nachdem  er  noch  Frankreich,  Holland,  England  und  Deutsch- 


*)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1846,  pag.  85. 

•)  Fontenelle  in  den  Memoire«  de  Pari«,  1705;  Lacroix  in  der 
Biographie  universelle;  Meyer  von  Knonau  in  der  Eneyclopfidio  von 
Ersc  h  und  Gruber;  Leu  im  Schweizerischen  Lexicon;  Meister  in 
Helvetiens  berühmten  Männern,  etc.  Ferner  in  den  mathematisch -hifto- 
riicben  Werken  von  Montncla,  Bossut,  Gerhardt,  etc.  etc. 

»)  Fontenelle  gibt:  „Je  suis  parmi  les  astres  malgre*  mon  pere." 
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land  bereist  hatte,  bleibend  nach  Basel  zurückkehrte,  —  mit  der 
mathematischen  Litteratur  vertraut,  mit  den  vorzüglichsten  Ge- 
lehrten persönlich  bekannt,  und  durch  zwei  Gelegen heitsschrißeo 
über  die  Cometen  l)  in  grössern  Kreisen  angekündigt.  Mit  gros- 
sem Heifalle  hatte  er  in  Basel  Vorlesungen  über  Experimental- 
physik begonnen,  und  mit  ungewöhnlichem  Erfolge  seinen  um 
13  Jahre  jüngern  Bruder  Johann  in  die  höhere  Mathematik  ein- 
geführt, als  Leibniz  1684  in  den  Actis  Eruditorum  ein  den 
meisten  Mathematikern  unverständliches  Specimen  seiner  Diffe- 
rentialrechnung gab.  Für  unsern  Bern ou Iii  genügte  die  Andeu- 
tung. Mit  der  die  ineisten  seiner  Arbeiten  auszeichnenden  Tiefe 
und  Feinheit  drang  er,  inzwischen  1C87  auf  den  Lehrstuhl  der 
Mathematik  befördert,  langsam,  aber  sieber  in  das  Geheimnis* 
von  Leibniz  ein,  und  schon  1091  hatte  er  sich  den  neuen  Cal- 
cul  so  zu  eigen  gemacht,  dass  er  in  den  Leipziger  Acten  einen 
Abriss  der  Differential-  und  Integral- Rechuung  veröffentlichen 
konnte,  in  welchem  er  die  allgemeinen  Regeln  für  die  Tangenten, 
Rectificationen,  Quadraturen  etc.  entwickelte,  und  dieselben  auf 
die  Parabel,  die  logarithmische  Spirale ,  die  loxodromische  Linie  etc. 
anwandte;  auch  Johann  blieb  nicht  hinter  ihm  zurück,  uud  Leib- 
niz fühlte  sich  gedrungen,  zu  erklären,  dass  der  neue  CaicuJ 
eben  so  gut  den  beiden  Bernoulli's  als  ihm  selbst  zugehüre  2). 
Entdeckung  folgte  sieb  nun  auf  Entdeckung,  —  die  Probleme  der 
—  — 

')  Neoerfondene  Anleitung,  wie  man  den  Lanf  der  Cometen  in  ge- 
wisse grundmässige  Gcsätze  einrichten,  und  ihre  Erscheinnng  vorhersagen 
könne,  mit  geometrischen  Gründen  dargethan.  samt  angehenkten  Progno- 
stico.  Basel  1681.  4Ü.  —  Conamen  novi  Systematis  Cometartitn  pro  motu 
cor ii in  sub  calcolum  revocando  et  apparitionibn*  praediceadis.  Amstclod. 
1682.  S°.  —  Montucla  hält  (llistoire  11.394)  die  zweite  dieser  Schriften, 
die  erste  scheint  er  nicht  zu  kennen,  des  Namens  ihres  Verfassers  nicht 
ganz  würdig,  und  in  der  Tli.it  stellte  Bernoulli  in  beiden  Schriftea  eine 
Theorie  auf,  die  nie  Geltung  erhalten  konnte:  Er  dachte  sich  nämlich 
die  Cometen  als  Trabanten  eines  weit  über  Saturn  siehenden  Planeten, 
und  berechnete  in  dieser  Hypothese ,  dass  der  Comet  von  1680  im  Jahre 
1719  wiederkehren  werde.  Wenn  nun  auch  nicht  zu  langnen  ist,  dass 
Dorff  I  gleichzeitig  eine  glücklichere  Idee  hatte,  so  bleibt  es  für  den  da- 
maligen Stand  der  Cometen-Theorie  immer  noch  ein  Fortschritt,  dass 
Bernoulli  die  Cometen  als  periodische  Gestirne  festhielt,  und  versuchte, 
ihre  Rückkehr  zu  berechnen ;  —  wenige  Jahre  später  hätte  er  natürlich 
andere  Principien  zu  Grunde  gelegt.  Merkwürdig  ist  es  aber,  data  auch 
noch  Bernoulli  dem  Aberglauben  seinerzeit  ein  Opfer  bringen  inusate: 
Den  Kern  des  Cometen  rettete  er,  —  den  Schweif  gab  er  preis. 

*)  „Testra  enim  non  minus  haec  methodns.  quam  mea  est  •.  schrieb 

Leibniz  am  21.  Mörz  1694  an  Johann  Bernoulli. 
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Isochrone,  Bracbystochrene,  Ketteniiuie  etc.  wurden  In  edlem, 
leider  durch  die  Heftigkeit  Jobann  Bernoalli's  etwas  getrüb* 
tem  Wettkampfe  behandelt,  —  und  der  Ruhm  der  Bernoulii's 
stieg  so  rasch,  dass  Beide  1699  bei  der  ersten  Besetzung  der 
acht  auswärtigen  Mitglieder  der  Pariser  Academie  unter  dieselben 
und  1701  bei  der  durch  Leibniz  veranlassten  Stiftung  der  Ber* 
Kner  Academie  auch  in  diese  aufgenommen  wurden.  Mit  ausge- 
zeichnetem, ihn  über  seinen  Bruder  Johann  erhebendem  .Scharf- 
sinne erfasste  Jakob  Bernoulli  die  isoperimetrie,  und  wenn 
es  noch  nöthig  sein  sollte,  aus  der  reichen  wissenschaftlichen 
Erndte  l)  dieses  Mannes,  dem  nicht  das  lange  Leben  eines  Jo- 
hann Bernoulli  s  und  eines  Euler's  vergönnt  war,  sondern 
den  schon  am  16.  August  1706  der  unerbittliche  Tod  dahinraffte, 
etwas  Weiteres  anzuführen ,  so  wHre  vor  Allem  noch  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu  gedenken,  die  von  Pascal  und  Huy- 
ghens  nur  in  einzelnen,  auf  Spiele  bezüglichen  Aufgaben  vorbe- 
reitet, und  erst  von  ihm  auch  auf  moralische  und  politische  Fragen 
ausgedehnt  und  zu  einer  eigenen  Wissenschaft  erhoben  wurde  2). 
Nach  Jakob  Bernoulii's  Wunsche  wurde  auf  seinen  Grabstein 
die  sich  immer  selbst  wieder  erzeugende  logarithmische  Spirale 
mit  den  Worten:  Eadem  mutata  resurpo  eingegraben,  —  der  Nach* 
weit  nicht  nur  eine  seiner  schönsten  Arbeiten,  sondern  auch  seinen 
Glauben  an  die  Unsterblichkeit  in  Erinnerung  zu  bringen. 

Es  ist  bereits  erwähnt  worden,  dass  die  Bernoulii's  den 
Lehrstuhl  der  Mathematik  in  Basel  ununterbrochen  während  103 
Jahren  bekleideten8),  —  und  diese  Seite  ihrer  Wirksamkeit  ver- 
dient zum  Schlüsse  noch  etwas  näher  betrachtet  zu  werden.  Wohl 
hatte  schon  in  den  älteren  Zeiten  der  Basilia  die  Mathematik  an 
derselben  zuweilen  namhafte  Vertreter,  wie  z.B.  Heinrich  Ld- 
riti  Glareanus  (1488 — 1563) 4),  den  berühmten  Freund  des  noch 
berühmtem  Erasmus,  —  Sebastian  Münster  (1489—1552), 
den  ausgezeichneten  Cosmographen,  —  Simon  Grynäus  (1493 


M  Siehe:  Jacnbi  Bernulli  Opera.    Genevae  1744.    2  Vol.  in  4", 
*)  Jacobi  Bernoulli,  Ars  conjectandi,  Opus  posthumnm.  Accedit 
Tractatu«  de  Seriebus  infinitis.  Basil.  1713.  4°.  Der  Herausgeber  war  des 
Verfassers  Neffe,  Nicolaus  I  Bernojilli. 

•)  Jakob  von  1687—1705;  Johann  I  1705—1748*  Johann  II  1748 
bis  1790.  —  Neben  ihnen  war  Nicola  ns  I  von  17»— 1759  Professor  der 
Logik  und  des  Rechtes,  und  Daniel  Ton  1783—1782  Professorder  Bota- 
nik und  Physik. 

4)  Vergl.  Schreiber,  Heinrich  Loriti  Glareanus.  Freib.  1837. 
4*.  —  Nenjahrsgeschcnk  rfer  Musikgesellschaft  in  Zürich  auf  1855,  mit 
einem  Pnrtrat  Gl  «renn«. 
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bis  1541)  ,),  den  Besorger  der  ersten  Originalausgaben  von  Euklid 
und  Ptolemäu8,  —  Jakob  Ceporious  (1499  — 1525),  den  Her- 
ausgeber des  Aratus  und  Proclus,  —  etc.;  wohl  hatte  Basel  schon 
lange  einen  eigenen  Lehrstuhl  der  Mathematik ,  auf  dem  zu  weilet) 
tüchtige  Kräfte  lehrten,  wie  z.  B.  Christian  Wursteisen  (1544 
bis  1588)2),  Peter  Ryff  (1552—1629),  Peter  Megerlin  (1623 
bis  1 08t») ,  etc.,  —  aber  zu  einer  Universität  für  Mathematiker  wurde 
Basel  erst  durch  Jakob  Bernuulli  erhoben.  Seine  Biographen 
berichten  übereinstimmend,  dass  durch  seine  mathematischen  Curse 
eine  Menge  Ausländer  nach  Basel  gezogen  worden  seien,  und  sein 
Bruder  Johann  I,  sein  Neffe  Nico  laus  I  und  der  bekannte 
Jakob  Hermann8)  geben  Zetigniss  seiner  Wirksamkeit  in  der 
Nähe.  Das  von  ihm  angefangene,  durch  seinen  frühen  Tod  unter- 
brochene Werk  wurde  von  seinem  Nachfolger,  Johann  I  Ber- 
noulli,  der  schon  bei  seinem  ersten  Aufenthalte  in  Paris  durch 
den  Marquis  de  THdpital  und  Varignon  Frankreich  mit  der 
Differentialrechnung  bekannt  gemacht4),  und  als  Professor  in  Gro- 
ningen seine  Lehrgabe  bekundet  hatte,  mit  dem  grössten  Erfolge 
fortgesetzt:  Aus  allen  Ländern  Europa's  strömten  nicht  nur  Stu~ 
dirende,  sondern  Docroren,  Professoren  und  Academiker  nach 
Basel,  um  ihn  zu  hören6),  —  Maupertuis,  Klingenstierna, 
Clair  aut,  etc.  wurden  seine  Schüler;  aus  allen  Gauen  der  Schweiz 
schaarten  sich  junge  Männer  um  ihn  und  verbreiteten  heimgekehrt 
höhere  mathematische  Bildung  in  weitem  Kreisen,  —  ich  erwähne 
die  Genfer  Gabriel  Cramer  und  George-Louis  besage,  die 
Beruer  Albrechtvon  Haller  und  Samuel  König,  den  Neuen- 
burger  Moula,  den  Schaffhauser  Thoraas  Spleiss,  die  Zürcher 
Johanues  Scheuchzer  und  Johannes  Gessner,  etc.;  und  in 
Basel  selbst  war  seine  Wirksamkeit  gross  genug,  um  Berlin,  Pe- 
tersburg etc.  mit  Professoren  und  Academikern  zu  verseheu,  — 
wir  erinnern  vor  Allem  an  den  unsterblichen  Euler,  dann  an 
seine  Söhne  Nicolaus  II  und  Daniel  ßernoulli,  ferner  an  die 
Wenz,  Bruckner,  Merian  etc.  Wohl  hätten  auch  nach  sei- 
nem Tode  seine  Söhne  Daniel  und  Johann  II  Bernoulli  nicht 
nur  die  Kenntnisse,  sondern  auch  die  Gabe  besessen,  Basel  ferner 


')  Vergl.  Bern.  Mitth.  1854,  pag.  70. 
*)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1852,  pag.  104. 
*)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1846,  pag.  21. 
4)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1848,  pag.  221. 

ft)  Vergl.  Bern.  Mitth.  1848,  pag.  224.  —  Vergl.  ferner  hiefur  und 
für  da«  Folgende:  Bern.  Mitth.  1845,  pag. 72;  1846,  pag.23;  1847,  pag.  165; 
1851 ,  pag.  151 ,  etc.;  Wolf,  Johannes  Gessner;  Leibnitii  et  Ber 
noullii  Commercium;  Pre*vost,  George-Louis  Lesage,  etc. 
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die  Eigenschaft  einer  grossen  Bildungsstätte  für  Mathematiker  nnd 
Physiker  zu  erhalten,  wenn  nicht  ein  unglückseliger  Stern  über 
der  alten  Basilia  immer  höber  aufgestiegen  wäre,  der  es  bald 
auch  den  berühmtesten  Lehrern  nicht  mehr  gelingen  liess,  ihre 
Hörsäle  zu  füllen;  doch  bleiben  auch  aus  dieser  spätem  Periode, 
ausser  den  Söhnen  Johannes  II,  noch  Joh.  Heinr.  Ziegler 
aus  Winterthur,  die  Huber,  Socin,  Fuss  aus  Basel,  etc.,  zu 
erwähnen.  —  Möchte  es  dem  Gemeinsinne  der  Basler  und  ihrer 
angebornen  Liebe  zu  ihrer  Universität  gelingen,  dieselbe  bis  zu 
ihrem  vierten  Jubiläum  im  Jahre  1860  wieder  zu  der  alten  Blüthe 
zu  bringen,  —  es  wäre  das  schönste  Denkmal  für  die  Bernoul- 
li's,  wenn  ihr  Lehrstuhl  in  neuem  Glänze  aufleben  könnte. 


XXVII. 

Körperliches  Raumpendel  bei  constanter  Rotation,  nebst 
Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels. 

Von 

Herrn  R.  Hoppe, 

Dr.  phil.  und  Privatdocenten  an  der  Universität  in  Berlin. 


Der  in  Theil  XXIII.  Nr.  XXIII.  S.  417.  erschienene 
Aufsatz  von  Lot  tu  er  über  die  Bewegung  eines  Rotations- 
körpers um  einen  festen  Punkt  seiner  Axe  veranlasste  mich, 
einerseits  die  weitere  Frage  zu  stellen:  in  welchen  Fallen  die 
Bewegungsgleichungen  eines  in  einem  Punkte  festen  und  von  der 
Schwerkraft  sollicitirten  Körpers  durch  Annahme  einer  constanten 
Rotationsgeschwindigkeit  erfüllt  werden  könnten,  —  andererseits 
aus  der  Berechnung  einer  solchen  Bewegung  die  Gesetze  derje- 
nigen Erscheinungen  zu  entnehmen,  welche  wir  am  Kreisel  beob- 

Theil  XXV.  21 
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achten  können,  eines  Kempers ,  der  vermöge  seiner  Rotation  sei- 
nen Schwerpunkt  fortwährend  über  der  Horizontalebene  seine* 
Stutzpunkts  erhält. 

L 

In  Betreff  jener  Frage  ergab  sich,  dass  ausser  dem  von  Lott- 
ner  behandelten  Falle  eine  Pendelbewegung  mit  constanter  Ro- 
tation, wiewohl  unter  ziemlich  speciellen  Beschränkungen,  möglich 
ist,  wie  ich  zunächst  zeigen  will.  Es  mögen  die  Coordinaten- 
systeme  der  xyz  und  X\y\t\  ,  deren  ersteres  am  Körper,  letzteres 
im  Räume  fest  ist,  den  festen  Punkt  zum  gemeinschaftlichen  An- 
fangspunkt haben,  und  die  Beziehungen  zwischen  den  beiderseiti- 
gen Coordinaten  durch  die  Gleichungen 

=  bx  +  bxy  +  b2z, 

ausgedrückt  sein.  Für  die  Bewegungsgleichungen  will  ich  dieje- 
nige Form  wählen,  welche  La  place  bei  der  Bewegung  eines 
freien  Körpers  unter  Einwirkung  beliebiger  Kräftepaare  anwendet, 
indem  er  die  drei  Variabein 

p  =  a2at'  -f  oA'  +  r2Cj ' , 

^  =  00^  -foo*'  -fcca', 

r  =  <i1o/  +^6'  +  ctc' 

einführt.  Substituirt'  man  für  die  Kräftepaare  das  statische  Mo- 
ment der  Schwere  des  Körpers,  bezeichnet  durch  A,  B,  C  die 
Trägheitsmomente  in  Bezug  auf  die  Axen  der  x,  y,  z,  setzt 

d  =  gfxdm ,    e  =  gfycm ,  f  —  gfzdm , 

und  wählt  zu  Axen  der  xyx  diejenigen,  lur  welche 

f yidm  =  / zxBm  =  fxydm  =  0 

ist,  und  zwar  so,  dass  d,  e,  f  positiv  werden,  so  lauten  die  Be- 
wegungsgleichungen : 

(1)  Ap'  +  (C-  B)  qr  =  ec2  -fct , 

(2)  ßq'  +  (J-C)rp=zfc-dc%, 

(3)  '  CV  +  (Ä  -  Ä)pq  =  dex  -  ec; 
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und  die  Gleichungen  der  lebendigen  Kraft  und  der  constanten 
Flächengeschwindigkeit  in  der  Ebene  der  ary: 

(4)  t(4p*  +  B<?  \  Cr*  —  h)z=dc  +  ect  + 

(5)  Apc  +  Bqcv  +  Crc2  =  *. 

Um  die  Grossen  c,  c, ,  c%  zu  eliminiren,  multipücire  man  die 
vier  ersten  Gleichungen  der  Reihe  nach  erst  mit  0,/*,  —  e,  d, 
dann  mit  —  f,  0,  e,  daun  mit  e,  -d,  0,  f,  dann  mit  e, 
f9  0,  und  addire  sie  jedesmal.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 
ihre  linken  Seiten  durch  P,  Q,  R,  S  und  setzt: 

+  + 

dR—fP+eS  =  «e,, 

(7)  dP+eQ  +  fR  =  0. 

Die  letzte  Gleichung  ist  bereits  unabhängig  von  den  c;  nimmt 
man  die  Quadratsumme  von  den  drei  ersten,  so  erhält  man  eine 
zweite  Gleichung  der  Art;  und  wenn  man  die  Werthe  der  c  in 
Gleichung  (5)  einführt,  eine  dritte,  so  dass  die  Functionen  p,  qt  r 
hinreichend  bestimmt  sind. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  zwischen  den  Axen  der  z  und 
z,  durch  den  Winkel  zwischen  der  Winkelfläche  #  und  der 
Ebene  der  xxiv  einerseits  und  der  Ebene  der  xz  andererseits  durch 
£  und  17,  so  kann  man  mittelst  bekannter  Formeln  die  Grössen 
u ,  b ,  c  etc.  auf  zurückfuhren  und  findet: 

Ip—-  cos?7.<0>'  -f  sin&sinq.g', 
9=;8iii  q.{r'  +  sin#cos 

Hier  druckt  &  die  Elongation  des  Pendels,  £  den  Winkel  des  ho- 
rizontalen Umlaufs,  rj  den  der  Rotation  um  die  z-Axe  aus.  Die 
erste  hat  einen  natürlich  gegebenen  Anfang  in  der  vertikalen 
Richtung  und  variirt  zwischen  0  und  n;  die  Horizontalbewegung 
hat  einen  willkürlichen  und  unabhängigen  Anfang  und  variirt  ohne 
Grenzen ;  der  Anfang  der  Rotation  hingegen  ist  bei  einer  Bewe- 
gung der  z-Axe  stets  von  deren  Richtung  abhängig  und  daher  die 

21* 


so  kommt: 


(6) 
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Ebene  erst  zu  bestimmen,  von  welcher  an  man  die  Rotation  zu 
reebnen  hat.  Nimmt  man  an,  der  Körper  sei  ein  Rotationskör- 
per, und  der  feste  Punkt  liege  zugleich  mit  dem  Schwerpunkte 
auf  seiner  Axe;  dann  hat  die  Bewegung  der  Axe  keinen  Einfluss 
auf  die  Rotation;  letztere  wird  vielmehr,  so  oft  die  Axe  in  Ruhe 
kommt,  immer  dieselbe  Geschwindigkeit  haben,  und  0  sein,  wenn 
die  Bewegung  aus  der  Ruhe  hervorging.  In  diesem  Falle  ver- 
schwinden die  Grössen  d,  e,  B—A,  und  die  Gleichung  (3)  gibt 
ein  constantes  r.  Folglich  ist  r  hier  die  Rotationsgeschwindigkeit 
und 

<fy  =  cos#d£; 

die  Gleichung  der  Anfangsebene  der  Rotation.  Da  nun  der  Be- 
griff der  Rotation  nicht  von  der  Gestalt  des  Körpers,  sondern  nur 
von  der  Lage  des  Axensystems  in  demselben  abhängig  ist,  so 
kann  man  unter  der  Rotationsgeschwindigkeit  in  Bezug  auf  die 
i-Axe  in  allen  Fällen  nur  die  Grösse  r  verstehen. 

Es  ist  nun  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  ein  con- 
stantes r  den  Bewegungsgleichungen  genügt.  Die  Lösung  gebe 
ich  hier  nur  für  den  Fall,  wo  der  Schwerpunkt  des  Körpers  auf  der  Axe 
der  z  liegt,  so  dass  letztere  eine  Hauptaxe  wird.  Hier  hat  man 
<£=e=0,  «  =       die  Gleichungen  (6),  (7)  gehen  in  folgende  über:  "  j 

fc=Q,   fcx  =  -  P,   fc2=S,    R  =  0; 

und  nach  Elimination  der  c  erhält  man  folgende  Gleichungen: 

R=0, 

ApQ-BgP+CrS=ß.  j 
Die  erste  dieser  Gleichungen 

(B-A)pq  =  0 

hat  drei  Auflösungen.  Die  erste,  A  —  Bt  entspricht  dem  Falle 
eines  Rotationskörpers,  den  ich  nicht  weiter  betrachten  will.  Die 
beiden  andern,  p  —  0  und  q  —  (),  sind  nicht  wesentlich  von  einan- 
der verschieden,  so  dass  es  hinreicht,  eine  von  beiden,  q  =  0, 
zu  behandeln.   Dann  geben  die  beiden  noch  übrigen  Gleichungen: 

A*p'*  +  W-  C)«r  «p»  +  \{Ap*  +  Cr*  -  h)2  =  f*f 

A(A—  C)  rp*  +  \Cr(Ap*  +  Cr*  —  A)  =  ß. 

Soll  die  letztere  durch  ein  variables  p  erfüllt  werden,  so  muss 
tu  gleicher  Zeit 
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C=2A,  Cr(Cr»-A)=2/* 
sein.    Dies«  vorausgesetzt,  wird  die  erstere: 

und  zeigt,  dass  p  eine  inverse  elliptische  Function  der  Zeit  ist, 
die  jedoch  verschiedene  Form  hat,  je  nachdem 

k%  <  oder  >  AAh* 

ist.  Um  dieselbe  durch  die  Functionen  &  und  H  darzustellen, 
setze  ich  vorher  zur  Vereinfachung  im  ersten  Falle: 


(9) 


A  =  24rcos2y, 
r*  -f  ^  cos  2y  =  ;ia  cos  2d , 

j£sin2y  F=n*sin2o\ 


7t 

wo  0<3<y<2*  angenommen  werden  kann.    Dann  ergibt  sich 

P=Ap',    Q=—Arp,  Ä=0; 
S=i^*  +  /cos2y; 

c  =  -jrp,   ct=-  jp' ,    c2  =  ^.p*  +  cos2y; 

»2  sin2y  Ä 
(10)  cos»  =  c2=£^  jjj^  +  cos2y ; 


(II)  tg17==c,  =  jF; 


(12) 


. / _  £  sin*/   pc      -  cos»— cos 2y 

*  -  sin»  —  ~  sin*»  sin*» 

/  sin2y         cos2y  \ 
—  irVl—  cos  »""1  + cos»/' 


und  die  Differentialgleichung  gebt  über  in  folgende: 
p'*  =  \  (4««sin  Vt  -p»)  (4n»cos**  +  p*). 
Es  sei  jetzt 
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toi 71  0* 
02  2 


sind  =   ,    tosd  —   , 

dann  findet  man 

4«*sin*d —  ü2  ==  4«*   , 

4W2C082d  +  f>»  =  4w*  —   -p— A  ; 

6  2 


und  nach  Einführung  dieser  Werthe 

nt 

Ferner  erhält  man  aus  den  Werthen  von  tgÄ  und  tg(y  — i): 

und  aus  Gleichung  (10): 

l-cos^_  ya  0(M+£)fl(t*-a 

2sin*y  ~'    4^sindcosdtffy-0  2  ^jjCJ^"' 

1  +  cosO  p»tgy  2jK^(«  +  ^+f)^(M-^+^) 

2cos*y  "~  +4raVin<Scösd~-"~"  ®*2  H*£9*u 
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Aus  den  Gleichungen  (9)  folgt: 


7t 


r="V 

Führt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (12)  ein,  multiplicirt  mit 

dl-.!*!**, 

und  integrirt,  so  kommt: 

HJ      i  «<«-ötf(«-t+f> 

i  =  t  {  -  +       «I  9lo8  5"' 

(  «tt+f)        *J  Ö(«  +  DH(M  +  ?+2) 

Durch  blosse  Substitution  bereits  gefundener  Werthe  ergibt  sich 
aus  den  Gleichungen  (11),  (10): 

e(u)H(u  +  %) 
tgi}  =  t  — —  » 

ö*(?+|)  e(M + o        +Ä*eff(«+t+  f )         f ) 

cos#=  9 


V  Ö(M+»e(«-OB(«  +  {+f)Ä(i*-f+r) 
sin  *  =  iffWt  +  ö )  5  *  1  

In  gleicher  Weise  findet  man  im  zweiten  Falle,  wenn  man 
i*=-*co.2yr  f^=n*sUM 

setzt,  wo  man  stets  0<y<ä<f  nehmen  kann, 

ft  1    /^«My  ,\ 

^-cos2y\,2n*sin2Ä""V' 


cos 
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*  83  cos'2yU-cos#      l  +  costf/' 
(14)  p'2  =  ](f>a  -  4n2  sin  2d)  (4w2  cos  *ö—p2). 

Es  sei 

..... 

p  =  2»  Visin  d  cos  <$  — — , 


so  ergibt  sich: 


p'*  sz  4w2sindcosAff42  —  w 


i 


71    s 


p2  —  in2  sin  2<5  =  in2  sin  <5  cos  <J  — —   grj  


2  2  i*2M 


4«2cos2d— pa  =  4«2sindcosd-ö2Q-  g^T*» 

und  nach  Einführung  der  Werthe  in  Gleichung  (14): 

ntSf  sin  6*  cos  d  nt 


Ferner  erhält  man: 

1-cos»        _,         ;>*tgy         „»  «  e(»  +  g)  Q(«  - Q 

2 

L±-£»    <>v-  n    p'e»ty  «*««+g>»(»-t+g> 

2sin*y  C08-'y— "1  +  4n*sindcosd--J1  2           ff*je»S  * 
r  =  n\  -t-ö  l  =  m  V  sindcosä  ■ 


Digitized  by  Google 


nebst  Anwendung  auf  die  Stabilität  des  Kreisels. 
Fährt  man  diese  Werthe  in  Gleichung  (13)  ein,  inultiplicirt  mit 

eoef 

dt  =  —  * 

w  V  sin  ()  cos 6 

und  integrirt,  so  kommt 

^    jr<f+f)  e(t«  +  öe(«-K  +  f) 

und  lür  die  Grössen  t)  und  #  ergibt  sich: 
tang^  =  -i-  —  —  . 

+  f )  ö(«  + 1)  S(u  -  0  +  HV  («  +  £  +  |)  Ö(«  ~£+  | ) 
cos   -  > 

•  ■ 


siD^  =  iH^+  |) 


7T  „   .  71 


Hiermit  sind  für  beide  Fälle  die  sämmtlicheu  topischen  Grös- 
explicite  durch  die  Zeit  ausgedruckt.    Dass  dies«  bei  £  nur 

in  imaginärer  Form  möglich  ist  (indem  £  die  Form  x  V  —  1  hat), 
haben  beide  Fälle  mit  dem  Falle  eines  Rotationskörpers  gemein. 

Es  ist  leicht,  von  der  hier  berechneten  Bewegung  eine  An- 
schauung zu  gewinnen.  Beachtet  man,  dass  ohne  Unterschied 
beider  Fälle 

sintf.g'  rp 
 £>-=tg>?=y 

ist,  und  dass  erstere  Grösse  die  Tangente  des  Winkels  zwischen 
der  Bahn  der  z-Axe  und  der  durch  sie  gehenden  Vertikalehene 
ausdrückt,  nach  derselben  Seite  hin,  wo  auch  tj  den  Winkel 
zwischen  der  Ebene  der  yz  und  der  Vertikalebene  darstellt:  so 
erkennt  man,   dass  die  Ebene  der  yz  fortwährend  die  Bahn  der 
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x-Axe  berührt.    Dieser  Umstand  ist  der  Grund,  warum  die  ganze 

Bewegung  vom  Trägheitsmomente  B  unabhängig  ist. 

> 

Im  ersten  Falle  verschwinden  p  und  p'  abwechselnd  nach  Ab- 
lauf jeder  Periode;  daher  gehen  in  denselben  Zeitpunkten  ab- 
wechselnd die  Ebenen  der  yz  und  xz  durch  die  Verticalebene;  und 
da  beim  Verschwinden  von  p  #  seinen  grössten  Werth  hat,  so 
bildet  die  Bahn  in  ihren  höchsten  Punkten  Rückkehrpuukte. 
cos#  variirt  zwischen  den  Grenzen 

cos2y,    tg2ö*sin2y  -fcos2y, 

deren  Unterschied  abnimmt  und  jede  Kleinheit  erreicht,  wenn  r 
bei  constantem  y  in's  Unendliche  wächst.  Man  kann  daher  durch 
hinreichend  schnelle  Rotation  das  Sinken  des  Pendels  bis  auf 
jeden  Grad  vermindern  und  die  Bewegung  einer  kreisförmigen  so 
nahe  bringen  als  man  will. 

Im  zweiten  Falle  verschwindet  p'  sowohl  für  den  grossten, 
als  f0r  den  kleinsten  Werth  von  &,  während  p  nie  verschwindet. 
Daher  kann  die  Ebene  der  yz  keine  Umdrehung  erleiden ,  sondern 
nur  oscilliren,  so  dass  die  Ebene  der  xz  nach  jeder  Viertelperiode 
vertical  steht.    Hier  variirt  cos#  zwischen  den  Grenzen 

tg6Vin2y  —  1      cot  6*  sin  2y—  1 
cos2y  cos2y 

» 

deren  erstere  stets  negativ  ist,  und  die  einander  gleich  werden 
für  öz=~  oder 

f 

r2=—  jcos#. 

In  diesem  Falle  wird 

sin2y  —  l  _       —  2cos<9> 

und  die  Horizontalgeschwindigkeit,  welche  die  Axe  in  constanter 
Neigung  zu  erhalten  vermag,  ist  demnach 

^V-^cos^ 

«in  Resultat,  das  sich  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  aus 
Gleichung  (2)  ableiten  lässt. 

Die  verticale  Stellung  der  Axe  tritt  nur  ein  auf  der  Grenze 
zwischen  beiden  Fällen,  nämlich  für  k  =  —2Ar,  d.  i.  für  y  =  ~ 
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im  Sinne  der  Gleichungen  (9).  Hier  wird  entweder  ö  =  0  oder 
d=^.  Für  d  =  0  verschwinden  p  und  p' ,  und  #  wird  constaut 
=«,  mithin  nach  dem  Vorigen: 


7E  7t 

Für  5  =  2  wird  ®2  ==oc»  daher  steigt  die  Axe  fortwährend, 
ohne  die  Verticale  je  zu  erreichen.    Hier  ist 

woraus  sich  durch  Integration  ergibt: 

in 


cos#  — 


Ar2 

8(1  -y-) 


(£»»'  +  <?-"<) 


£-r<  +  arctg  , 

wo  11  =  ^2  —  r2  gesetzt  ist.  Der  kleinste  Werth  von  #  ündet 
statt  für  f  =  0,  das  ist: 

* 

cos  #  =  I  — 


II. 

Ein  körperliches  Pendel  hat  vor  einem  einfachen  die  Eigen- 
thümlichkeit,  dass  es  über  der  durch  den  festen  Punkt  gehenden 
Horizontalebene  schwingen  kann,  ohne  durch  dieselbe  zu  gehen. 
Diese  Art  Bewegung  will  ich  jetzt  für  die  genannten  Fälle  con- 
stanter  Rotation  besonders  betrachten,  und  nehme  daher  Ton  nun 

an  uberall  an,  dass  sei.    Der  erste  Fall  constanter  Rota- 
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tion  fand  statt  für  A  =  ß,  wo  die  Gleichungen  (4),  (5),  (3)  in 
folgende  übergehen : 

(15)  A(&*  +  sin  **.£'*)+  fr*— A  =  2/cos#, 

(16)  Asm*&.£  =  frcos*  — k, 

if'— co»4Ktf  =  r. 
Nach  Elimination  von  £'  erhält  man 

(17)  AH\n*& .     =  A(2f  cos  #+A—  Cr*)sin2#-(  Cr  cos  k)* 

Bezeichnet  —  a  das  Maximum,  —ß  das  Minimum  von  cos&,  wo 
i   und  ß  stets  positiv  sind,  so  erhält  die  Gleichung  folgende  Form: 

(18)  sin ^(—  cos # — a)  (ß  +  cos#)  (y  +  cos#). 

Für  #=0  und  &=n  wird  der  erste  Ausdruck  von  sin2#.d'2"^70, 
folglich  kann  y  nicht  zwischen  —1  und  1  enthalten  sein.  Für 

#  =  ky  wird  er 

und  muss  positiv  oder  negativ  sein,  jenachdem  der  Werth  von  # 
innerhalb  der  Grenzen  der  Bewegung  liegt  oder  nicht.  Beziehungs- 
weise wird  auch  aß  negativ  oder  positiv  sein,  folglich  ist  ohne 
Ausnahme 

ldentificirt  man  die  Gleichungen  (17),  (18),  so  ergibt  sich,  wenn 
man  r  als  positiv  betrachtet, 

G*  =  V      V  («  +  IHß  +  l)(y  + 1)±  V <«-!) (P-W- 1)'». 

A==V  T|-V(a+l)(<3+1)(y  +  1)±  V(«-l)tf^l)(y-l)|, 
A=fr*+^-2/«0y. 

Sind  demnach  a,  y  gegeben,  so  sind  im  Allgemeinen  zwei 
wesentlich  verschiedene  Bewegungen  möglich,  welche  dem  obern 
und  untern  Vorzeichen  entsprechen.    Beide  werden  identisch  für 
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f>=— k,  und  dieser  Fall  tritt  ein  für  0=1  und  för  y  =  l.  Es  sei 
zuerst  y>  1.  Dann  bildet  der  Fall  des  Durchgangs  der  Axe  durch 
die  Verticale,  ausgedrückt  durch  0=1,  die  Grenze  zwischen  der 
Bewegung  mit  überwiegender  Rotation  (CV>—  k)  und  der  Bewe- 
gung mit  überwiegender  Flachengeschwindigkeit  (0<  —  k). 

Was  den  Fall  y=l  betrifft,  so  erhalt  man  «,  0,  y  als  Wur- 
zeln der  Gleichung 

Ufa* —  |C«r*- A(Cr*-h) \x*  -  2(Af+  Crk)x  -  A{Cr*-h)  -#»=0, 
welche  für  Cr  =  —  k  übergeht  in 

, (19)  (*-!){ 2Af(l  -  *P  +  (CV»-,4(0*- h +6/))  (1  -*) 

+  ^(Cr*-Ä  +  2/-)}  =  0; 

daher  ist  y=l,  wenn  der  Wrerth  1  nicht  zwischen  den  zwei  übri- 
gen Wurzeln  enthalten,  das  heisst,  wenn 

Cr*  _A  +  2/>0 

ist.   Hieraus  ergibt  sich  folgende  Regel. 

Die  Axe  geht  durch  die  Verticale,  wenn  erstens  die  Rotation 
in  entgegengesetztem  Sinne  von  dem  der  Flächengeschwindigkeit 
stattfindet,  wenu  zweitens  erstere  mit  dem  zugehörigen  Trägheits- 
momente multiplicirt  dem  absoluten  Werthe  nach  der  letzteren 
gleich  ist,  und  wenn  drittens  die  lebendige  Krall  hinreicht,  den 
Korper  mit  seiner  Rotation  bis  zur  verticalen  Stellung  zu  erheben. 

Erreicht  die  Axe  die  Verticale  nicht,  so  können  drei  Ursachen 
stattfinden :  entweder  ist  die  Rotation  im  Verhältniss  zur  Flächen- 
geschwindigkeit  zu  klein  oder  zu  gross,  oder  die  lebendige  Kraft 
nicht  ausreichend. 

Da  es  der  Zweck  dieses  Abschnittes  ist,  eine  Uebersicht  der 
verschiedenen  Fälle  zu  geben,  welche  bei  der  Bewegung  des 
Kreisels  vorkommen  können,  so  lasse  ich  eine  Reihe  solcher  Auf- 
gaben folgen,  welche  zur  Orientirung  in  der  Mannichfaltigkeit  der 
Erscheinungen  besonders  geeignet  scheinen.  Es  möge  durch  den 
Index  o  der  anfängliche  W7erth  einer  jeden  Variabein  bezeichnet 
sein. 

1.  Welche  Bewegung  erfolgt,  wenn  dem  Kreisel  in  irgend 
einer  geneigten  Stellung  eine  blosse  Rotation  ertheilt  wird? 

Hier  hat  man 


r=fh',   k  =  Crcosfr0,   h  =  Cf*~  9f«M*0 
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Die  Gleichung  (19),  welche  in  folgende  übergeht: 
(x  +  cos  fr0)  { 2Af(l  -  **)  +  C*r*  (x  +  cos  fr0) }  =  0 , 
hat  die  Wurzeln: 

«  =  -0r-,     0=-COSfro,  y=_i:3r, 

wo  F  =  V  CV»  +  8Af(2Af+  CV^osfro)  gesetzt  ist.  Damit  die 
erste  positiv  sei,  muss 

2^/"  <  — C*r*  cos  fr() 

sein.  Alsdann  ist  sie  auch,  wie  man  leicht  findet,  stets  kleiner 
als  die  zweite,  mithin  fr0  der  grusste  Werth ,  den  fr  erreichen  kann. 

* 

Nun  ist  die  Tangente  des  Winkels  zwischen  der  Bahn  der 
Axe  und  der  Verticalebene : 

sin  fr.  g'     r    .     aI  cos  fr  —  cosfr0  

— £7—  -Crsmfry  2^sin*fr- ^»(cosfr-c^Öo)' 

im  Anfang  der  Bewegung  =0;  folglich  bewegt  sich  die  Axe  im 
Anfange  vertical  nach  unten,  wendet  sich  dann  all  mal  in,  so  dass 
sie  fflr  cosfr=  —  a  eine  horizontale  Bewegung  hat  und  steigt  bis 
fr=fr0,  wo  die  Bahn  einen  Huckkehrpunkt  bildet. 

2.  Welche  Horizontalgeschwindigkeit  muss  ausser  der  Rota- 
tion dem  Kreisel  ertheilt  werden,  damit  er  nicht  anfänglich  sinke? 

Für  fro'=0  wird 

Cr2  —  h  =  2/cos  fr0  —  A  sin  2fr0 .  |0'a , 

k  =  Cr  cosfr0  —  A  sin  2fr0 .  £0' , 

daher 

fr     =  (cOSfr  -  COSfro)  f  J  — ^2  ^r^fr 

Der  erste  Factor  ist  positiv  oder  negativ,  jenachdera  fr0  der 
grösste  oder  kleinste  Werth  von  fr  ist.  Ein  Gleiches  gilt  daher 
auch  vom  zweiten.   Für  fr  =  fr0  wird  der  zweite  Factor 


=  ^-^y-2V*cosfrü. 
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* 

Damit  er  negativ  sei,  muss  er  erstlich  in  Bezug  auf  t0'  zwei  reelle 
Fadoren  haben,  d.  h.  es  muss 

CV>  -4^cos#0 

sein,  und  überdiess  muss  £>'  zwischen  den  beiden  Wurzeln  ent- 
halten sein: 

Cr  ±  V  C*r*  +  4Af'co~i¥0 
—2/1  cos  #0 

3.  Welche  Hortzontalgeschwindigkeit  muss  der  Axe  ertheilt 
»erden,  damit  sie  in  der  Horizoutalbewegung  beharre? 

Die  einzige  Bedingung  ist,  dass  a  =  ß  sei,  und  diess  findet 
dem  Vorigen  zufolge  statt  filr 

■  >  —  Cr±^  C*r* +  4Af  cos&0 
*°  -  -2,4cosÖ~  * 

Aus  der  Gleichung  der  Flächengeschwindigkeit  geht  hervor,  dass 
alsdann  |'  constant  wird. 

4.  Welche  Rotations-  und  Horizontalgeschwindigkeit  muss 
dem  Kreisel  ertheilt  werden,  damit  die  Axe  durch  die  Verticale 

gehe? 

Der  oben  aufgestellten  Regel  zufolge  wird  erfordert,  das« 

Cr= — k,  Cr*-h+2f<0 

sei;  diess  gibt  nach  den  Gleichungen  (15),  (16),  wenn  man  die 
anfänglichen  Werthe  der  Variabein  einfuhrt  und  daraus  k  und  h 
bestimmt,  die  beiden  Bedingungen: 

Cr 

^=^(1— COS^o)' 
CV»>  2Af(i  -cos #0). 

Es  müssen  mithin  r  und  £0'  ein  bestimmtes  Verhnitniss  haben 

und  überdiess  gross  genug  sein. 

.♦ 

5.  Welche  Geschwindigkeiten  müssen  dem  Kreisel  ertheilt 
»erden,  damit  die  Axe  ohne  Aufhören  steige? 

Die  Zeit  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  eine  elliptische  Function 
erster  Gattung  von  cos#  für  den  Modulus 


v 
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Die  Periode  wird  daber  unendlich  gross,  wenn  ß=y  ist,  d.  b. 
wenn  beide  Grössen  =1  sind.  Hieraus  sieht  man  zunächst,  dass 
$  keinen  andern  Grenzwerth  haben  kann  als  n.  Lässt  man  dem- 
gemäss  in  Gleichung  (19)  auch  den  zweiten  Factor  für  x=l  ver- 
schwinden, so  erhält  man: 

oder 

woraus  die  Werthe  hervorgehen: 

sinT 

*'       /,=  -2V^sin|0,   Ä  =  2Al-~sin^), 

.  #0 

A'1-CQB&'  * 

2/  # 
=  2  cot (cos  #0  —  cos#). 

Die  Integration  der  zwei  letzten  Gleichungen  gibt: 

»  2c.sf 

l=<V38,n2+arc,s  

6.   Welche  Rotationsgeschwindigkeit  muss   der  Kreisel  in 
verticaler  Stellung  zum  wenigsten  haben,  um  im  stabilen  Gleich 
gewicht  zu  sein? 

Die  Bedingung  lässt  sich  aus  jedem  der  vier  zuletzt  betrach- 
teten Fälle  abnehmen,  indem  man  nur  &0z=n  setzt  und  j-'  als 
gleichgültig  ansieht.  Es  zeigt  sich  in  voller  Uebereinstimmung, 
dass ,  wenn 

.     =  c 

ist,  die  Axe  ihre  verticale  Stellung  nicht  verlassen  kann. 
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Das  letzte  Resultat  lässt  sich  mit  voller  Genauigkeit  unbe- 
schadet der  Reibung  auf  einen  wirklichen  Kreisel  anwenden.  Er 
wird  seine  verticale  Stellung  gerade  in  dem  Augenblicke  verlas- 
sen, wo  seine  Geschwindigkeit  durch  Reibungswiderstände  auf 
den  angegebenen  Werth  reducirt  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Kreiselbewegung  anderer  als 
Rotationskörper  zu  untersuchen.  In  Betreff  der  beiden  Fälle,  wo 
sich  infolge  der  constanten  Rotationsgeschwindigkeit  die  Bewegung 
vollständig  berechnen  Hess,  hat  sich  gezeigt,  dass  sowohl  eine 
Bewegung  mit  überwiegender  Rotation  (Cr> — k)  als  mit  über- 
wiegender Flächengeschwindigkeit,  über  der  Horizontalebene  des 
festen  Punktes  möglich  ist.  Die  speciellen  Bedingungen  sind  be- 
reits aufgestellt  worden.  Den  Fall  einer  Circularbewegung  jedoch, 
welcher  auch  den  einer  Rotatiou  um  die  vertical  stehende  Axe 
in  sich  begreift,  will  ich  noch  besonders  betrachten,  insofern  die 
Bedingungen  sich  hier  unter  allgemeinern  Voraussetzungen  ablei- 
ten lassen. 

Wollte  man  in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  &  con- 
stant  setzen,  so  würde  man  finden,  dass  (den  einen  Fall  A  —  B 
ausgenommen)  auch  tj,  und  demzufolge  £'  constant  wird.  Dadiese 
Untersuchung  ohne  positives  Resultat,  daher  ohne  Interesse  ist, 
so  beginne  ich  sogleich  mit  der  Voraussetzung,  dass  0-,  tj  und  £' 
constant  seien.  Die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  deren  jede  alsdann 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  geben  nach  Elimination  von 
£'*  nur  die  eine  Gleichung 

(20)  tg*= j  1—B  7l—  +  -f  ^ ' 

Die  Geschwindigkeit  gibt  Gleichung  (3)  in  folgendem  Ausdrucke: 

eine  Gleichung,  «die  sich  unter  zwei  um  n  verschiedenen  We- 
then von  fj  immer  nur  für  einen  erfüllen  lässt. 

Setzt  man 

2dß—C  2eC-A 

so  wird  ^ 

.  A       sin(t?  +  y) 
=  *    sin2i,  ' 

TJwil  XXV.  29 


Digitized  by  Google 


334  Hoppe:  Körperliches  Ravmpendel  bei  com  tan/er  Rotation,  etc 


und  hat  ein  Maximum  und  ein  Minimum  für 

m 

Letzteres  ist  positiv  und  sei  =  tg#,,  ersterea  negativ  =  —  tgtfj, 
und  zwar  hat  man: 

tg#i  =  (>(tgV  +  cot 

Wahrend  nun  r\  von  —  q>  bis  In — q>  wächst,  variirt  &  einmal 
zwischen  0  und  n — 0fc  und  einmal  zwischen  n  und  ^ ;  daher 
gibt  es  für  jedes  #  zwischen  &x  und  n — &t  vier,  für  jedes  # 
ausserhalb  dieser  Grenzen  zwei  Werthe  von  r\,  welche  der  Glei- 
chung (20)  genügen.  Erstere  liegen  in  allen  vier  Quadranten,  so 
dass  stets  zwei  von  ihnen  die  Gleichung  ('21)  befriedigen  können; 
letztere  in  denjenigen,  wo  tgqp  und  igt]  entgegengesetztes  Zeichen 
haben,  so  dass  nur  einer  von  Anwendung  ist. 

Für  jede  Neigung  der  Axe  gibt  es  also  im  Allgemeinen  eine 
oder  zwei  Lagen  des  Körpers,  in  denen  er  sich  kreisförmig  bei 
bestimmter  Geschwindigkeit  so  um  die  Verticale  dreht,  dass  er 
dieser  immer  dieselbe  Seite  zukehrt.  Die  Lage  findet  man  bei 
gegebener  Neigung  durch  Auflösung  der  Gleichung  (20)  nach  17, 
und  die  Geschwindigkeit  durch  Gleichung  (21).  Für  sin#  =  0 
wird  im  Allgemeinen  £'2  unendlich  gross.    Lässt  man  den  Zähler 

d  e_ 

sin  r\  "    cos  rj 

verschwinden,   so  wird 

tg#— ±  — j — » 

das  heisst,  der  Schwerpunkt  liegt  auf  der  Verticale;  und  g'=0, 
wenn  nicht  d  =  e=:0  ist.  Nur  in  letzterem  Falle  ist  demnach 
eine  Rotation  um  die  verticale  Axe  möglich. 

Hier  wird  Gleichung  (20): 

f(A  —  Z?)sini?cosi7tg#  =  0. 

Für  cos  17=0  gibt  Gleichung  (2): 

Sobald  alfigt  OA  ist,  ist  bei  bestimmter  Geschwindigkeit  eine 
Circularbewegung  über  der  Horizontalebene  des  festen  Punktes  bei 
jeder  Neigung  der  Axe  möglich.    Für  &  z=  n  erhall  man: 
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und  zwar  drückt  hier  g  die  Rotationsgesch windigkeit  aus,  weil 


Ueber  die  Singularitäten  der  Flächen. 

Von 

Herrn  Docfor  Maury 
<  oromisanrischem  Lehrer  am  Latlml.  Gymncminm  ia  Co  In. 


Gewöhnlich  drückt  man  eine  Fläche  durch  eine  Gleichung 
zwischen  drei  Veränderlichen  aus.  Wenn  diese  Veränderlichen 
Punktcoordinaten  bedeuten ,  so  stellt  jedes  Sjfstem  von  Werthen 
für  die  drei  Veränderlichen,  welches  der  gegebenen  Gleichung 
genügt,  einen  Punkt  der  Fläche  dar;  sind  es  aber  Plancoordina- 
ten,  so  bestimmt  jedes  System  von  Wertben  für  die  drei  Verän- 
derlichen, welches  der  gegebenen  Gleichung  genügt,  eine  Ebene, 
welche  die  Fläche  umhüllt.  Wenn  eine  Fläche  durch  Punktcoor- 
dinateti  ausgedrückt  ist,  so  findet  man  in  jedem  Punkte  nur  eine 
einzige  Berührungsehene;  wenn  sie  aber  durch  Plancoordinaten 
ausgedrückt  ist,  so  findet  man  in  jeder  umhüllenden  Ebene  nur 
einen  einzigen  Berührungspunkt.  Die  Wahrheit  dieser  beiden 
Sätze  folgt  leicht  aus  §.  3.  In  besonderen  Fällen  jedoch  erleiden 
sie  eine  Beschränkung.  Eine  Fläche,  bei  welcher  dieser  beson- 
dere Fall  eintritt,  hat  eine  Singularität. 

Es  gibt  daher  zwei  Arten  von  Singularitäten:  singulare  Punkte, 
d.h.  Punkte,  in  welchen  die  Fläche  mehrere  Berührungsebenen 

22* 
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hat,  und  singulare  Ebenen,  d.  h.  umhüllende  Ebenen  der  Fläche, 
in  welchen  mehrere  Berührungspunkte  liegen. 

{.2. 

Gewöhnlich  ist  die  Gleichung  einer  Fläche  nicht  homogen. 
Wenn  man  aber  die  ursprünglichen  Veränderlichen  pt  q,  r  durch 

p       Q  H 

neue  Veränderliche      >    -g$         ersetzt,  so  wird  sie  homogen 

zwischen  den  neuen  Veränderlichen  P,  Q,  ß,  S.  Diese  sind 
lineare  Funktionen  der  ursprünglichen  Veränderlichen;  wenn  ins- 
besondere S  eine  Constante  oder  gleich  der  Einheit  ist,  so  ist 
die  neue  Gleichung  identisch  mit  der  ursprünglichen. 

f.  3. 

Es  sei 

U  =  0  (1) 

die  Gleichung  einer  Fläche  nter  Ordnung  oder  wten  Grades.  Sie 
sei  homogen  zwischen  den  vier  Veränderlichen  p,  qt  r,  §, 

Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt: 

dü        dü       dü       dü  „  _ 

dj  ?  +  ~dq  *  +  rfr" ' r  +  1h  '  '=* '  ü=0' 

Wenn  man  die  partiellen  Differential-Quotienten  als  constant  an- 
sieht oder,  was  dasselbe  ist,  sie  auf  bestimmte  Werthe  der  Ver- 
änderlichen ,  p' ,  q' ,  r',  i',  bezieht  und  sie  zur  Unterscheidung 
einklammert,  so  stellt  die  Gleichung 

(©"(fVC£>+(f>-°  • 

einen  geometrischen  Ort  erster  Ordnung  oder  ersten  Grades  dar, 
je  nachdem  die  Veränderlichen  Punkt-  oder  Plancoordinaten 
bedeuten. 

Wenn  die  Werthe  q' ,  r',  *'  die  Gleichung  (1)  befriedi- 
gen, so  befriedigen  sie  auch  die  Gleichung  (2);  denn  diese  ent- 
hält die  Gleichung  (1)  als  Faktor.  Wenn  man  ferner  die  Glei- 
chung (I)  und  die  Gleichung  (2)  vollständig  differentiirt  und  die 
partiellen  Differential- Quotienten  auf  dieselben  Werthe  der  Ver- 
änderlichen bezieht,  so  erhält  man  identisch  dasselbe.  Wenn  nun 
die  Veränderlichen  Punktcoordinaten  sind,  so  stellt  die  Gleichung  (2) 
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die  Ebene  dar,  welche  die  Fläche  U=0  im  Punkte  (p'q'r's') 
berührt.  Denn  die  Gleichung  (2)  ist  vom  ersten  Grade  und  ihr 
geniigen  ferner  die  Werthe  p't  q't  r',  s' ;  also  stellt  sie  eine  Ebene  dar, 
welche  durch  den  Punkt  (p'q'r's')  geht.  Dieser  liegt  aber  auch 
in  der  Fläche  C7=0.  Ausserdem  sind  endlich  für  diesen  Punkt 
auch  die  partiellen  Differential -Quotienten  der  Ebene  und  der 
Fläche  einander  gleich. 

Sind  aber  die  Veränderlichen  Plancoordinaten,  so  stellt  die 
Gleichung  (2)  den  Punkt  dar,  in  welchem  die  Fläche  17  =  0  von 
der  umhüllenden  Ebene  (p'q'r's')  berührt  wird;  denn  die  unmittel- 
bar darauf  folgenden  umhüllenden  Ebenen  gehen  ebenfalls  durch 
den  Punkt  (2).  Ausserdem  ersieht  man  aus  der  Form  der  Glei- 
chung (2) ,  dass  für  das  eine  Coordinatensystem  die  Berührungs- 
ebene in  jedem  Punkte,  für  das  andere  aber  der  Berührungspunkt 
in  jeder  umhüllenden  Ebene  immer  nur  ein  einziger  und  vollkom- 
men bestimmter  ist,  ausser  wenn  gleichzeitig 

CS)-*  ($=••  &><•■  (£)- 

ist. 


f.  4. 

Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt 
ferner : 

d*U  m    it*U  m    d*U  „  td*U9  .  nd*U       n€l*U  nd*ü 

Wenn  man  wieder  die  partiellen  Differential -Quotienten  auf 
bestimmte  Werthe  der  Veränderlichen  p',  q',  r',  s'  bezieht,  so 
entsteht  die  Gleichung: 

<S&*<8)HS*>*(S)* 

welche  einen  geometrischen  Ort  zweiter  Ordnung  oder  zweiter 
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Klasse  darstellt.  Dieser  hat  mit  der  Flache  (7  =  0  immer 
Berührung  erster  Ordnung.  Denn  die  Werthe  p' ,  q' ,  r*,  *'  genögen 
der  Gleichung  C7  =  0;  sie  genügen  aber  auch  der  Gleichung  (3), 
da  sie  den  Faktor  U  enthält.  Ferner,  wenn  man  die  Gleichung 
17  =  0  vollständig  differentiirt,  erhält  man: 

dV  ,    (  dü,      dV  .  <lü 

ä^dp  +  -^dq  +  -^dr  +  w  df=0-  (4) 

^    dü    dV    dü    dü .  „    ...        .     ,  ,v. 

Da  -7—»  -s-»  -T~»  -T-  homogene  Funktionen  des  (w—  I)ten 
dp      dq      dr      ds  ° 

Grades  sind,  so  folgt  aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen 
Funktionen : 

dU        1     [d*V     ,   rf»t7       tfatf    .  rf2t7  j 
^s^l^*+^*  +  ^r+*EÄl  '  (4) 

dq=n-l\  dq*  fl  +  dpdq  P  * dqdr*  +  tftftf«  *  \  ' 

dü__l_\d^ü    ,d?ü       d?U      &V  I 
dr  f  dr*  r+  dpdrP  +  dqdrq  * drds*  \  ' 

efr  — «_]  (  ds*  *  +  dpdsP+dqdsq  +  </rd* 


Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4)  setzt,  den  ge- 

1 

raeinschaftlichcn  Faktor  a,s  von  ^ul*  verschieden  weglässt 

und    die  partiellen  Differential  -  Quotienten   auf  die  bestimmten 

W7erthe  p'y  q',r'f  s'  bezieht,  so  erhält  man: 

« 

+ i(P)»+Cw)p+(^)r+G%'),i rf« 
+l(^)r+(w)p+(^)9+(S)'  (rfr 

Identisch  dasselbe  erhält  man,  wenn  man  die  Gleichung  (3) 
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einmal  vollständig  differentiirt  und  den  gemeinschaftlichen  Faktor 
2  als  von  Null  verschieden  weglässt.  Also  haben  die  beiden  geo- 
metrischen Oerter  (1)  und  (3)  für  das  System  der  Werthe  p',  o',  r',  s' 
nicht  blos  dieselben  Coordinaten,  sondern  auch  dieselben  partiellen 
Differential -Quotienten  erster  Ordnung,  mithin  haben  sie  mit  ein- 
ander  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung. 

Wenn  man  aber  die  Gleichung  17  =  0  zweimal  vollständig 
differentiirt  und  die  Veränderlichen  alle  als  abhängig  ansieht,  so 
erhält  man: 


(5) 


+  2  dpdi  P  g  +2dj>dr  P     +   dfds  P 
d2U  d?U  d2U 

,  dV  _    ,  dV  _    ,dü,.dU„  „ 
+  ^7  ^  +  rf^  ^  +  rfr  ^  +  di"  ^ =° 

Wenn  man  die  Gleichung  (3)  in  derselben  Weise  zweimal 
vollständig  differentiirt,  so  erhält  man: 

+dlr  !(S)r+(sJ&)^+Cw')»+(Ä)'i 

+  ä  i(3?J> + foa?>  +{äVd7)^{d7d7y\  =°' 

Von  den  Grössen  p,  9,  r,  f  kann  man  jedoch  drei  als  unab- 
hängig ansehen,  mithin  sind  von  den  vier  Grossen  d2p ,  //*2^,  <f*r, 


+ 
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d*s  drei  gleich  Null.  Die  Wahl  der  abhängigen  Veränderli« 
bleibt  willkürlich.  Wenn  man  daher  in  der  Gleichung  (5)  die  par- 
tiellen Differential -Quotienten  auf  die  Werthe  p' ,  q' ,  r' ,  s'  be- 
zieht, so  wird  sie  erst  dann  mit  der  Gleichung  (6)  identisch,  %veun 
man  hat  : 

/dU\     /d*U\    J  d*U  \    .  /  <ft Ü  V  .  /  dW  \ 

(if) = (s^)  * + )  p+ (4^) r + (4^)*' 

/  d*U  \      /  d*U  \    ,  /  d*U  \ 

\d?) = { dr^) r + Wd?)  p *  i  rf^p;  *+  (^575?;  • . 

(^?)  =  (^) 1  +  G^w)*+  (d^'w)      Gr^)  r 

Aus  den  Gleichungen  (4*)  folgt  leicht,  dass  diese  Gleichun- 
gen nur  bestehen  können,  wenn  ist: 

($)-'■     ©-».  (S)-  « 

Wenn  diese  Gleichungen  stattfinden,  so  haben  die  geometri- 
schen Oerter  (1)  und  (3)  eine  Berührung  zweiter  Ordnung. 

§.  5. 

Aus  dem  Lehrsatze  von  den  homogenen  Funktionen  folgt  ferner: 

<SV*<äS).-(S5)-<S?)' 

+  ....  =  »(m-1)(»-2)  tf==0. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  geometrischen  Ort  dritter  Ordnung 
oder  dritter  Klasse  dar,  welcher  mit  der  Fläche  17=0  immer 
eine  Berührung  erster  Ordnung  hat.  Er  hat  aber  damit  auch  eine 
Berührung  zweiter  Ordnung,  wenn  die  partiellen  Differential-Quo- 
tienten erster  Ordnung  einzeln  verschwinden:  und  auch  eine  Be- 
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rübrung  dritter  Ordnung,  wenn  die  partiellen  Differential-Quotien- 
ten zweiter  Ordnung  jeder  für  sich  verschwinden.  Diese  beiden 
Sätze  lassen  sich  leicht  beweisen  durch  Entwicklungen ,  welche 
denen  in  §.  4.  ganz  analog  sind. 

f.  6. 

Die  in  den  §§.  4.  und  5.  gefundenen  Resultate  lassen  sich 
folgender m asse n  verallgemeinern : 

fdmU\      .  /d"U\         /dmU\  /d>»U\ 
/     dmU  \ 

+  mUp'—*dq'  jf^f s«(*-l)....{ii-(«-l)|C7=0. 

- 

Der  durch  diese  Gleichung  ausgedrückte  Ort  hat  mit  der  Flache 
U=0  immer  eine  Berührung  erster  Ordnung.  Die  Ordnung  steigt 
bis  vi,  wenn  sämmtliche  partielle  Differential -Quotienten  von  der 
ersten  bis  (w  — l)ten  Ordnung  inclusive  jeder  für  sich  verschwinden. 

♦ 

fr  7. 

In  den  folgenden  Entwickelungen  wollen  wir  nur  die  Glei- 
chung (3)  näher  betrachten  und  annehmen,  dass  die  Gleichun- 
gen (8)  stattfinden. 

Zuerst  wollen  wir  die  Bedeutung  dieser  Bedingungsgleichun- 
gen aufsuchen. 

Wenn  wir  diese  Werthe  der  partiellen  Differential-Quotienten 
erster  Ordnung  in  die  Gleichung  (2)  setzen,  so  geniigen  dieser 
alle  beliebigen  Werthe  der  Veränderlichen  pt  q,  r,  f.  Daraus 
folgt,  dass  für  das  Punktcoordinaten -System  die  Fläche  U  im 
Punkte  (p'q'r's')  mehr  als  eine  Berührungsebene  hat;  für  das 
Plancoordinaten -System  aber,  dass  in  der  umhüllenden  Ebene 
{p'q'r's')  mehr  als  ein  Berührungspunkt  mit  der  Fläche  ü  liegt. 

Ferner,  fassen  wir  die  Bedingungsgleichungen  rein  algebraisch. 
Wenn  die  erste  abgeleitete  Funktion  einer  auf  Null  gebrachten 
algebraischen  Gleichung  für  eine  Wurzel  derselben  verschwindet, 
so  ist  diese  Wurzel  eine  doppelte.  Also  ist  (p'q'r's')  in  dem 
einen  Coordinaten- System  ein  Doppelpunkt,  in  dem  andern  eine 
Doppelebene. 

Demnach  drücken  die  Bedingungsgleichungen  aus,  dass  sich 
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die  Fläche  V  in  einem  der  in  §.1.  bezeichneten  besonderen  Fälle 
befindet,  mithin  eine  Singularität  aufweist. 

Die  Bedingungsgleichungeu  lassen  sich  noch  anders  auffassen. 
Wir  haben  die  vierte  Veränderliche  nur  hinzugefügt,  um  die  Glei- 
chung homogen  zu  machen.  Wir  dürfen  sie  demnach  gleich  jeder 
beliebigen  Constanten,  insbesondere  gleich  der  Einheit  setzen. 
Dann  haben  wir  aber  zur  Bestimmung  der  drei  übrigen  Veränder- 
lichen vier  Gleichungen;  eine  davon  ist  mithin  uberflüssig;  sie 
ist  eine  Bedingungsgleichung,  welche  befriedigt  sein  muss,  wenn 
die  Fläche  eine  Singularität  besitzen  soll.  Nicht  jede  Fläche  hat 
demnach  eine  Singularität  aufzuweisen. 


Die  Veränderlichen  seien  zuerst  Punktcoordinaten. 

Wir  wollen  annehmenT  die  Fläche  U  sei  in  dem  Doppelpunkte 
{p'q'r's')  von  irgend  einer  Ebene  durchschnitten,  die  Tangente 
an  die  Durchschnittscurve  im  Punkte  {p'q'r's')  sei  bestimmt. 
Hierauf  wollen  wir  die  durchschneidende  Ebene  um  eine  Axe 
drehen,  welche  in  ihr  selbst  liegt  und  durch  den  Punkt  {p'q'r's') 
geht.  Wenn  wir  jedesmal  die  Tangente  an  die  Durchschnittscurve 
im  Punkte  {p'q'r's')  bestimmen,  so  werden  diese  eine  Kegel- 
fläche in  der  weitesten  Bedeutung  des  Wortes  bilden.  Denn  die 
Generatrix  ist  eine  gerade  Linie  und  die  Directrix  ein  Punkt. 

Die  Veränderlichen  seien  Plancoordinaten. 

Die  Berührungspunkte  in  der  Doppelebene  {p'q'r's')  wer- 
den dann  eine  irgendwie  gestaltete  Curve  bilden.  Wir  behaupten 
nun,  die  Gleichung  (3)  sei  der  analytische  Ausdruck  für  jene  co- 
niscbe  Fläche,  respective  för  jene  Curve. 


f.  8. 


4 


§.  9. 


Zur  Abkürzung  sei : 


A»; 


- 
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Dadurch  nimmt  die  Gleichung  (3)  die  Form  an: 

Ap*  +  A  qH  A"tH  A«'**\1Bpq  +  <2B'pr  +  2B"qr 
f  2Cps  +  2CV  +  =  £u  =  /(p,  </,r,  s)  =z  0 

Die  Bedingungsgleichungen  (7)  und  (8)  werden: 

da 

Ap  +  Bq  +Br+Cs  s»i~  =  0. 


dp 

A'q\Bp  +ÄflrfC'i=i^=0, 


dr 

A»'s  \Cp  +  C'q  +  Cr-  \  ~  =0. 


Es  bezeichne  ferner: 

die  Funktion  to,  wenn  man  />,  statt  p,  qx  statt  ^  und  r,  statt  r  setzt. 
Die  Taylor 'sehe  Reihe  gibt  uns  dann: 

da'        da'  da}' 
f<Pi+P>  ?i  f rt+r,  *)  =  °>'  +  rf^^  +  ^9  +  ^r 

f  rf^  2  +tf*«'2  f  </r,*'2  +dp^qlM+dp^irr+df]^7lt>T' 

Nach  dem  Satze  von  den  homogenen  Funktionen  ist: 
4     ./</«'        rfw'      §  da'       da'  \ 

Daraus  folgt: 

rfdj'  rf(ö'  f/fi)' 

*)  =  i^(^+2/))  +  i^(^1+2<7)-r-4^-(r1+2r) 
rfw'    .<Prtp*      d^£    fPa^r*        (Pen'  d*a>' 


Ferner  ist 


Digitized  by  Google 


i)44 


tiaur:  Ueöer  tot  Singularitäten  der  Flächen. 


dto' 

1^-  =  ^',,  +BPl  f  B"r,  +  C't, 

/Im' 

i  ~  =A\  +  Ufa  +  2?"Vl  +  C#, 

i^=^i  +       +        4  Cr,. 

Diese  Gleichungen  werden  jede  für  sich  gleich  Null  durch  die 
Werthe  p't  q',  r',       welche  man- aus  den  Bedingungsgleicbun 
gen  (9)  findet. 

Ferner  ist: 

dp?-lA>    ätf-LAy    dr~*-ZA  ' 
=2#,    ~-~-=2B\  =z2B". 


dpxdqx  dpxdrx  *  dqxdrl 

Dadurch  erhalten  wir: 

+  2#j>?  + 2ß'/>r  +  2£>\  3 

Diese  Gleichung  ist  homogen  zwischen  den  drei  Veränderlichen 
//,  q,  r.  Durch  die  Transformation  ist  nur  der  Anfang  der  Coor- 
dinaten  in  (p'q'r'sf)  verschoben  worden,  ohne  die  Richtung  der 
Axen  zu  ändern. 

Die  Gleichung  (10)  stellt  nun  im  System  der  Punktcoordinaten 
eine  conische  Fläche  dar,  deren  Spitze  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  liegt;  im  System  der  Plancoordinaten  aber  eine  ebene 
Curve,  welche  in  der  Ebene  {p'q'r's')  liegt,  von  welcher  aus 
die  umhüllenden  Ebenen  gerechnet  werden.  Es  seien  nämlich  die 
Veränderlichen  zuerst  Punktcoordinaten.  Die  Fläche  (10)  geht 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Denn  ihre  Gleichung 
enthält  kein  von  den  Coordinaten  unabhängiges  Glied.  Ferner, 
jede  Ebene,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
geht,  schneidet  die  Fläche  (10)  in  zwei  geraden  Linien.  Es  sei 
nämlich 

r=mp  +  nq 

die  Gleichung  der  schneidenden  Ebene.    Wenn  wir  aus  dieser 
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Gleichung  und  der  Gleichung  (10)  die  Veränderliche  r  eliminiren, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  «wischen  den  beiden  übri- 
gen Veränderlichen  homogen  ist.  Ohne  die  Rechnung  wirklich 
auszufuhren,  finden  wir  hieraus: 

oder 

Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  geraden  Linien  dar, 
welche  entweder  reell  oder  imaginär  sind  oder  zusammenfallen. 
Mithin  ist  die  Fläche  (10)  eine  conische  Fläche. 

Sie  ist  aber  auch  mit  der  conischen  Fläche  identisch,  welche 
in  §.8.  besprochen  wurde.  Denn  sie  haben  dieselbe  Spitze;  ihre 
entsprechenden  Generatricen  fallen  zusammen,  da  sie  dieselbe 
Curve  in  demselben  Punkte  berühren. 

Es  seien  ferner  die  Veränderlichen  Plancoordinaten.  Dann 
stellt  die  Gleichung  (10)  eine  ebene  Curve  dar.  Der  durch  die 
Gleichung  (10)  ausgedrückte  geometrische  Ort  zweiter  Klasse  hat 
mit  dem  durch  dieselbe  Gleichung  ausgedrückten  geometrischen 
Orte  zweiter  Ordnung  eine  vollständige  Reciprocität.  Jedem  Punkte 
der  conischeu  Fläche  entspricht  eine  umhüllende  Ebene  jenes 
Ortes  zweiter  Klasse.  Allen  Punkten  der  conischen  Fläche, 
welche  in  einer  geraden  Linie  liegen,  entsprechen  umhüllende 
Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  schnei- 
den. Mithin  entspricht  jeder  Generatrix  der  conischen  Fläche 
eine  umhüllende  gerade  Linie.  Ferner  alle  Generatricen  gehen 
durch  denselben  Punkt,  mitbin  liegen  alle  umhüllenden  geraden 
Linien  in  derselben  Ebene.  Also  stellt  die  Gleichung  (10)  im 
System  der  Plancoordinaten  eine  ebene  Curve  dar,  welche  in  der 
Ebene  (p'q'r's')  liegt.  Aber  diese  Curve  liegt  auch  vollständig 
in  der  Fläche  U=0.  Denn  Fläche  und  Curve  haben  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung.  Wenn  man  daher  von  der  Ebene 
(p'q'r's')  ausgeht,  findet  man  unmittelbar  noch  zwei  umhüllende 
Ebenen,  welche  sowohl  zur  Fläche,  als  auch  zur  Curve  ge- 
hören. Drei  sich  schneidende  Ebenen  bestimmen  aber  einen  Punkt. 
Dieser  Punkt,  der  Durchschnittspunkt  der  drei  auf  einander  fol- 
genden Ebenen,  welche  sowohl  die  Fläche,  als  auch  die  Curve 
umhüllen,  gehört  mithin  zur  Fläche  und  zur  Curve.  Daraus  folgt, 
dass  sämmtliche  Punkte  der  Curve  auch  in  der  Fläche  liegen. 
Mithin  ist  die  Curve  (10)  diejenige  Curve,  in  welcher  die  Fläche 
U  von  der  singulären  Ebene  (p'q'r's')  berührt  wird. 
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f.  10. 

Durch  ganz  analoge  Entwickelungen  findet  man,  dass  die  in 
§.  5.  aufgestellte  Gleichung  der  analytische  Ausdruck  für  den 
Berührungskegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  für  die  Berüh- 
rungscurve  in  der  singulären  Ebene  ist,  wenn  die  partiellen  Diffe- 
rential-Quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  einzeln  =0  sind. 

§.  11. 

Die  bisherigen  Resultate  lassen  sich  ganz  allgemein  ausdrucken : 

\dp'-Jp   +  \dq-J'1   +\dr*J'T  +Vrf»-/ 
/  dmV  \      .         /  dmV  \ 

+ '"  Km^w)  pm~li + Pm~lr 

('  dmU  \ 
3pz=rt,)p>»-h+....=o. 

Diese  Gleichung  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Berührung* 
kegel  in  dem  singulären  Punkte  oder  fär  die  Berührungscurve  in 
der  singulären  Ebene,  wenn  sämmtliche  partielle  Differential- 
Quotienten  von  der  ersten  bis  (in  — l)ten  Ordnung  inclusive  jeder 
für  sich  verschwinden. 

§.  12. 

Vor  Allem  wollen  wir  jetzt  die  Gleichung  (10)  in  die  für  un- 
sern  Zweck  geeignetste  Form  bringen. 

Es  bezeichne: 

f\p,  q,  r)==Ap*+A'q*+  A^^Bpq^B'pr^Wqr.  (11) 
Ferner : 

np">  <i">  r)  =  <*'' =Ap"*  +  A'q"*  +  A"i* 
+  2ßp"q" + Wf"*  +  2£f  V r. 
Aus  der  Gleichung  (12)  folgt: 

A/>" +  r) 
„  .  da"      dm"       d*a>"  p*     d?a>"  q*  d*(o" 
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Ferner  ist: 
Daraus  folgt: 

W  +pY  +  f,rM  +  ^)  +  5  g£(f'  +  29)  +  4 

+  </>"ä  2  +  ,/,/'*  2  irdp"dijup(^ 

Wenn  man  die  Grössen  />"  und  q"  so  wählt,  dass  ^77=0  und 

ff<a"  ^ 
^77  =  0  ist,   so  erhalt  man: 

(13) 

I  KP   Tp,  V   T<f  >T)      t  fojr+ty*   ^    +   dq,*    2  +  (fp«(i9«F<t- 

Aus  der  Gleichung  (12)  folgt: 

djs*=2A>  *r=2A'>  liFdtf'^*' 

Setzt  man  ferner: 

/>"  =  ar, 

worin  a  und  |3  unhekannt  sind,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
von  a  und  ß  die  beiden  Gleichungen: 

Ap" + ßq"  +  B'r =(Aa  +  ßß  +  B')r=:0, 
A'q"  +  Bp"  +  £"r  =  (A'ß  +       +  #")r  =  0. 
Daraus  folgt: 

AB'  —  ff/?"  AB"—BB' 
a~"  —  ff*  »   p—  ^'—Ä*  ' 
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,  dm"    A"{AA'-B*)-B'{A'B'-  BB")- B"(AB"  —  BB  ) 

AA-B*  

Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (13)  setzt,  so  erhält  man : 

f  ip"  +  p,q"  +  q,r)  =  Ap*\  A'q*  +  2Bpq 
.  A"(AA'  -  B*)  -  B'{A'B'  -  BB")  -  ß"(AB"—BBr)  ■ 

=  Ap*  +  il'9»  +  2ßpq  +  jr1  =  f"(p,  q)  +  or* 

Die  angewandte  Transformation-  wird  unmöglich,  wenn 
AA'—  B*=0  ist,  weil  dann  a  und  ß  unendlich  gross  werden. 
Wenn  aber  nicht  gleichzeitig  auch  AA"-  B'2=0  und  A'A"-B"*=Q 
ist,  kann  man  obiges  Verfahren  doch  anwenden,  wenn  man  die 
Glieder  mit  den  ersten  Potenzen  von  q  oder  p  fortschafft.  Gesetzt 
aber,  es  verschwinden  alle  drei  Ausdrücke  gleichzeitig.  Dann 
findet  man : 

A  —  +    ßt,  >     ^  —  ±    ß,    *     A   —  ±      ß  • 

Dann  aber  wird  die  Gleichung  (12)  folgende  Gestalt  annehmen: 
B*B'*p*+  B*ß"*(/*±2B*B'B"pq  +  B'B"t*±2BB*B"pr 

±  2BB'B"*qr  =  0 

oder 

B*(B'p±  B"q)*± B'B"(r±2B'p±2B''q)r==fivHtw=0,  (15) 

wo  v,  t,  w  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  u  eine 
Oonstante  ist.  Diese  Gleichung  werden  wir  später  weiter  unter- 
suchen. 

Es  sei  nun: 

/•"(p'">  q)  =  *m=Apm*  +  A'q*  +  2Bp"'q. 

Daraus  folgt: 

da"'      cPa*1"  »* 

Nun  ist  aber: 


,    ,  /da,1»  _  .  da"  \ 

'>7[f  =  <*Pm+B<i> 
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rf/>W2  T  ^ 

Daraus  folgt: 

 *•;.}.  .  ,  .:  . 

Wir  wollen  j>w  so  bestimmen,  dass  gg»  —0  ist;  dann  hat  man: 

.        :  '  '  5        1  Apm+äq±0,        •  \rt'"  ",'  " 

•  >.'..'  *.      •  .        '        ...       **.  •      «".I       •  •»  t 
Es  sei  ferner  ;/"  =  «7/.     Daraus  folgt: 

Act'q+Bq=:ü  oder  a'  =  —  -j  und        = — -j  q. 
Mithin  ist : 

\         q^(A'q  +  Bp")  q  =r  (A1  +  Bct*)  ?2  =s  AA  ~  7». 
Also  ist  : 

/        A  A'~ 
fn(pm  +  p,q)  =  Ap*  +    *  A  q\ 

Also  erhalt  durch  diese  Umformung  die  Gleichung  (14)  folgende  Form : 

*  * 

4  \*   /J2 

Ap*\  ^  q*E=Ap*  +  x92  +  or2  ==  npß  +  xr/H  or2.  (16) 

Diese  Transformation  wird  unmöglich,  wenn  A  0  ist,  weil  dann 
«'  »nendlich  gross  wird;  Wenn  nicht  auch  A*  gleich  Null  ist .  bleibt 
sie  doch  anwendbar.  Sind  aber  A  und  A'  gleich  Null,  so  hat  die 
Gleichung  (14)  die  Gestalt:  2Bpq  +  or2  =  0,  welche  Form  mit 
der  Form  (15)  identisch  ist.  In  dem  Folgenden  werden  wir  aber 
sehen,  dass  die  Gleichung  (15)  in  der  Gleichung  (16)  enthalten  ist 

•  »  »    f  •  .  /       '  /  .  •  •.•»!.)  «..-'.|*  I 

.   ,    1         -  |       ■       ■  §•  13.  i.'-.t"  it*,:\'ii\,  Im  ' 

:•    ■  »i  i*.n  111 

Zusammenstellung  der  verschiedenen  Gleichungen, 
welche  in  der  Gleichung  np%+  xy2-f  pr2=0  enthalten  sind. 

Wenn  die  Coeftizienten  n\  %  und  p   nicht   dasselbe  Zeichen 
haben,  so  kann  die  Gleichung  auch  gebracht  werden  anf  die  Forini 

TUeil  XXY.  23 
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V*+(AtW  =  0, 

wo  t,  v  and  vo  lineare  Funktionen  von  p,  q  und  r  sind  und  p  eine 
Constante  ist 

IL 

Wenn  die  Coeffizienten  alle  dasselbe  Zeichen  haben,  so  er- 
hält sie  die  Form: 

.  HL 

Wenn  ein  Coeffizient  gleich  Null  ist  und  die  beiden  andern 
verschiedene  Zeichen  haben,  so  lässt  sie  sich  auf  folgende  Form 
bringen : 

f. u>  =  0.  . 
IV. 

Wenn  ein  Coeffizient  gleich  Null  ist  und  die  beiden  andern 
dasselbe  Zeichen  haben,  so  lässt  sie  sich  auf  folgende  Form  bringen: 

(t  +  otD  V^l)  (e-'ow  V^l)  =  o. 

V. 

Wenn  zwei  Coeffizienten  gleich  Null  sind ,  so  erhält  sie  die  Form: 

u>  =  ±Ö. 

{.  14. 

Bedeutung  dieser  fünf  Gleichungen   im  System  der 

Punktcöordinaten. 

I 

Diese  Gleichung  kann  durch  unendlich  viele  Werthe  der  Ver- 
änderlichen befriedigt  werden,  also  stellt  sie  eine  conisebe  Fläcbe 
in  der  engern  Bedeutung  des  Wortes  dar. 

•  II. 

Diese  Gleichung  wird  nur  befriedigt  durch  das  System  der  Werthe 
p=0,  tf=0,  r  =  0;  mithin  stellt  sie  nur  einen  einzigen  Punkt  dar. 
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t.to  «0. 

Diese  Gleichung  wird  nur  befriedigt,  wenu  man  setzt  <  =  0 
oder  w  =  0;  mithin  stellt  sie  ein  System  von  zwei  reellen  Ebenen  dar. 

IV. 

* 

Diese   Gleichung    wird    nur    befriedigt,    wenn    man  setzt: 

t  +  a%o\f  —1  =  0  oder  t — aw  V  — 1=0;  jeder  dieser  Ausdrücke 
kann  aber  nur  verschwinden,  wenn  t  und  w  verschwinden;  mit- 
hin stellt  die  Gleichung  ein  System  von  zwei  imaginären  Ebenen 

dar,  welche  sich  in  der  reellen  geraden  Linie  j  ^"Zq  schneiden. 

V. 
w=±0. 

Diese  Gleichung  stellt  dar  ein  System  van  zwei  reellen  zu- 
sammenfallenden Ebenen. 

$.  15. 

Bedeutung  der  fünf  Gleichungen  im  System  der  Plan- 

coordinaten. 

Das  Gesetz  der  Reciprozität  überhebt  uns  der  Mühe,  zu  den 
Gleichungen  selbst  zurückzugehen. 

I. 

Einer  reellen  conischen  Fläche  zweiter  Ordnung  entspricht  eine 
reelle  ebene  Curve  zweiter  Klasse  im  engern  Sinne  des  Wortes. 

ü. 

Einer  Imaginären  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  d.  b.  einem 
einzigen  Punkte ,  entspricht  eine  imaginäre  epene  Curve  zweiter 
Klasse,  d.  h.  eine  einzige  umhüllende  Ebene. 

III. 

Einem  System  von  zwei  reellen  Ebenen  entsprechen  zwei 
reelle  Punkte. 
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Eiuem  System  von  zwei  imaginären  Ebenen,  welche  sich  in 
einer  reellen  geraden  Linie  schneiden,  entsprechen  zwei  imaginäre 
Kniete1.' welche  in  einer  reellen  geraden  'Üntfit^nV  ***** 

ilwul  1  »1  «n*»*«l  '* » "»7  \"   i'' ililfl  ui  Wri' 

V. 

Einem  System  von  zwei  reellen,  zusammenfallenden  Ebenen 
entsprechen  zwei  reelle,  znsammenfallende  Punkte. 

.\\    }•  16. 

ii  ...!-;. .  !•  ' 

Im-  »,  +  ft/^f  +  ir*  =  0 

sei  die  Gleichung  einer  Fläche  dritter  Ordnung  oder  dritter  Klasse. 
ß>3  sei  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  und  p,  q  und 
r  seien  homogene  Funktionen  des  ersten  Grades. 

In  dem  System  der  Punktcoordinaten  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  Berfihrungseb<M.e  oder  vielmehr  sind  die  Beföhriings- 
ebenen  an  die  Fläche  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  bestimmt 
durch  die  Gleichung: 

tipq  +  Kr*  =  0. 

Dies®  Gleichung  drückt  eine  reelle  Kegelfläche  zweiter  Ordnung 
im  engern  Sinne  aus.  Die  Fläche  läuft  also  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  in  eine  conische  Spitze  aus.  Sind  aber  die  Verän- 
derlichen Plancoordinaten,  so  berührt  die  umhüllende  Ebene,  deren 
Coordinaten  gleich  Null  sind,  die  Fläche  in  einer  reellen  ebenen 
Curve  zweiter  Klasse  im  engern  Sinne.  Die  Fläche  hat  also  eine 
trichterförmige  Vertiefung  innerhalb  dieser  ßerührungscurve 

-    «    t        \  ||      \  ..•«••■.  •«•!«*••••     «i  , 

pi  r2 
**  +      +  j3»  +  f  =  °* 

"  Die  Veränderlichen  seien  zuerst  Punktcoordinaten.  Del  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  bleibe  unverändert.  Die  Richtung  der 
Axen  dagegen  wollen  wir  so  verändern,  dass 

die  Ebene  p=0  mit  der  Ebene  ar  =  0, 
tt      »     $  =  ü         #,      »>  '    jf— 0, 

tf  »  T  M  ,, 
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zusammenfalle .  Diese  Transformation  stört  nicht  <Ne  Homogenität 
der  Gleicheng.  Die  Gleichung  der  Fläche  aber  erhalt  folgende 
Gestalt:     ;'1  ,:  '  1  " 

7      •X+a+S+jio'. "'  d7) 

wo  Sl3  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  zwischen  x, 
y  und  z  ist.  Die  Gleichung  der  -  Beriihrungsebene  an  die  Fläche 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  ist:  .   •  •»•'  i 

Diese  Gleichung  wird  nur  befriedigt  durch  das  System  der  Werthe 
x  =  0,  y  aa  0,  z  =  0;  mithin  stellt  sie  nur  einen  einzigen  Punkt  dar. 

j.  ■  n  '    •       '  *      '  i  ii  ••n 

sei  die  Gleichung  eiher  Ebene.  Als  Gleichung  fn'r  die  Projektion 
der  Durchsehnittscurve  dieser  Ebene  mit  der  Flache  (17)  auf  die 
Ebene  z±0  findet  man:  ' 


(18) 


wo  Af3  eine  homogene  Funktion  des  dritten  Grades  zwischen  x 
und  y  ist. 

Es  sei  ferner 

•  -  •  •  •  i 

y  —  a"x 

die  Gleichung  irgend  einer  geraden  Linie,  welche  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  geht.  Für  die  Coordinaten  von  zwei 
der  drei  Durchschnittspunktc  dieser  geraden  Linie  mit  der  Curve 
(18)  findet  man: 

=  y2=o 

Mithin  ist  dieser  Punkt  ein  Doppelpunkt. 
Ferner  ist:' 

t  ,        :  .  .  ....  r 

(dW  Y     dW  d*U      /2a'A'V     /  2     2a'*\/2  26*\ 
dxdy)  ~~  dx*  dy*-\  c*  /  "  \a*  +  c*  )\b*  f  c*  ,/ 

Diese  Gleichung  zeigt  einen  von  der  Curve  isolirten  Punkt  an. 
(Plöcker,  System  der  Geometrie.    III.  Abschn.  §.  6.) 

Mithin  wird  die  Fläche  (17)  von  jeder  durch  den  Anfange- 
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Punkt  der  Coordinaten  sehenden  Ebene  in  einer  Curve  eeschnit- 
ten,  «eiche  diesem  Punkte  einen  woJirte»  Doppelpunkt  h*t 
Also  muss  dieser  Punkt  ein  zur  Fläche  geboriger,  aber  von  der> 
selben  getrennter  Punkt  seio.  Er  lässt  sich  betrachten  als  eine 
zum  Punkte  zusammengeschrumpfte  eliipsoidisebe  Fläche. 


Im  System  der  Plancoordinaten  ist  die  Ebene,  deren  Coordi- 
naten Null  sind,  eine  zur  Fläche  gehurige,  aber  von  den  übrigen 
umhüllenden  Ebenen  getrennte  umhüllende  Ebene.  Ihr  Berüh- 
rungspunkt mit  der  Fläche  ist  imaginär. 

III. 

w8  +  PP9  =  0. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  rechtwinkliche  Punktcoordi- 
naten.  Den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  den  Winkel  der 
Axen  wollen  wir  unverändert  lassen,  die  Axe  z  dagegen  so  drehen» 
da s>  sie  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  p  —  0  und 
o  =  0  zusammenfällt.    Dadurch  wird  die  Gleichung  der  Fläche: 

Äs  +  *<*  +  «*)  (9+ß*)  =  0.  (19) 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  diese  Fläche  im  An- 
fangspunkte der  Coordinaten  ist: 

(y+«*)(y+fc)=o, 

welche  ein  System  von  zwei  reellen  Ebenen  darstellt. 

y  =  ax 

sei  die  Gleichung  irgend  einer  Ebene,  welche  durch  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  geht.  Als  Gleichung  für  die  Projektion  der 
Durchsthnittscurve  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (19)  auf  die  Ebene 
y  =  0  erhält  man: 

*3  +  M«+«)(«  +  0)*a^O.  (20) 

Jede  gerade  Linie  x=  a'.r,  welche  durch  den  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  geht,  schneidet  diese  Curve  in  drei  Punkten,  wovon 
zwei  in  dem  Anfangspunkte  der  Coordinaten  zusammenfallen. 

cüdz)  -d^'-d*  =  °   för  diesen  Punkt> 
mithin  ist  er  einRiickkefarpunkt.  Die  Richtung  der  Tangente  in  diesem 

Punkte  wird  bestimmt  durch  die  Gleich.  ^^JB^+^SS+Q^ 

jenachdem  («  f und  (fi-fß)  dieselben  oder  verschiedene  Zeichen 
haben.    Mithin  ander*,  pich  die  Richtung  der  Tangente  zw« 
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nfimlich  wenn  (a  +  «)  gleich  Noll  und  wenn  (a-f  /?)  gleich  Null  wird; 
die  Grösse  der  Aenderting  beträgt  jedesmal  180°.  Bei  der  jedes- 
maligen Aenderung  geht  die  Curve  (20)  in  ein  System  ron  gera- 
den Linien  über,  und  nachher  ist  die  Oeffnung  der  Spitze  nach 
der  entgegengesetzten  Seite  hin  gerichtet. 

I>ie  Veränderlichen  seien  zweitens  Plancoordinaten. 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  reellen,  nicht 
zusammenfallenden  Punkten.  Jede  Ebene,  welche  die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  reellen  Berührungspunkte  enthält,  schneidet 
die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  eine  singulare  umhüllende  Linie 
hat.  Diese  berührt  die  Curve  in  zwei  reellen  Punkten,  welche 
zweien  von  einander  getrennten  Zweigen  der  Curve  angehört.  Denn 
hingen  diese  zusammen,  so  müsste  die  umhüllende  Linie  an  eine 
Grenze  kommen,  wo  sie  zurückkehrte.  In  dieser  Grenzlage  aber 
wäre  sie  eine  singulare  Linie.  Diese  singulare  Linie  der  Curve 
würde  aber  auch  eine  singulare  Ebene  der  Fläche  bedingen.  Da- 
durch  aber  hätte  die  Fläche  zwei  singulare  Ebenen,  was  bei  einer 
Fläche  dritter  Klasse  nicht  der  Fall  sein  kann.  Da  nun  die  sin- 
guläre  Linie  zwei  reelle  getrennte  Zweige  der  Curve  berührt,  so 
muss  auch  die  singulare  Ebene  zwei  getrennte  reelle  Theile  der 
Fläche  berühren. 

IV. 

Die  Veränderlichen  seien  zuerst  rechtwinklige  Punktcoordinaten. 
Ohne  den  Anfangspunkt  und  den  Winkel  der  Coordinatenaxen  zu 
verändern,  wollen  wir  das  ganze  System  so  drehen,  dass  die  Axe 
:  mit  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ebenen  p  =  0  und  q  —  0 
zusammenfallt.  Dadurch  erhält  die  Gleichung  der  Fläche  folgende 
Gestalt: 

Äa  +  *[($  +        +        +         -  0.  (21) 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  an  die  Fläche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  wird: 

(y+«*)a  +  **(3,  +  0*)»=O 

oder 


(y  +  «*  +  v(y  +  0*)  V-l)(y  +  «a:-v(y  +  /?a:)Vr=l)  =  0. 
Diese  Gleichung  stellt  ein  System  von  zwei  imaginären  Ebenen 
dar,  welche  sieb  in  der  reellen  geraden  Linie  )  JJJJ^q  schneiden. 
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&  -^^V^lHijtUcurve  dieser  Ebene  mit 

i  "  *^  ",an  1 

ire/^ß  f',ircn  l,en  Anfangspunkt  der  Coordi 
£er*lf  '""fiilet  diese  Curve  in  drei  Punkten,  wovon  zwei 
J<i\        *cl"',mkt  der  Coordinaten  zusammenfallen.    Kfir  die- 


in  de"  *  ^  fi  mvr: 


t 


\dxilx)       da:2  f/z'z 


.  4      ein  Rnckkehrpunkt. 
Also  eT 

Die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte  wird  bestimmt 
W„rch  die  (Stellung: 

dz       -  i>x  { («  +  a)*  -f  va(<r  f  ß)*\ 

_=  _____   , 

i  • 
•  ■  •  ,  »  ... 

/ja  der  Wähler  dieses  Bruches  aus  einem  Produkte  besteht,  wo- 
von  der  eine  Faktor  eine  Constanze  und  der  andere  eine  Summe 
von  zwei  positiven  Quadraten  ist,  so  kann  er  weder  sein  Zeichen 
andern,  noch  verschwinden.  Also  haben  alle  DurchsehuiUscurve» 
im  Anfange  der  Coordinaten  eine  Spitze,  welche  ihre  OeiTnum: 
immer  nach  derselben  Seite  hin  wendet. 

Daraus  folgt,  dass  die  Fläche  selbst  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  und  die  Linie  j  %  +  ßrz=a       e,l,e  Spitze  auslaufen 
mnss,  die  ihre  convexe  Seite  dieser  Linie  stets  zukehrt. 
„     Die  Veränderlichen  seien  zweitens  Plancoordinaten 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  imaginären 
Punkten,  welche  in  einer  reellen  geraden  Linie  liegen.  Jede  Ebene, 
welche  diese  gerade  Linie  enthält,  schneidet  die  Fläche  in  eioer 
Curve,  welche  eine  singulare  Linie  hat,  die  die  Curve  in  zwei 
imaginären  Punkten  berührt.  Also  muss  die  singuläre  Linie  zwei 
injaginäre  Zweige  der  Cime  berühren,  und  daraus  folgt,  dass  die 
singuläre  Ebene  zwei  imaginäre  Theile  oder  Lappen  der  Fläche 
berührt,  oder  auch  die  Fläche  hat  eine  zugeordnete  reelle  gerade 
Linie. 


V. 


'    Die  Veränderlichen  seien  wieder  zuerst  recht'winkliche  Punkt 
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coordinaten.  Ohne  den  Anfangspunkt  und  den  Winkel  der  Coor- 
dinatenaxen  zu  ändern,  wollen  vrir  die  Axe  z  so  drehen,  dass 
sie  in  die  Ehene  p  =  0  fällt.  Dadurch  erhält  die  Gleichung  der 
Fläche  folgende  Gestalt: 

Die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  die  Fläche  im  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  wird:  (y  +  ou:)a  =  0.  Diese  Gleichung  stellt 
ein  System  von  zwei  reellen,  zusammenfallenden  Ebenen  dar. 

Es  sei  y  —  ax  die  Gleichung  einer  Ehene,  welche  die  Axe 
z  enthält.  Als  Gleichung  für  die  Projektion  der  Durchsthnittscurve 
dieser  Ebene  mit  der  Fläche  (22)  auf  die  Ebene  y=0  erhält  man: 

#3  +  *(a  f  «)a**  =  0. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  sehen  wir,  dass  jede  Dtirchschuitts- 
curve  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  einen  Doppelpunkt  hat 
Dieser  Punkt  ist  ein  Ruckkehrpunkt.    Denn  es  ist  für  denselben: 

fjPVy     tPU  d*U 
\dxdz)      dx*'  dz*—"' 

Die  Richtung  der  Tangente  in  dem  singulären  Punkte  wird  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

dz         2A(«  +  c)g 
dx~~  0 

Dieser  Ausdruck  kann  sein  Zeichen  nicht  ändern;  jedoch  wird 
der  Zähler  einmal  gleich  Null,  nämlich  wenn  a  +  a  =  0  ist,  d.  h. 
wenn  die  schneidende  Ebene  mit  der  Tangentialebene  an  die 
Fläche  (22)  in  diesem  Punkte  zusammenfallt.  Also  bat  jede 
Durchschnittscurve  eine  Spitze,  deren  Oeffnungen  alle  dieselbe 
Richtung  haben;  nur  wenn  (a-f  a)  verschwindet,  geht  die  Durch- 
schnittscurve in  ein  System  von  geraden  Linien  über. 

Es  seien  die  Veränderlichen  zweitens  Plancoordinaten. 

Die  singulare  Ebene  berührt  die  Fläche  in  zwei  zusammen- 
fallenden Punkten.  Daher  schneidet  jede  Ebene,  welche  diese 
beiden  Punkte  enthält,  die  Fläche  in  einer  Curve,  welche  eine 
singulare  Linie  hat,  in  dieser  fallen  die  beiden  Berührungspunkte 
zusammen;  mithin  ist  dieser  ein  Wendungspunkt.  Also  muss  auch 
die  singulare  Ebene  die  Fläche  in  einem  Wendungspunkte  berühren. 


28* 
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Uitcetleu. 


M  i  s  c  e  I  I  e  n. 

Schreiben  des  Herrn  Rectora  Dr.  Nagel  zu  Ulm  an  den  Herauageb  er. 

In  rlem  dritten  Hefte  des  24sten  Bandes  des  Archivs  der 
Mathematik  und  Physik  macht  Herr  Professor  Steczkowski 
auf  eine  Schrift  aufmerksam  unter  dem  Titel:  Anweisung  zum 
Zirckel  und  Lineal  Gebrauch  etc.  ohne  Jahreszahl.  Erkennt 
den  Verfasser  nicht  und  schliesst  aus  den  auf  den  Kupfertafeln 
angebrachten  ungarischen  Städten,  dass  der  Verfasser  ein  Ungar 
sei.  Ich  glaube  über  den  Verfasser  sichere  Auskunft  geben  zu 
können,  und  vielleicht  gestatten  Sie  dem  Folgenden  ein  Plätzchen 
in  Ihrer  Zeitschrift.  Es  ist  für  diejenigen  Leser  derselben  ge- 
schrieben, welche  sich  auch  für  die  Literatur  der  Mathematik  in- 
teressiren,  und  möchte  auch  an  und  fiir  sich  schon  einiges  histo- 
rische Interesse  darbieten. 

Ich  besitze  in  meiner  Bibliothek  ein  altes  Buch  unter  dem 
sonderbaren  Titel:  Ertz-Herzogliche  Handgriffe  dess  Zir- 
ckels  und  Liniais,  oder  Ausserwählter  Anfang  zu  de- 
nen mathematischen  Wissenschaften.  Wommen  man 
durch  eine  leichte  und  neue  Art  ihm  einen  geschwin- 
den Zutritt  zu  der  Feldmesserey  und  andern  daraus 
entspringenden  Wissenschaften  machet.  Beschrieben 
von  Dero  Köm.  Kayserl.  Majestät  bestellten  Feld-  und 
Land -Ingenieure  des  Königreichs  Böheim,  Ober- 
Wachtmeistern  etc.  Anthoni  Ernst  Burekhard  von 
II  irckenstein.  Samt  einem  Anhang  oder  Beschrei- 
bung derer  in  den  geometrischen  Kupffer-Figuren  ney- 
gefügten Ungarischen  Städte,  Vcstuugeii  und  Schlös- 
ser, unter  welchen  nicht  wenige,  so  b i s s h e r o  in  keinen 
Reiss-  und  Land -Beschreibungen  dess  Königreichs 
Ungarn  vor  Augen  gestellet  worden.  Mit  Köm.  Kay- 
serl. Majest.  Befreyung.  Augspurg,  gedruckt  und  ver- 
legt durch  Jacob  Koppin eyer,  anno  M.DC.LXXXIX. 

Das  Privilegium  ist  ausgestellt  von  Kaiser  Leopold  am  18.  Ja- 
nuar 1689  auf  8  Jahre,  und  der  Verfasser  des  Buchs,  Burek- 
hard, ist  darin  betitelt  Obrist -Lieutenant  und  Oberingenieur. 

Das  Buch  ist  gewidmet  dem  Ertz-Herzogen  zu  Oesterreich  etc. 
dem  Durchleuchtigsten  Grossmächtigsten  Königlichen  Prinzen  und 
Herrn  Josepho.  Es  ist  diess  der  spätere  Kaiser  Joseph  I. 
Burekhard  war  nach  der  Dedication  von  Kaiser  Leopold  zum 
Lehrer  der  Kriegswissenschaften  für  den  genannten  Ertzherzog  er- 
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nannt  worden.  Eine  Frucht  dieses  Unterrichts  ist  die  obenge- 
nannte Schrift,  die  schon  desswegen  den  Titel:  Ertz-Herzog- 
liche  Handgriffe  etc.  führt,  noch  mehr  aber,  weil  die  Zeichnungen 
des  Buchs  „von  der  Ertz  -  Herzoglichen  Durchlaucht  mit  eigener 
Hand  so  schön  als  künstlich  mit  dem  Zirckel  und  Linial  verferti- 
get" sind,  und  seine  Ertz -Herzogliche  Durchlaucht,  Ihro  Kayserl. 
Majestät  Glorwürdiger  Erb-I'rintz  mit  hocherleuchtetem  Verstand 
und  Kunstartiger  Feder  durch  Aufreisung  dieser  Figuren  den  Grund 
der  mathematischen  Wissenschaften  geleget. 

Daher  sagt  auch  Burckhard  in  der  Dedication,  freilich  mit 
einem  hohen  Grade  von  Schmeichelei:  Ich  mache  es  gleich  denen 
Buchtruckern ,  welche  jederzeit  ihre  Nahmen  unten  an  das  Werk 
zu  setzen  pflegen,  wodurch  ihnen  der  Nahmen  eines  Verfassers 
(nicht  ohne  Fehler)  unterweilen  zugeschrieben  wird.  Also,  Gnä- 
digster Herr,  dieses  Buchs,  so  ich  Eurer  Durchleucht  untertä- 
nigst zu  uberreichen  mich  unterfange,  seyn  sie  der  Verfasser 
selbsten  etc. 

In  dem  Buche  ist  in  der  That  eine  via  regia  zur  Mathematik 
versucht;  denn  Alles  sind  blosse  Handgriffe,  ohne  dass  irgendwo 
die  geringste  Spur  eines  Beweises  zu  finden  wäre,  und  besteht 
wohl  hauptsächlich  darin  die  auf  dem  Titel  bemerkte  neue  und 
leichte  Art ,  ihm  einen  geschwinden  Zutritt  zu  der  Feldmesserey  etc. 
zu  machen. 

Auf  jeder  Kupfertafel  ist  eine  ungarische  Stadt  etc.  unterhalb 
der  geometrischen  Zeichnung  abgebildet,  einmal  nach  dem  Zeit- 
geschmack überhaupt,  dann  aber  wohl  insbesondere  dess wegen, 
weil  in  der  Vorrede  der  Ertzherzog  Joseph,  dem  das  Buch  ge- 
widmet ist,  schon  als  zum  König  von  Ungarn  ernannt  erscheint, 
so  dass  man  also  aus  diesem  Umstände  nicht  zu  dem  Schlüsse 
berechtigt  ist,  der  Verfasser  selbst  sei  ein  Ungar  gewesen,  wor- 
auf auch  der  Name  nicht  im  mindesten  hindeutet,  der  auf  einen 
Deutschen  als  Verfasser  schliessen  lässt. 

Das  Buch  zerfällt  in  folgende  Abschnitte: 

Dedication  und  Vorrede.    18  Seiten. 
Von  der  Geometria  in  gemein.   2  Seiten. 
Von  dem  Nutzen  der  Messkunst.    2  Seiten. 
Von  dem  Ursprung  der  Messkunst.    2  Seiten. 
Von  denen  Ausslegungen  deren  dazu  gebräuchlichen  Wör- 
tern.   15  Seiten  und  14  Kupfertafeln. 
Allgemeine  Bekandtnussen  oder  Axiomata.  3  Seiten,  2  Taf. 
Zusagungen  oder  Erlaubnussen.   3  Seiten,  2  Tafeln. 
I.  Buch.    Von  denen  Auffgebungen  der  Linien.    23  Sei- 
ten, 22  Tafeln. 


II. 

OL 


Von  denen  ilachen  Figuren.  25  Seiten,  24  Tafeln. 
Von  denen  eingeschriebenen  Figuren.  20  Seiten, 
19  Tafeln. 

IV.  „       Von  denen  umbschriebenen  Figuren.  10  Seiten, 

9  Tafeln. 

V.  „       Von  denen  geproportionirten  Linien.   18  Seiten, 

17  Tafeln. 

VI.  „       Von  denen  KOrpern.    14  Seiten,  13  Tafeln. 
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Kurzverfaaste  Beschreibung  derer  Vestungen  und  Seh lüss <j r, 
mit  welchen  die  geometrische  Kupfer-Figuren  die- 
ser Ertz-Herzoglichen  Handgriffe  gezieret.  44  Seit. 

Register.  2  Seiten. 

Da«  von  Herrn  Prof.  Steczkowski  angeführte  Bach  ist  offenbar 
nicht«  andere« ,  al«  eine  spätere  Aasgabe  des  von  mir  beschriebenen 
Originalwerkes  ohne  Jahreszahl  und  ohne  Xennung  des  Verfassers,  and 
zwar  mit  verallgemeinertem  Titel,  indem  auf  demselben  statt  der  „Ertz- 
Herzoglichen  Handgriffe "  ausdrücklich  bemerkt  ist,  die  Schrift  sei  zum 
Gebrauch  sowohl  vor  die  Jugeod  als  Professionisten  und  Handwerker 
bestimmt.  Die  Identität  beider  Bücher  —  .vielleicht  mit  einigen  Erwei- 
terungen in  letzterem,  worüber  nur  eine  genauere  Vergleichung  entschei- 
den könnte  —  ergibt  sich  zunächst  aus  der  offenbaren  Gleichheit  der 
Kupferstiche,  daran«,  dass  beide  Werke  in  6  Bücher  eingetheilt  sind, 
vor  Allem  aber  ans  der  von  Herrn  Steczkowski  p.  312.  des  Archivs 
gegebenen  Probe.  Denn  dieselbe  Aufgabe  ist  auch  in  meinem  Buche  die 
siebente  des  dritten  Buchs  und  daselbst  ganz  buchstäblich  gleichlautend 
bis  auf  die  Orthographie  hinaus,  in  letzterer  hie  und  da  etwas  älter, 
indem  es  z.B.  immer  bei  mir  Lini  statt  Linie  heisst;  auch  die  Anord- 
nung ist  genau  dieselbe,  indem  der  Text  genau  Reihe  für  Reihe  so 
entspricht,  dass  die  auf  die  Kupfertafel  bezüglichen  Buchstaben  am  Ende 
jeder  Zeile,  und  daher  sämmtlich  unter  einander  stehen.  Die  Figur  ist 
ebenfalls  die  nämliche,  wie  die  im  Archiv  Taf.  X.  Fig.  1.  abgedruckte, 
nur  ist  das  Dreizehneck  wirklich  eingesehrieben. 

Um  den  Lesern  noch  ein  kurzes  Bild  der  auf  solchen  Tafeln  weiter 
gezeichneten  Figureu  zu  geben,  bemerke  ich  schliesslich,  dass  unter 
der  eben  erwähnten  geometrischen  Figur  die  Abbildung  de«  Schlosses 
Strezen  sich  befindet,  von  welchem  die  Erklärung  (S.  171.)  sagt:  Stre- 
zen  oder  Streczen  ist  ein  festes  ungarisches  Castell,  so  laut  David  Frö- 
lichs Bericht  in  christlicher  Gewalt.  Beinahe  jedes  dieser  Bilder  enthält 
al«  Staffage  im  Vordergrande  irgend  eine  Volksscene,  und  so  bemühen 
sich  hier  zwei  Ungarn,  ein  gefallenes  Pferd  aufzurichten,  indem  der 
eine  am  Schwänze,  der  andere  am  Zaume  zieht,  und  letzterer  zugleich 
zur  Beförderung  des  Anfstehens  gewaltig  mit  der  Peitsche  zuhaut. 


Berichtigungen. 

Seite  240.  Zeile  II  v  o.  statt  wohl  lies  sowohl. 

„    251.     .,     10  v.  o.  statt  eine  der  ersten  Differenzen  lies 

eine  der  Differenzen. 

,,252.     .,     II  v.  u.  statt  l'  lies  t. 

,,    254.     „      9  v.o.  (in  dem  Ausdruck  für  \(*  —  \)  statt 

,ie- 

„    25T  (ob  im  mit«.  Quadrat)  statt  Ig.  (I+— ^)  lie«  lg.(l+^,^-). 

„   259.  Zeile  1  v.  o.  statt  lg.5=0,6987  lies  lg.5=0,69897. 

„    260.  (unten  im  vorletzten  Quadrat)  statt  0,43708.»  lies  0,43708,,. 

ii    260.       „     „         „  „  „    9,07004.«    „  9,07004. 
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XXX. 

Die  Beweguogserscheinungen  des  Kreisels ,  des  rollen- 
den Rades  und  der  aus  gezogenen  Gewehren  gewor- 
fenen Geschosse, 

erläutert  vom 

Herrn  ßaurath  Dr.  Hermann  Scheffler 

zu  Hraunschweig. 


Ob  die  Erscheinungen  des  Kreisels  schon  irgendwo  wissen- 
schaftlich erläutert  worden,  ist  mir  unbekannt.  Die  Thatsache 
steht  übrigens  fest,  dass  über  jene  Erscheinungen  im  grossen 
Publikum  nur  unklare  und  irrthümliche  Vorstellungen  obwalten, 
und  deshalb  werden  die  nachfolgenden  Bemerkungen  nicht  ohne 
Interesse  sein. 

1.  Der  um  die  Axe  AB  rotirende  Kreisel  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.) 
verhält  sich  gegen  alle  diejenigen  Kräfte,  welche  nur  eine  Fort- 
schrittsbewegung seines  Schwerpunktes  zu  erzeugen  streben, 
ebenso  wie  ein  ruhender  Körper,  weshalb  wir  die  Einwirkung 
solcher  Kräfte  hier  ausser  Acht  lassen.  Kräfte  dagegen,  welche 
eine  Umdrehungsbewegung  um  den  Schwerpunkt  zu  erzeugen 
streben,  veranlassen  Erscheinungen,  welche  von  denen  eines  ruhen- 
den Korpers  sehr  verschieden  sind.  Diese  Erscheinungen  sind 
übrigens  nichts  Anderes,  als  das  Resultat  der  Komposition,  welche 
nach  mechanischen  Gesetzen  zwischen  den  Schwungkräften  des 
Kreisels  und  den  ferner  darauf  angebrachten  Kräften  stattfindet, 
und  die  Kreiselbewegung  modifizirt,  eine  Komposition,  welche  durch 
folgende  einfache  Betrachtung  stets  leicht  konstruirt  werden  kann. 

Die  im  rottenden  Kreisel  angehäufte  Bewegungsgrösse  kann 
wie  der  Effekt  eines  Kräftepaares  von  bestimmtem  Momente 
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angesehen  werden,  dessen  Axe  AB  ist.  Zur  Fixirung  der  Be- 
griffe werden  wir  im  Folgenden  stets  annehmen,  dass  die  Axe 
eines  Kräftepaares  nur  auf  derjenigen  Seite  seiner  Drebungsebene 
errichtet  sei,  von  welcher  die  Drehung  als  eine  Bewegung  von 
rechts  nach  links  erscheint  (in  obiger  Figur  also  auf  der  Seite 
CB)  und  werden  wir  diese  Seite  durch  einen  Punkt  in  der  frag- 
lichen Axe  markiren.  Ausserdem  repräsentire  behuf  mathematischer 
Konstruktion  des  Kräftepaares  die  Länge  CB  das  Moment  des 
selben. 

Jede  Einwirkung,  welche  nur  eine  Umdrehungsbewegung  um 
den  Schwerpunkt  (keine  Fortschrittsbewegung)  zur  Folge  haben 
soll,  kann  nur  von  einem  Kräfte  paare  ausgehen.  Wir  haben 
es  hier  also  überhaupt  nur  mit  Kräftepaaren  und  insbesondere  mit 
der  Aufsuchung  der  Resultante  zu  thun,  welche  sich  aus  der 
Komposition  des  in  dem  Kreisel  lebenden  Kräftepaares  mit  irgend 
einem  anderen  Kräftepaare  ergaben. 

Diese  Resultante  ergibt  sich  stets  mit  Leichtigkeit,  wenn  man 
die  so  eben  näher  charakterisirte  Axe  des  dem  Kreisel  innewoh- 
nenden Kräftepaares  nach  dem  Parallelogramme  der  Kräfte 
zusammensetzt,  indem  sich  hierdurch  die  Axe  des  resultirenden 
Kräftepaares  darstellt,  welche  nicht  bloss  die  Drehungsrichtung, 
sondern  auch  die  Intensität  dieses  Paares  erkennen  lässt. 

2.   Nehmen  wir  nun  zunächst  an,  die  untere  Spitze  A  des 
Kreisels  werde  festgehalten,  und  er  selbst  stehe  schief,  wie 
Taf.  IV.  Fig.  2.  zeigt.   Das  vertikal  abwärts  wirkende  Gewicht  DC 
des  Kreisels  und  die  vertikal  aufwärts  gerichtete  Gegenwirkung 
EA  am  Stützpunkte  bilden  jetzt  ein  zweites  Kräftepaar,  welches 
eine  Umdrehungsbewegung  um  die  horizontale  Axe  CF  zu  erzeu- 
gen strebt.    Setzt  man  dieses  Paar  mit  dem  im  Kreisel  selbst 
lebenden  und  durch  seine  Axe  CB  repräsentirten  Kräftepaares 
zusammen,  so  ergibt  sich  ein  neues  Paar,  dessen  Axe  CG  ist. 
Hieraus  folgt,  dass  der  Kreisel,  weit  entfernt  zu  fallen,  sich 
vielmehr  so  stellt,  dass  seine  Axe  AH  parallel  zu  CG  wird,  welche 
letztere  Linie,  wenn  die  Intensität  CF  klein  genug  gegen  CB  ist, 
gegen  den  Horizont  dieselbe  Neigung  hat,  wie  die  frühere  Rota- 
tionsaxe  CB.    Da  nun  die  Schwere  kontinuirlich  einwirkt  und  in 
einem  unendlich  kleinen  Zeiträume  auch  nur  eine  unendlich  kleine 
Bewegung  erzeugt;   so  ergibt  sich,   dass  die  Axe  AB  des  Krei- 
sels in  Folge  der  Schwere  in  einer  Kegelober  fläche  her* 
um  geführt  wird,  deren  Axe  vertikal  steht.    Je  steiler  der  Krei- 
sel anfangs  stand,  desto  geringer  ist  die  Wirkung  der  Schwere  oder 
da*  Moment  des  Kräftepaares  DC,  EA ,  desto  kleiner  also  CF 
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und  desto  schwächer  die  Bewegung  in  der  letzteren  Kegelfläche* 
Je  mehr  aber  die  Axe  AB  des  Kreisels  geneigt  war,  desto  stär- 
ker wird  die  Schwere  sein  und  desto  rascher  durchläuft  die  Axe 
des  Kreisels  die  Kegelfläche.  Ausserdem  erkennt  man,  dass  diese 
Bewegung  in  der  Kegelfläche  um  so  schwächer  ist,  je  grösser 
Cßy  also  je  grosser  das  Moment  des  im  Kreisel  lebenden  Kräfte- 
paares ist,  d.  h.  je  rascher  derselbe  um  seine  eigene  Axe  rotirt. 

Wie  Reibungen  und  Luftwiderstände  den  Kreisel  afliziren, 
sein  Siuken  veranlassen  und  seine  Bewegung  endlich  vernichten, 
ferner  wie  die  bei  der  Bewegung  in  der  Kegelfläche  auftretende 
Zentrifugalkraft  die  Wirkung  der  Schwere  verstärkt,  wird  man 
sich  leicht  vergegenwärtigen. 

3.  Stellen  wir  den  Kreisel  aufrecht  auf  eine  horizontale 
Fläche,  so  wird  derselbe  allen  Kräften,  welche  ihn  seitlich  zu 
bewegen  streben,  mit  einer  gewissen  Energie  widerstehen,  weil 
diese  Kräfte  unter  Konkurrenz  der  am  Kusse  des  Kreisels  statt- 
findenden Reibung  nicht  eine  einfache  Fortschrittsbewegung  des 
Schwerpunktes,  sondern  daneben  fast  immer  eine  Drehung  um 
diesen  Schwerpunkt  in  vertikaler  Ebene,  also  eine  Richtungsver- 
änderung der  Rotationsaxe  veranlassen,  welcher  das  im  Kreisel 
lebende  Trägheitsmoment  widerstrebt. 

Wenn  der  Kreisel  durch  irgend  eine  Ursache  momentan  schief 
zu  stehen  kommt  (Taf.  IV.  Fig.  3.),  so  wirkt  die  Schwere  wie 
sub  Nr.  2.  auf  ihn  ein.  Da  aber  jetzt  der  Fusspunkt  des  Kreisels 
nicht  ganz  frei  und  auch  nicht  ganz  fest  ist,  indem  die  Reibung 
ihn  affizirt,  so  spaltet  sich  die  Wirkung  der  Schwere.  In  Folge 
dieser  Reibung  ergibt  sich  die  Neigung  zu  der  sub  Nr.  2.  beschrie- 
benen Drehung  der  Axe  AB  um  die  durch  A  gehende  Vertikale 
von  rechts  nach  links.  Da  aber  der  Fusspunkt  bei  der  hüpfenden 
Bewegung  des  Kreisels  auf  der  unteren  Fläche  spielt,  so  weicht 
die  Axe  AB  dergestalt  aus,  dass  sie  mit  dem  ganzen  Kreisel  in 
einer  konischen  Fläche  rotirt,  und  dass  die  Spitze  A  eine  Kurve 
AJ  von  rechts  nach  links  herum  beschreibt. 

Bei  dieser  schrägen  Stellung  der  Axe  AB  gegen  die  Unter- 
lagsfläche erzeugt  die  Rotation  des  Kreisels  um  diese  Axe  theils 
in  Folge  der  Elastizität  der  Stoffe,  theils  in  Folge  der  Uneben- 
heiten und  der  unvollkommenen  Symmetrie  des  Kreisels  heftige 
Stusse  von  oben  nach  unten  gegen  die  Fläche,  welche  diese  Fläche 
von  unten  nach  oben  zurückgibt.  Diese  Stusse  afliziren  die  Um- 
drebungsbewegung  des  Kreisels,  wie  die  Schwere,  weshalb  sie 
oft  den  Kreisel  aus  einer  fast  ganz  vertikalen  und  ruhigen  Lage 
plötzlich  in  eine  starke  Seitenbewegung  versetzen;  theils  aber 
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schleudern  diese  Stösse  den  Kreisel  in  die  Höhe  und  bewirken, 
wenn  seine  Rotation  noch  energisch  genug  ist,  dass  der  Schwer- 
punkt sich  wieder  hebt  und  die  Axe  aus  der  schiefen  Stellung 
wieder  in  die  vertikale  ubergeht. 

4.  Stellt  man  den  Kreisel  mit  vertikaler  Richtung  seiner  Axe 
auf  eine  geneigte  Fläche  oder  neigt  man  die  sub  Nr.  3.  be- 
trachtete horizontale  Fläche,  auf  welcher  der  Kreisel  aufrecht 
steht,  so  verharret  er  in  dieser  vertikalen  Stellung,  setzt  sich 
aber  in  eine  Fortschrittsbewegung.  Denn  die  Stösse,  welche  ihm 
die  Fläche  von  der  Seite  des  spitzen  Winkels  her  ertheilt,  wir- 
ken auf  den  Kreisel,  wie  vorhin  die  Schwere,  und  treiben  ihn 
seitwärts  in  der  Richtung  .  (Ta f.  IV.  Fig.  4.),  wie  weun  die  Fläche 
horizontal,  die  Axe  AB  aber  gegen  dieselbe  geneigt  wäre.  Im  Uebri- 
gen  geht  jetzt  die  Fortschrittsbewegung  nahezu  in  gerader  hori- 
zontaler Linie  AJ  vor  sich,  weil  bei  der  Bewegung  in  der  Kurv  e 
AK  die  damit  verbundene  konische  Bewegung  der  Axe  AB  dem 
Kreisel  eine  immer  spitzer  werdende  Neigung  gegen  die  Fläche 
und  dem  Schwerpunkte  eine  Bewegung  mit  ungleichmässiger  Stei- 
gung ertheilen,  also  auf  mehrfache  Widerstände  stossen  wurde. 
W7enn  die  Reibung  in  Folge  der  hüpfenden  Bewegung  des  Krei- 
sels sehr  klein  ist,  entsteht  auch  wohl  gleichzeitig  ein  Sinken  an 
der  geneigten  Ebene  herab,  in  Folge  dessen  die  Bahn  AJ  nicht 
horizontal  bleibt,  sondern  sich  abwärts  neigt. 

• 

Normal  auf  die  geneigte  Fläche  gestellt,  beginnt  der 
Kreisel  durch  die  Wirkung  der  Schwere  einen  Kurvenlauf  von 
rechts  nach  links  herum.  Hierbei  kommt  jedoch  seine  Axe  immer 
steiler  zu  stehen,  der  Einfluss  der  Schwere  vermindert  sich  also, 
wahrend  die  derselben  entgegenwirkenden  Seitenstösse  der  ge- 
neigten Fläche  sich  verstärken.  Demnach  geht  der  Kreisel  all 
mählig  in  die  vertikale  Stellung  über,  indem  er  eine  Linie  wie 
AKJ  veifolgt  (Taf.  IV.  Fig.  5.),  welche  je  nach  der  Kraft  und  dem 
Gewichte  des  Kreisels,  sowie  nach  der  Neigung  und  Elastizität 
der  Unterlagsfläche  vor  dem  Uebergange  in  den  geradlinigen  Theil 
KJ  Schlingen  bildet,  oder  nicht. 

5.  Wird  die  Rotationsaxe  AB  horizontal  und  die  Dreh- 
ungsebene vertikal  J/A  auf  eine  horizontale  Fläche  gestellt,  so 
ergibt  sich  das  rollende  Rad,  welches  im  normalen  Zustande 
eine  geradlinige  Bahn  verfolgt. 

Sobald  sich  die  Ebene  des  Rades  aus  irgend  einer  Veran- 
lassung nach  Taf.  IV.  Fig.  6.  neigt,  so  dass  die  Axe  CB  die  ho- 
rizontale Flache  in  F  trifft,  erzeugt  die  Schwere  ein  Kräftepaar 
mit  der  Axe  CD.   Wenn  CE  die  Resultante  von  CB  und  CD 
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ist  und  man  zieht  /■'(»  parallel  zu  EC,  so  erkennt  man,  dass  die 
Axe  des  Rades  in  die  Lage  FG  übergehen  und  das  Kad  selbst 
im  Kreise  von  rechts  nach  links  herum  um  den  Punkt  F laufen  wird. 

Bekäme  das  Rad  dagegen  eine  Neigung  nach  Taf.  IV.  Fig.  7.. 
so  würde  dasselbe  den  Kreis  um  den  Punkt  F  von  links  nach 
rechts  durchlaufen. 

6.  Stellt  man  den  Kreisel  nach  Taf.  IV.  Fig.  8.  mit  seiner 
oberen  und  unteren  Spitze  in  einen  Ring  AB ,  welcher  mit  eioem 
Stiele  AD  versehen  und  bei  D  durch  ein  Charnier  mit  dem  ho- 
rizontalen Hebelarme  DG  verbunden  ist,  setzt  darauf  den  bei  E 
an  dem  Hebelarme  befestigten  vertikalen  Zapfen  in  eine  Hülse, 
wodurch  der  Kreisel  um  die  Axe  AB,  der  Ring  AB  um  die  ho- 
rizontale Axe  bei  D  und  das  Ganze  um  die  vertikale  Axe  bei  E 
drehbar  wird,  so  hat  man  ein,  dem  Vernehmen  nach  von  Mag- 
nus als  mechanisches  Kuriosum  koustruirtes  Instru- 
ment vor  sich. 

Das  Gewicht  des  Kreisels  C  bewirkt  jetzt  nach  den  subNr.2. 
gegebenen  Erläuterungen,  dass  das  ganze  Instrument  sich  von 
rechts  nach  links  uro  die  vertikale  Axe  E  dreht.  Je  stärker  die 
Rotationsbewegung  des  Kreisels  ist  und  je  steiler  seine  Axe 
steht,  desto  schwächer  ist  diese  Drehung  und  umgekehrt. 

Wenn  man  die  Drehung  um  die  vertikale  Axe  zu  beseh leu- 
nigen sucht,  so  involvirt  der  hierauf  verwandte  Impuls,  weil  ein 
Uebergang  der  Axe  AB  des  Kreisels  in  die  benachbarte  Lage 
einer  Drehung  von  rechts  nach  links  um  eine  in  der  Ebene  EDB 
liegende  und  auf  AB  nach  oben  perpendikular  stehende  Axe  ent- 
spricht, die  Wirkung  eines  Kräftepaares  mit  der  Axe  CG  in 
Taf.  IV.  Fig.  9.  Die  Resultante  CH  von  CB  und  CG  steht  stei- 
ler als  CB ,  und  daraus  folgt,  dass  der  Kreisel  sich  hebt,  in- 
dem der  Ring  sich  um  D  aufw  ärts  bewegt. 

Sucht  man  dagegen  die  Bewegung  um  die  vertikale  Axe  E 
zu  verzogern,  so  sinkt  der  Kreisel  herab,  indem  der  Ring 
um  D  sich  abwärts  bewegt.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  Reibung 
an  der  Axe  E,  welche  eine  retardirende  Kraft  ist,  ein  allmähli- 
ges  Sinken  des  Kreiseis  herbeiführt,  während  gleichzeitig  in  Folge 
der  sich  verlangsamenden  Rotationsbewegung  des  Kreisels  die  • 
Geschwindigkeit  um  die  vertikale  Axe  E  zunimmt. 

Hängt  man  den  Hebel  DG  am  Punkte  G  so  auf,  dass  er  eine 
vertikale  Drehungsaxe  bildet,  so  rotirt  der  Ring  mit  dem  Kreisel 
nach  Taf.  IV.  Fig.  10.  um  diese  Axe  in  rechtlfiuöger  Bewegung 
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von  rechts  »ach  links,  gleichviel»  ob  die  Axe  AB  des  Kreisels 
nach  oben  oder  nach  unten  geneigt  ist. 

Hängt  man  dagegen  diesen  Hebel  mittelst  zweier  Zapfen  G 
(Tal'.  IV.  Fig.  11.)  so  auf,  dass  derselbe  sich  mit  dem  Riuge  AB 
our  um  eine  horizontale  Axe  G  drehen  kann,  und  versetzt  ihn 
dann  in  eine  pendulirende  Bewegung,  so  hebt  und  senkt  sich  da- 
bei abwechselnd  der  Ring  um  das  Charnier  D  dergestalt,  dass 
die  Axe  AB  des  Kreisels  eine  konische  Fläche  in  umgekehrter 
Richtung  von  links  nach  rechts  durchläuft. 

7.  Werfen  wir  den  Kreisel,  mit  der  Spitze  voran,  durch  die 
Luft,  so  haben  wir  das  aus  einem  gezogenen  Gewehre  geschleu- 
derte Gesc  hoss. 

Ein  solches  Projektil  beharret  in  seiner  geradlinigen  Bewe- 
gung mit  einer  weit  grosseren  Festigkeit,  als  ein  Geschoss  ohne 
Rotation,  weil  das  in  ihm  lebende  Trägheitsmoment  einem  jeden 
Impulse,  welcher  eine  Drehung  seiner  Rotationsaxe  zu  bewirken 
strebt,  einen  gewissen  Widerstand  entgegensetzt.  Wenn  aber  ein 
solcher  Impuls  sich  geltend  macht,  was  besonders  bei  den  Spitz- 
kugeln geschehen- kann,  indem  dieselben  durch  Seitenwind,  so- 
wie auch  bei  dem  parabolischen  Falle  ihres  Schwerpunktes  durch 
den  Widerstand  der  Luft  am  Vordertheile  anders,  als  am  Hinter- 
theile  affizirt  werden,  was  natürlich  eine  Verdrehung  der  Rota- 
tionsaxe bewirkt,  so  ist  nach  Obigem  leicht  zu  erkennen,  dass 
ein  solcher  Seitenstoss  zunächst  eine  Verdrehung  der  Rota- 
tionsaxe in  vertikaler  Richtung,  nach  oben  oder  unten  und 
hierauf  in  Folge  des  nun  gegen  die  Langseite  des  Geschosses 
wirkenden  Luftwiderstandes  auch  eine  Ablenkung  des  Schwer- 
punktes in  derselben  vertikalen  Richtung  nach  sich  zieht. 

Drehkriifte  dagegen,  welche  in  vertikalen  Ebenen  wirken, 
wie  z.  B.  der  Luftwiderstand  gegen  die  Langseite  einer  Spitzkugel 
bei  einem  stark  gekrümmten  Bogenschüsse,  veranlassen  eine  Ver- 
drehung der  Spitze  und  sodann  auch  eine  Ablenkung  der  ganzen 
Kugelaus  ihrer  Bahn  in  einer  Seiten richtung  nach  rechts 
oder  links. 

Hieraus  erhellet  auch,  wie  die  fortgesetzte  Wirkung  solcher 
Kräfte  dem  Schwerpunkte  der  Kugel  unter  Umständen  eine  spi- 
ralförmige Bahn  verleiben  könne. 
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Elementare   Herleitung    der    Schwingungsdauer  des 

mathematischen  Pendels. 

Von 

Herrn  Julius  Weingarten, 
Assistenten  der  Mathematik  am  Königl.  Gewerbe- Institute  su  Berlin. 


Die  Schwierigkeit,  welche  sich  der  elementaren  Auflösung 
des  Problems:  die  Zeit  zu  finden,  in  welcher  ein  mate- 
rieller Punkt,  der  sich  mit  bekannter  variabler  Ge 
sch wi ndigkeit  auf  einer  Curve  bewegt,  ein  gewisses 
Stuck  derselben  zurücklegt,  darbietet,  liegt  offenbar  in  der 
vorausgesetzten  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  des  betrach- 
teten Punktes.  Dieselbe  ist  allerdings  sofort  dadurch  gehoben, 
dass  man  die  Bewegung  jenes  Punktes  für  so  kleine  Zeitinter- 
valle verfolgt,  fär  welche  jene  vorausgesetzte  Veränderlichkeit 
unwirksam  bleibt;  allein  derartige  Betrachtungen  scheinen  für  An- 
fanger oder  für  die  der  höheren  Analysis  Unkundigen  nicht  ver- 
ständlich zu  sein,  und  das  vielleicht  mit  gutem  Grund.  In  der 
That  lässt  sich  aber  jene  Betrachtung  durch  eine  andere,  der 
Natur  der  Sache  ebenso  angemessene,  die  sich  zugleich  für  eine 
phoronomische  Darstellung  eignet,  und  eine  für  Laien  grössere 
Anschaulichkeit  besitzt,  ersetzen. 


Es  bewege  sich  auf  der  Curve  mn  (Taf.  V.  Fig.  1.)  der  Punkt 
p  mit  der  variablen  Geschwindigkeit  v.  Es  soll  die  Zeit  gefunden 
werden,  in  welcher  er  das  Stück  nm  derselben  zurücklegt. 

Denkt  man  den  Punkt  p  während  seiner  Bewegung  parallel 
der  beliebig  gerichteten  Linie  nnt  beleuchtet,  so  wird  es  offen- 
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der 


bar  stets  möglich  sein,  eine  andere  Cur ve  n,  mt  so  zu  ziehen,  dass 
der  bei  dieser  Beleuchtung  entstehende  Schatten  px  des  Punktes 
p  sich  auf  jener  Curve  mit  einer  constanten  Geschwindigkeit  c 
bewegt.  Bezeichnen  wir  nun  die  Länge  des  Stückes  ntmx  durch 
/,  die  Zeit,  in  welcher  p  von  n  bis  r«,  also  px  sich  von  nx  bis 
mx  bewegt,  durch  T,  so  wird  offenbar 


wodurch  die  Aufgabe  gelöst  ist,  falls  die  Curve  nxmx  angegeben 
werden  kann.  Es  sei  nunmehr  der  Einfachheit  wegen  nnx  hori- 
zontal gewählt.  Da  nun  die  beiden  beweglichen  Punkte  p  und 
px  in  gleichen  Zeiten  gleiche  vertikale  Wege  durchlaufen,  so 
müssen  ihre  vertikalen  Geschwindigkeiten  gleich  sein,  was  die 
Bedingung  ergiebt,  dass  zu  jeder  Zeit 


wo  q>  der  Winkel,  welchen  die  Geschwindigkeit,  das  heisst  die 
Tangente  in  p,  q>x  der  Winkel,  den  die  Tangente  in  px  mit  der 
Horizontalen  bildet.  Diese  Gleichung  definirt  die  Curve  nxmx 
vollständig. 


I.    Anwendung  auf  das  Cycloi'denpendel. 

Auf  dem  CycloTdenbogen  aß  (Taf.  V.  Fig.  2.)  falle  ein  mate- 
rieller Punkt  p,  der  in  m  seine  Bewegung  ohne  anfangliche  Ge- 
schwindigkeit beginnt.  Schlägt  man  über  der  anfänglichen  Höhe 
a  des  fallenden  Punktes  einen  Halbkreis,  so  ist  dieser  eine  Curve, 
auf  welcher  sich  bei  der  Bewegung  von  p  der  Schatten  dieses 
Punkts  constant  bewegt,  falls  die  Beleuchtung  horizontal  ist. 

In  der  That  ist  die  Geschwindigkeit  von  p,  in  der  Stellung  p, 

das  heisst  r,  gleich  V^Vgh,  und  die  Bedingung  der  gleichen  Ver- 
tikalbewegung  von  p  und  px  giebt  wie  oben 


Nun  ist  bekanntlich,  wenn  r  die  Länge  des  Halbmessers  des 
Erzeugungskreises  der  Cyeloide, 


rsinqp=  csin^, 


tJsin  (p  =  csm<px. 


(«.  unten  die  Anmerkung) 


und  ferner 


Digitized  by  Google 


Schwingungsdauer  des  mathematischen  Pendels.  369 
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wodurch : 
Hieraus  folgt: 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  des  Schattens  px  ist  in  der  That  con- 
stant  und  gleich  ^^^r« 

Ist  nun  T  die  Zeit,  in  welcher  der  Punkt  p  von  m  nach  ß 

gelangt,  oder  diejenige,  in  welcher  /?2  den  Halbkreis  zurück- 
legt, so  wird 

oder 

«■-VI' 

welcher  Werth  die  halbe  Schwingungszeit  des  Cycloidenpendels 
angiebt.  Hieraus  ergiebt  sich  die  Eigenschaft  der  CycloYde  als 
Tautochrone. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  die  Zeit,  in  welcher  der  fal- 
lende Punkt  von  m  aus  in  die  Lage  p  gelangt  zu: 

t  —  arc(cos  =  ).\ 

a        v  g 

wie  anderweitig  bekannt. 

Anmerkung.  Diese  Formel  ergiebt  sich  leicht  auf  folgendem 
Wege. 

Eine  CycloYde  wird  bekanntlich  von  einem  bestimmten  Punkte 
der  Peripherie  eines  Kreises  beschrieben,  wenn  derselbe,  ohne 
zu  gleiten,  auf  einer  geraden  Linie  rollt. 

Es  sei  (Taf.  V.  Fig.  3.)  AB  die  angenommene  Gerade,  m  der 
die  CycloYde  beschreibende  Punkt,  der  durch  Rollen  des  Kreises 
omo'  in  seine  jetzige  Lage  gekommen  ist,  so  wird  im  Momente 
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des  Weiterrollens  offenbar  eine  Drehung  des  Kreises  um  den 
Punkt  o  stattfinden,  der  Punkt  m  sich  also  in  senkrechter  Rich- 
tung gegen  om  fortbewegen.  Die  Linie  om  ist  also  eine  Nor- 
male gegen  die  CycloYde,  woraus  sich  sin<p,  d.  h.  der  Sitius  des 
Winkels,  den  die  Tangente  in  m  an  die  CycloYde  mit  AB  bildet, 
sehr  leicht  zu 


ergiebt,  da  <p  wegen  des  Obigen  gleich  ^.moo'  sein  wird,  y  hat 
dieselbe  Bedeutung  wie  früher  «  —  h. 


Fällt  der  bewegliche  Punkt  auf  einem  Kreisbogen  mpß  vom 
Radius  l  (Taf.  V.  Fig.  4.),  so  wird  die  Bewegung  seines  Schattens 
Pi  auf  dem  wie  vorher  über  der  anfänglichen  Fallhohe  gezeich- 
neten Halbkreise  nicht  mehr  gleichförmig  sein.  Allein  wenn  die 
Schwingungen  des  Pendels  nur  klein  sind,  so  wird  dieser  Umstand 
mit  grosser  Annäherung  stattfinden,  wie  man  sofort  sehen  wird. 

Bedeutet  wie  oben  c  die  Geschwindigkeit  des  Schattens  pl 
auf  dem  über  a  geschlagenen  Halbkreise,  so  giebt  die  Identität 
der  vertikalen  Bewegungen  wiederum: 


II.  Kreispendel. 


.sinqp  =  esin<jp,. 


Nun  ist  aber 


sin  qpl  =  —  V h{a  —  h). 


» 


Ferner  ist 


a -h—  /-/cos  <)D=2/sin2£ , 


also 


ViT=^=  V2/.sin|, 


wodurch  sich  die  obige  Gleichung  in 


V2^.siny  =  c.~.V27.8inf 


oder  in 
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verwandelt.   Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  c  nicht  constant, 
aber  offenbar  zwischen  den  Grenzen 


a\  %  und   aY  £ cosky, 


wo  a  die  anfängliche  Pendelelongation  bedeutet.  Diese  beiden 
Grenzen  fallen  für  kleine  <*,  d.  h.  für  kleine  Schwingungen ,  zu- 
sammen, da  ihr  Unterschied 


2a 


Yf  .sin*! 


von  der  zweiten  Ordnung  ist. 

Für  diesen  Fall  ist  also  offenbar 

— Vf 

und,  wie  oben,  T,  die  Zeit  einer  halben  Pendelschwingung: 

woraus  man  sieht,  dass  ein  Kreispendel  für  kleine  Schwingungen 
isochron  ist 

Im  Allgemeinen  sind  aber  für  grössere  Schwingungen  jene 
beiden  Grenzen  nicht  als  zusammenfallend  anzusehen.  In  diesem 
Falle  können  wir  aber  annähernd  für  c  das  arithmetische  Mittel 
zwischen  jenen  beiden  Grenzen  annehmen,  was,  wie  man  weiss, 
für  kleinere  Elongationen  um  so  mehr  gestattet  ist.    Es  ist  alsdann 

1  +  COS; 


4/7  1  +  « 
•-•VT  ¥ 

und  folglich 

T 


*  y  1  —  sin2^ 


wofür  man  auch,  indem  man  j  statt  sin^-  schreibt,  was  wegen 
der  vorausgesetzten  Kleinheit  von  o  zulässig  ist; 
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16  *  16.16 

erhält. 

et* 

Da  ferner  die  Grösse  jg-jg  durchaus  nicht  inOuirt,  so  folgt 


»-ffVJ-tf+S 


als  eine  zweite  Näherungsformel  für  die  halbe  Schwingungszeit 
des  mathematischen  Pendels. 

Hätte  man  statt  des  Halbkreises  über  a  eine  Curve  gezeich- 
net, welche  durch  die  Bedingung  • 


2  t/"2Ä(a-Ä)(2/-fl  +  Ä) 

definirt  wird,  so  wäre  auf  dieser  Curve  die  Bewegung  des  Schat- 
tens von  p  gleichförmig  geworden,  und  man  hat  für  die  Geschwin- 
digkeit dieser  Bewegung: 

2  1  l 

ak 

gefunden.  Bezeichnet  man  die  Länge  jener  Curve  durch  ,  so 
ist  die  halbe  Schwingungszeit  des  Pendels  genau: 


'-»Vi- 


9 

Allein  die  Grösse  k  lässt  sich  elementar  nicht  weiter  entwickeln, 
sondern  nur  durch  Reihen  oder  in  Gestalt  eines  elliptischen  In- 
tegrales angeben,  wie  diess  in  der  Natur  der  Sache  selbst  liegt. 


Die  vorhergehenden  Betrachtungen  scheinen  mir  geeignet,  in 
die  Lehrbucher  der  Physik,  in  denen  die  Beweise  derartiger  For- 
mein  meistens  fehlen,  aufgenommen  werden  zu  können,  wesshalb 
ich  mir  erlaubte,  dieselben  hier  mitzutheilen.  Ich  will  nur  noch 
bemerken,  dass  man  auf  ganz  elementare  Art  z.  B.  die  Kepl er- 
sehen Gesetze  und  alle  einfachen  dynamischen  Aufgaben  zu  be- 
handeln im  Stande  ist,  ohne  sich  der  Betrachtung  des  Unend- 
lichkleinen zu  bedienen. 
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XXVII. 

Die  Bahn  der  Quotiente  oder  Curve  aus  zwei  Brenn- 
punkten,  mit  Fahrstrahlen  von  beständigem  Verhältnisse. 

Von 

Herrn  Archivars- Assistenten  Hiedl  von  Leuenslern 

zu  Wien. 


1.  Es  seien  auf  der  gegebenen  Geraden  (AF)  (Taf.  V.  Fig.  5.) 
die  Punkte  f  und  B  bestimmt,  so  dass  (Bf)  =  q>,  (BF)  =  <pq, 
<P7>  q>  werde,  und  wir  wollen  F  und  f  als  Brennpunkte,  q>q  und 
qp  als  Fahrstrahlen  für  den  Scheitel  Bt  dabei  q  als  beständigen 
Quotienten  der  veränderlichen  Fahrstrahien  betrachten,  nämlich: 

(Z)aF)  =  q>2q,    (D<J)  =  (p2, 
u.  s.  f.  bis 
(AF)  =  <pnq  =  (AB)  +  <pq 

und 

(Af)  =  <pn  =  (AB)—cp. 

Wenn  nun  die  Punkte  Z),  Dx,  Z)a,  Z)3 —  />„  oder  A,  und  so 
jenseits  der  Axe  (AB)  wieder  zurück  bis  B,  in  einer  Krummen 
liegen,  also  (DB),  (DVB),  (Z>2ß)....  deren  Sehnen  sind,  so  be- 
haupte ich  erstens,  dass  die  beiden  Winkel  einander  gleich 
sind,  welche  jede  solche  Sehne,  z.  B.  (D^),  mit  den 
beiden  zu  ihr  gehörigen  Fahrstrahien  q>tq  und  q>x  bil- 
det, d.  i.  (BDlF)  —  (BÜlf).  Zieht  man  nämlich  (Be)  in  gleicher 
Richtung  mit  (FDt)  und  eben  so  (fy)  parallel  mit  (BDX),  wobei 
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sich  die  Durchschnittspunkte  px  und  m,  wie  auch  die  Langen 
w erthe : 

(Piw»)  =«,  (/im)=/3, 

(Am)=y,  (/m)  =<5, 

(Api)=A»  (<?>i)=*, 
(fPi)  =i*>  (c/)  =  0 
feststellen,  so  iverden  die  Winkel: 

(/?A/*)  =  (A/# 


(BD%F)=z(DxBE)\ 

es  wird  aber  auch: 

<Pi9''(Y  +  *)  =  (pq''<P  =  («  +  £); 


ferner : 


daher: 


cr:<5  =  y:/S; 


y  +  *  =  «  f  ß, 
a  =  S , 

und  die  Winkel; 

( D.fg)  =  (AÄe)  =  (B  />,  F)  =  (ÄAA 
2.    Aus  diesem  folgt  unmittelbar: 

(cPlf)  =  (cfPl)  —  (cDiB)  =  {cBDx) 

und 

k—<p,    x  =  0; 
und  so  für  jeden  Punkt  Dtt  D3....f)n  oder  A: 

X2  =  A8  =  in  =  (^)  =  9>) 
x,=  >t>=xJ,  =  (pf,c)  =  0; 

es  ist  also: 

(,4c)=A-f*=0  +  <p= (Bc)  =  (Z>,  c) = (D2c) = (Z)4c)  =  1  ( A  B) , 

und  die  Punkte  £,  Z),  />,  .  Oz  bis  /l ,  dann  eben  so  jenseits 
wieder  zurück  bis  B,  liegen  sämmtlicb  in  einer  Kreislinie. 
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Indem  sich  die  Natur  dieser  Krummen  auf  solche  Weise  be- 
kannt gibt,  so  wird  ihre  weitere  Erforschung  überflüssig. 

3.  Es  seien  f  und  /  als  Brennpunkte  und  zwischen  ihnen  B 
als  Scheitel  in  beliebigen  Entfernungen  gegeben,  wobei  {Bf)<J(BF) ; 
zu  finden  den  Mittelpunkt  c  und  Halbmesser  (Bc)  eines 
Kreises,  in  dessen  Peripherie  alle  durch  die  beiden 
Fahrstrahlen  mit  beständigem  Quotienten  bestimmten 
Punkte  liegen. 

Ich  nenne 

(fA)=x,    (BA)  =  2r=i<p+xt    (FA)^<pq  +  qo  +  x\ 
so  gibt: 

q>q  :  q>  =  (<pq  +  <p  -\-  x) :  x 


und 


<P4  +  9 


Zur  metrischen  Darstellung  (Taf.  V.  Fig.  6.)  wird 
genommen,  dann 

(W— ?):ps=9f:r. 

Aus  den  bekannten  Punkten  f,  B,  F  bestimmen  sich  c,  gy  h, 
indem  man  (aB)=(Bf)f  (aF)=(Fg)  und  die  Senkrechte  (gh)  =  {Bf) 
macht.  Es  wird  dann  die  Linie  (AF)  verlängert,  bis  sie  in  c'  die 
Senkrechte  auf  B  trifft,  worauf  (Bc')  =  (Bc)  =  r  und  der  verlangte 
Kreis  sich  findet. 

4.  Soll  aber  aus  dem  gegebenen  Kreise,  dann  dem 
Orte  (Bf)  =  (p  des  innern  Brenpunktes  der  äussere 
(BF)  =  (pq  gesucht  werden,  oder  umgekehrt,  so  ist  für 
den  äussern,  F: 


den  innern,  f: 


und  für  den  Quotienten: 


r<pq 
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r 

Die  Zeichnung  gibt  aus  den  bekannten  Punkten  c,  B  und  einer 
gewählten  Sehne  (DB)  unmittelbar  den  Ort  beider  Brennpunkte, 
indem  man  aus  D  einen  Bogen  F'B'f  zieht  und  (FB,)  =  (B'f) 
macht ;  die  Schenkel  (Df)  und  (DF')  schneiden  den  verlängerten 
Durchmesser  (cg)  in  f  und  F. 


XXXIII. 

Ueber  die  Bestimmung  der  Drehungswinkel  an  Mess- 
instrumenten, die  mit  einem  beweglichen  Spiegel  ver- 
sehen sind,  welcher  das  Bild  einer  feststehenden  Scale 
in  einem  Fernrohr  erscheinen  lässt. 

Von 

Herrn  Professor  J.  Stegmann 
an  der  Universität  zu  Marburg. 


Bei  physikalischen  Untersuchungen,  welche  die  genaue  Beob- 
achtung kleiner  Drehungstvinkel  verlangen,  um  daraus  einen  Schluss 
auf  die  Grösse  der  diese  Veränderungen  hervorrufenden  Kräfte 
herzuleiten,  bedient  man  sich  häufig  mit  bestem  Erfolge  jener 
Spiegel  Vorrichtung,  die  zuerst  durch  das  Gauss' sehe  Magneto- 
meter allgemein  bekannt  geworden  ist.  Es  wird  nämlich  an  dem- 
jenigen T heile  des  Apparats,  welcher  um  eine  feste  (meistens 
vertikale)  Umdrehungsaxe  drehbar  ist,  ein  ebener  Spiegel  ange- 
bracht und  in  grösserer  oder  geringerer  Entfernung  ein  Fernrohr 
und  ein  mit  einer  Scale  versehener  Stab  so  aufgestellt,  dass  man 
das  vom  Spiegel  reflektirte  Bild  der  Scale  im  Fernrohr  beobach- 


* 
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ten  kann.  Die  Scale,  als  eine  gerade  Linie  aufgefasst,  soll  per- 
pendikulär  gegen  eine  Ebene  gestellt  werden,  welche  man  parallel 
zur  Umdrehungsaxe  durch  die  optische  Axe  des  Fernrohrs  (ge- 
nauer  zu  reden  durch  die  Collimations  -  Linie)  legen  kann.  Im 
Brennpunkte  des  Oculars  dieses  letztem  befindet  sich  ein  Faden, 
der  ebenfalls  senkrecht  zur  Richtung  der  Scale  sein  soll,  so  dnss 
er  in  der  eben  gedachten,  mit  der  Umdrehungsaxe  parallelen 
Ebene  liegt,  welche  wir  der  Kürze  wegen  die  Visire bene  nen- 
nen wollen.  Sobald  nun  in  Folge  einer  kleinen  Drehung  dei  Spie- 
gel successiv  andere  Stellungen  einnimmt,  so  wird  von  dem 
gedachten  Faden  das  Bild  der  Scale  allmählig  in  andern  Theilungs- 
punkten  durchschnitten,,  und  es  kommt  dann  darauf  an,  aus  der 
Anzahl  der  Scalentheile  (=  x),  welche  durch  den  Faden  hindurch- 
gelaufen  sind,  die  Grosse  des  Drehungswinkels  (=ty)  zu  bestimmen. 

Wir  legen  dieser  Untersuchung,  um  sie  in  der  erforderlichen 
Allgemeinheit  durchzuführen,  weder  die  Voraussetzung  zu  Grunde, 
dass  die  Umdrehungsaxe  in  der  Ebene  des  Spiegels  selbst,  noch  ' 
dass  sie  mit  dieser  Ebene  parallel  liege;  wir  nehmen  vielmehr 
an,  dass  die  Spiegelebene  gegen  die  Umdrehungsaxe 
unter  einem  Winkel  6  geneigt  sei,  so  dass,  wenu  die  Axe 
vertikal  steht ,  der  Neigungswinkel  der  Spiegelebeue  «gegen  die 
Horizontalebene  gleich  (9Ö°  — Ö)  ist.  Obschon  bei  den  praktischen 
Anwendungen  in  der  Regel  der  Winkel  Ö  von  Null  nicht  sehr 
verschieden  sein  mag,  so  kann  er  doch  manchmal  auch  eine 
merkliche  Grösse  besitzen.  Was  die  Rkhtuug  der  Umdrehungs- 
axe anbelangt,  so  wollen  wir  uns  um  grösserer  Anschaulichkeit 
willen  dieselbe  als  vertikal  vorstellen,  die  Entwicklungen  gelten 
aber,  wie  man  sogleich  einsehen  wird,  für  jede  beliebige  Lage. 

Wenn  nun  bei  irgend  einer  Stellung  des  drehbaren  Theils 
des  Apparats  durch  die  Drehungsaxe  eine  auf  der  Ebene  des 
Spiegels  senkrechte  Ebene  gelegt  wird,  so  erhält  man  als  Durch- 
schnitt mit  der  nöfliigen falls  erweiterten  Spiegelebene  eine  Gerade, 
welche  sich  mit  der  Axe  unter  dem  Winkel  0  schneidet.  Durch 
Rotation  dieser  Geraden  entsteht  eine  gemeine  kegr Mache,  an 
welcher  die  (nöthigenfalls  erweiterte)  Ebene  des  Spiegels  fort* 
während,  bei  jeder  Mährend  der  Drehung  erreiehteu  Stellung, 
eine  tangirende  Ebene  ist.  Eine  Normale  des  Spiegels  ist  daher, 
bei  jeder  Stellung  des  Spiegels,  parallel  mit  den  längs  einer  be- 
stimmten Kegelseite  auf  die  Kegelfläche  zu  errichtenden  und  durch 
die  Umdrehungsaxe  laufenden  Normallinien.  Diese  letzteien,  oder 
wenn  man  lieher  will  ihre  Horizontalprojectionen,  können  nach 
jeder  Richtung  des  Horizonts  gezogen  werden,  also  auch  parallel 
zur  Visire  bene.    Es  lässt  sich  daher,  indem  man  eine  mit  der 
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Visirebene  parallele  Ebene  durch  die  Urodrehungsaxe  legt  und  die 
durch  diese  Ebene  bestimmte  Erzeugungslinie  der  KegeMäche 
in's  Auge  fasst,  eine  solche  Lage  des  Spiegels  construiren,  dass 
die  Visirebene  senkrecht  auf  ihm  steht  Diese  Position  betrach- 
ten wir  im  Folgenden  als  die  Anfangs  Stellung,  von  welcher 
aus  die  Drehung  beginnen  soll. 

In  Taf.  V.  Fig.  7. ,  worin  5  das  Seherohr,  Au  Mm  eine  ebene 
Tafel  und  TV  die  darin  gezeichnete  Scale  bedeutet,  ist  die 
so  eben  erwähnte  Kegelfläche  durch  OKEke  vorgestellt  wor- 
den. Zwei  verschiedene  Positionen  des  Spiegels  sind  in  Dd,  Ji 
angedeutet,  von  denen  die  erstere  die  ADfangsstellung  bedeuten 
möge,  so  dass  die  Visirebene  SDd  senkrecht  sowohl  auf  der 
Spiegelebene,  wie  auf  der  Tafel  AaMm  steht.  Die  Kegelseiten, 
längs  welchen  die  Kegelfläche  von  den  erweiterten  Spiegelebenen 
tangirt  wird,  siud  Ee  für  die  erste,  Kk  für  die  andere  Stellung. 

Nehmen  wir  nun  die  Drehungsaxe  zur  Axe  der  Z  und  die 
durch  die  Drehungsaxe  parallel  zur  Visirebene  gelegte  Ebene 
ZOEe  zur  Ebene  der  ZY  an,  so  dass  zum  Ursprung  der  Coor- 
dinaten  vorerst  noch  ein  beliebiger  Punkt  der  Drehungsaxe  ge- 
wählt werden  möge,  die  positive  Axe  der  Y  aber  nach  vorne, 
d.  h.  naclf  der  Seite,  wo  das  Fernrohr  aufgestellt  ist,  gezogen 
weiden  soll.  Alsdann  wird  die  Visirebene  durch  eine  Gleichung 
von  der  Form 

x  ss  a 

bestimmt.  Die  Constante  a  wird  in  der  Figur,  da  Dd  die  Durch- 
schnittslinie der  Visirebene  mit  dem  in  der  Anfangsstellung  be- 
findlichen Spiegel,  ferner  Bb  diejenige  in  der  Tafel  zu  ziehende 
Gerade,  deren  Bild  mit  dem  Faden  im  Seherohr  zusammenfallt, 
und  da  die  Durchschnittslinie  der  jEbene  ZOEeY  mit  der  Tafel 
bedeuten  soll,  durch  AB  =  ab  =  DE  =  de  angegeben. 

Um  für  eine  beliebige  Position  Ji,  sobald  eine  Drehung  um 
einen  Winkel  EOK~ty  Statt  gefunden  hat,  die  Gleichung  der 
Spiegelebene,  so  wie  ihrer  Durchschnittslinie  Ji  mit  der  Visir- 
ebene zu  finden,  bezeichnen  wir  durch  b  das  von  der  Ebene  des 
Spiegels  in  seiner  Anfangsstellung  abgeschnittene  Stück  OE,  wo- 
bei es  sich  von  selbst  versteht,  dass  dieser  Constanten  b  unter 
Umständen  ein  negativer  Werth  zu  ertheilen  ist,  und  bemerken, 
dass  dann  allgemein  von  der  Ebene  des  Spiegels  auf  den  Coor- 
dinatenaxen  OX,  OY,  OZ  bezuglich  die  Stucke 

.  ■  .*  b   6__ 

sin^'    cos^       tangö  . 
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abgeschnitten  werden.  Die  Drehung  y  bringen  wir  hierbei  als. 
positiv  oder  als  negativ  in  Rechnung,  je  nachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne,  wie  wenn  man  die  positive  Axe  der  ¥  nach  der  posi- 
tiven Axe  der  X  hin  drehen  wollte,  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  vor  sich  geht.  'Was  den  Winkel  0  anbelangt,  so  haben 
wir  den  Fall  zu  Grunde  gelegt,  dass  die  auf  der  Spiegelebene 
nach  dem  Auge  des  Beobachters  hin  zu  ziehende  Normallinie  mit 
der  Richtung  der  positiven  Z  einen  stampfen  Winkel  bilde. 
Wäre  dieser  Winkel  spitz,  so  müsste  0  in  den  folgenden  Ent- 
wickeln ngen  als  eine  negative  Grosse  genommen  werden.  — 
Demnach  ist 

.  \    -    t  .  I 

(1)  xs'mtlf  -\-ycos^  —  ztang6=6 

die  Gleichung  der  Spiegelebene;  und  die  Durchschnittslinie  Ji  ist 
durch  das  System  der  zwei  Gleichungen 

x  —  u, 

#cosi/>  —  2taogö=6  —  «sinip  . 

bestimmt.  -  '  * 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  durch  Ji  eine  Ebene  JiMm  zu 
construiren,  welche  mit  der  Ebene  des  Spiegels  denselben  Nei- 
gungswinkel bildet,  wie  die  Visirebene  JiS,  und  welche  also  die- 
jenigen Lichtstrahlen  enthält,  die  durch  Reflexion  in  die  Visir- 
ebene  gelangen.  Die  in  irgend  einem  Punkte  von  Ji  auf  die 
Spiegelebene  zu  errichtende  Normale,  welche  parallel  und  gleich- 
gerichtet mit  einem  von  O  auf  die  Kegelseite  Kk  zu  fallenden 
Perpendikel  taufen  wurde,  bildet  mit  den  Richtungen  der  positi- 
ven Coordinatenaxen  drei  Winkel,  deren  Cosinus  zu  Folge  (1)  durch 

gin^  co&ip  — tang<9_ 

VT+fcP'  Vl+tg*»'   VT+t?^'  ,  . 

d.  h. 

(3)  sin  i\>  cos  0,    cos  tf;  cos  6,  -sinö 

angegeben  werden.  Andererseits  ist  die  in  einem  Punkte  von  Ji 
auf  die  Visirebene  zu  errichtende  Normallinie,  als  eine  mit  OX 
gleichgerichtete  Gerade,  gegen  die  Coordinatenaxen  unter  Win- 
kel« geneigt,  deren  Cosinus  1,0,0  sind.   Daher  giebt  i  :fl 

und.   •.  .        •    .   ,  ■      •  »■  : 

Sini//costi 

den  Cosinus  des  spitzen  Neigungswinkels  der  Visir- 
ebene gegen  die  Spiegelebene  an.    Stellen  wir  uns  die 

t 
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Gleichung  der  Ebene  JiMm,  welche  mit  der  Spiegelebene  den- 
selben Neigungswinkel  bilden  soll,  einstweilen  durch 

x  +  By\ Cz  +  Z>  =  0 

vor,  so  muss  nach  der  bekannten  Regel  der  analytischen  Geome- 
trie erstens  die  Gleichung 

sin    cos  6  +  B  cos  i/>  cos  6  —  C^sin  6 

und  zweitens,  weil  in  der  fraglichen  Ebene  die  Gerade  (2)  ent- 
halten ist,  das  System  der  zwei  Bedingungsgleichungen 

erfüllt  sein.  Wird  (4)  quadrirt  und  für  C  der  aus  (6)  zu  entneh- 
mende Werth  eingesetzt,  wodurch  sich 

fflr  ftto«  der  Werth  gfegggg^t*>ffi 

COS  tf/  COS  U 


und  fflr  ß2+C*  „  „ 

ergiebt,  so  erhalt  man 


jg*(cos  i/;*cos  fl2+gin  fl2) 
cos  t/;2  cos  02 


j?(cost/;2co8fla  +  sinfl2)     #2(cps^2cosfl2  +  8inÖ2)2 
8in^'  cost/;  "+  cos  tf/2  cos  0* 


_i?»(cost/,*cosö»-Minfl»)  .n,„w.a 
~  cosi/,2cosÖ2  -8,n^  cos6  ' 


d.  h. 


2B tang  *  -f         +  j^*)  =     tangt/,2 , 

oder,  nach  Multiplikation  mit  cosf2, 

Äsin  2$  +  B2  (tg  Ö2  -f  cos  2tp)  =  0. 

Diese  Gleichung  kann  erstens  durch  B=zO  befriedigt  werden. 
Dazu  gehört  zufolge  (6)  C=0.  Die  Gleichung  (4)  wird  dann 
eine  identische;  aus  (5)  fliesst  aber  /)=  — a,  und  man  gelangt 
mittelst  dieser  Bestimmungen  zur  Gleichung 

ar— o  =  0, 
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d.  h.  zur  Visirehene.  Diese  ist  in  der  That  die  «ine  der  beiden 
Ebenen,  Welche  sich  durch  Ji  unter  dem  besprochenen  Neigungs- 
winkel gegen  die  Spiegelebene  legen  lassen.  Für  die  andere, 
nämlich  die  gesuchte  Ebene  JiMmy  besteht  demnach  die  Bedingung 

sin2t^  +  Ä(tgd*  +  cos2i/>)=0. 

Hieraus  folgt: 

u—  sin2^;  

rgÖ*  +  cos2i//' 

also  mit  Zuziehung  von  (6): 

_2jgösin^ 

und  da  sich  zufolge  (5)  die  gesuchte  Gleichung  in  der  Form 


schreiben  lässt,  so  erhält  man  definitiv: 

(7)    (*-a)(tg0Hcos2t/,)  -(y-^mlVin2^+22tg6sin^=0. 

Wenn  nun  die  Tafel  AaBbMm,  welche  wir  uns  als  Erweite- 
rung des  schmalen  Streifens  TV  denken,  worin  sich  die  Theil- 
striche  der  Scale  befinden,  als  eine  solche  Ebene  aufgefasst  wer- 
den  musste,  welche  parallel  zur  Umdrehungsaxe,  etwa  im 
Abstände  y  —  k  aufgestellt  wäre;  so  würde  man,  indem  man  an 
die  Stelle  von  //  in  (7)  die  (konstante  k  einsetzte,  eine  Gleichung 
für  die  Gerade  Mm  finden,  worin  die  beiden  Variablen  x,  z  vor- 
kommen, und  welche,  weil  der  veränderliche  Winkel  tj;  in  den 
Coefficienten  auftritt,  sofort  erkennen  lässt,  dass  sämmtliche  Ge- 
raden Mm  keineswegs  mit  einander  und  mit  Bb  parallel  bleiben, 
sondern  bei  wachsendem  ip  unter  immer  schieferem  Winkel  die 
Scale  TV  durchschneiden.  —  Anders  verhält  es  sich  aber,  wenn 
wir  annehmen,  die  Tafel  sei  parallel  zur  Ebene  des  Spie- 
gels in  dessen  Anfangsstellung.  Alsdann  hat  dieselbe 
offenbar  die  Gleichung 

—  tangfl, 

wobei  k  die  auf  der  Axe  der  Y  abgeschnittene  Strecke  OY  be- 
deutet. Föhrt  man  den  hieraus  fliessenden  Werth  A-  +  ztang0 
für  y  in  (7)  ein,  so  erhält  man  sofort: 
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(8) 

=2(jfccos^— 6  f  asint^sintj; 

als  Gleichung  der  in  der  Ebene  der  Tafel  gelegenen  Geraden  Mm. 
Bei  den  Beobachtungen»  zu  welchen  die  hier  in  Rede  stehenden 
Messinstruraente  benutzt  werden,  bleiben  die  durch  xp  angegebe- 
nen Drehungen  sehr  klein»  so  dass  das  Produkt  sint//(l — cos  t/s) 
im  Verhältnis«  zur  Einheit  eine  unmerkliche  Grösse  wird»  folglich 
auch  der  Coeflicient  von  z  in  vorstehender  Gleichung  im  Verhalt 
niss  zum  Coefücienten  von  x  verschwindet.  In  demselben  Maasse 
aber»  wie  der  Quotient  aus  den  genannten  Coefficienten  abnimmt, 
nähert  sich  die  Gerade  JUtn,  deren  Gleichung  durch  (8)  angege- 
ben wird»  dem  Paratlelismus  mit  Aa.  —  Bei  den  praktischen  An- 
wendungen pflegt  man  freilich  hauptsächlich  nur  dafür  Sorge  zu 
tragen,  dass  die  Latte»  welche  die  Scale  trägt,  rechtwinklig  zur 
Visirebene  stehe,  und  achtet  nicht  weiter  auf  die  so  eben  be- 
sprochene andere  Bedingung»  durch  welche  erzielt  wurde,  dass 
die  Bilder  der  beobachteten  Theilstriche  mit  dem  Faden  des 
Oculars  im  Momente  ihres  Durchgangs  möglichst  genau  zusam- 
menfallen. Wenn  man  nämlich  die  vordere  Wand  der  Latte  als 
eine  vertikale,  d.  h.»  allgemeiner  zu  reden,  als  eine  mit  der  Um 
drehungsaxe  parallele  Ebene  aufstellt,  so  entspricht  dies  strenge 
genommen  nur  der  Voraussetzung,  dass  Winkel  6  gleich  Null  sei. 
Allein  in  Anbetracht  der  geringen  Grösse  der  durch  gemesse- 
nen Elongationen ,  so  wie  der  unbedeutenden  Länge  der  einzelnen 
Theilstriche,  wird  es  m  der  That  auf  diesen  Umstand  gar  nicht 
ankommen. 

Wir  haben  bis  hierher  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  / 
in  der  Umdrehungsaxe  unbestimmt  gelassen.  Sehen  wir  jetzt  von 
der  Länge  der  einzelnen  Theilstriche  ganz  ab,  betrachten  die 
Scale  also  als  eine  Linie  und  nehmen  denjenigen  Punkt  Ot. 
worin  die  durch  diese  Gerade  senkrecht  auf  die  Umdrehungsaxe 
zu  legende  (horizontale)  Ebene  die  Umdrehungsaxe  schneidet ,  zum 
Ursprung  der  Coordinaten,  setzen  also,  um  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Geraden  Mm  mit  der  Scale  zu  bestimmen,  z  =  0;  so 
erhalten  wir 

(9)   (tg  0*  +  cos  fy)  (x  —  o)  —  2  (k  cos  ty-b +a  sin  ty)  sin  ^  =  0. 

Hierin  bedeutet  jetzt  k  den  kürzesten  Abstand  der  Scale 
von  der  Umdrehungsaxe.  Um  aber  die  Constante  b,  d.h. 
das  von  der  erweiterten  Ebene  des  Spiegels  auf  der  Axe  der  F, 
nämlich  'OtA,  abgeschnittene  Stück  durch  die  am  Apparate  un- 
mittelbar zu  messenden  Grössen  auszudrücken,  denken  wir  uns 
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durch  den  Mittelpunkt  des  Spiegel«  eine  auf  der  Unidreh ungsaxe 
perpendikuläre  Ebene  gelegt,  bezeichnen  deren  Abstand  von  der 
durch  die  Scale  gelegten  Ebene  der  XY  mit  /#,  den  Abstand  des 
Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Umdrehungsaxe,  d.  h.  den 
Radius  des  von  jenem  Mittelpunkte  beschriebenen  Kreisbogen« 
mit  r,  und  den  Winkel,  welchen  r  bei  der  Anfangsstellung  des 
Spiegels  mit  der  Richtung  der  positiven  F  bildet,  mit  o>,  so  dass 

— "  ist.    Offenbar  besteht  dann  die  Relation 

b  =  r  cos  co  —  //tangö, 

d.  h. 

(10)  6=—  //tangödb  Vr1-  a2, 

worin  man  die  Wurzelgrösse  mit  dem  oberen  oder  unteren  Vor- 
zeichen zu  nehmen  hat,  je  nachdem  co  ein  spitzer  oder  ein  stum- 
pfer Winkel  ist.  Selbstverständlich  erhält  H  einen  negativen  Werth, 
so  bald  der  durch  diese  Zahl  gemessene  Abstand  von  O,  an  ge- 
rechnet nach  der  Richtung  der  negativen  Z  fällt. 

Aus  der  Gleichung  (9)  ist  nun,  indem  man  x  als  die  durch 
unmittelbare  Beobachtung  gefundene  Zahl  ansieht,  das  zugehörige 
t/s  zu  bestimmen.  Zu  einem  für  die  Praxis  brauchbaren  Nähe- 
rungswerth muss  man  aber  in  Anbetracht  der  geringen  Grosse  der 
Drehung,  welche  vom  Ruhestande  aus  nach  der  einen,  wie  nach 
der  andern  Seite  hin  nicht  wobl  mehr  als  7°  bis  8°  beträgt,  schon 
dadurch  gelangen,  dass  man  den  Sinus  und  Cosinus  nach  den 
Potenzen  von  t/;  entwickelt  und  alle  mit  ty2  multiplicirten  Glieder 
vernachlässigt;  oder  auch  dadurch,  dass  man 

tang0*cos2t^  statt  tangd*,  so  wie  6cosi/;  statt  b 

setzt  und  das  Glied  — 2a sin tp*  unbeachtet  lässt.  Auf  diese  Art 
reducirt  sich  Gleichung  (9)  in 

- — r^cos2tt>  —  (£  —  6)sin2i/;  =  0 
cosö2 

und  liefert  den  Werth 

(U)  tang2^=_^„4. 

Um  den  Grad  der  Genauigkeit  zu  erfahren,  welchen  diese  For- 
mel verspricht,  oder,  falls  es  nöthig  wird,  die  hinzuzufügende  Cor- 
rection  zu  bestimmen,  kann  man  auf  die  gewöhnliche  Weise  ver- 
fahren. Bezeichnet  F{$)  den  linken  Theil  der  Gleichung  (9), 
F'(tp)  die  erste  Derivirte,  so  dass 
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Fty)  sa  (x  -  a)  tg  0»  +  x  cos  2* — Ar  sin  2 ^  +  26  sin    —  a , 

F'(tf/)  —  -  2  O  sin  2t/>  +  Ar  cos  2if/  —  6  cos  t/>] 

ist,  bezeichnet  ferner  ^  den  mittelst  (I I)  berechneten  Werth  von 
tyt  und  ^fyj  die  hinzuzufügende  Correction,  so  dass  F(t^i+^^l)=0 
werden  soll;  so  hat  man  näherungsweise 

Ohne  Mühe  tindet  man  nun,  indem  man  für  x  seinen  Werth 
substituirt, 

F(^)  =  26(l-cost^1)sint|;1  +  2[(*-*)siu0»tg9fe~«]slllft«, 
daher  erhält         den  Werth 

(12) 

6(1  —  cos  t/^)  sin     +  [(Ar  -  6)8inflatg2t/Jt  —  «jsini^*  

(Ar— 6)sec2^1(l-sinÖ*sin2t/;12)  — 6(cos^  -  cos  2^) +  0810  2^  ' 

In  den  praktischen  Anwendungen  pflegt  sowohl  a,  d.  h.  der 
Abstand  der  Visirebene  von  der  Umdrehungsaxe,  als  auch  der 
Abstand  des  Mittelpunkts  des  Spiegels  von  der  Umdrehungsaxe, 
welchen  wir  «oben  r  genannt  hatten  und  von  welchem  die  (kon- 
stante 6  abhängt,  im  Verhältnis*  zu  Ar  nur  eine  kleine  Grosse  zu 
sein.  Wenn  nämlich  das  Millimeter  als  Einheit  genommen  wird, 
so  wird  k  etwa  2000  bis  3000  oder  noch  grösser  sein,  der  Radius 
r  aber  etwa  zwischen  den  Gränzen  0  und  150,  endlich  a  zwischen 
0  und  50  liegen.  Unter  diesen  Umständen  wird  der  Werth  der 
eben  berechneten  Correction         unmerklich  von 

6(1  —  cos  gj )  sin  ifr  -f  (k  -  6)  sin  02  tg  2ifo  sin  jfa  * 

(Ar— 6)  sei 

diflerireu.    Diese  Grosse  zerfällt  in  die  Summe 

^-^(sec^i  —  I). »  sin  4^,  +  sind* sin 2^ sin^*, 

in  welcher  augenscheinlich  sowohl  der  eine  als  der  andere  Be- 
standteil bei  dem  Wachsen  von  ^  zunimmt.   Sobald  man  daher 
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nach   (11)    das    Maximum    bestimmt    hat,     welches   tyt  ,     d.  h 

{ A rctang ^ — gr c^ p  erreichen  kann,  und  welches  offenbar  dann 

eintritt,  wenn  man  (x—a)  möglichst  gross,  also  etwa  gleich  der 
halben  Länge  der  Scale  annimmt;  so  wird  man  sich,  indem  man 
diesen  Werth  von  tyx  in  die  eben  entwickelte  Formel  für  Jyx 
einführt,  leicht  überzeugen,  ob  die  fragliche  Correction  im  Ver- 
bältniss  zu  \\tx  und  mit  Kucksicht  auf  die  Fehlergränzen  der  beob- 
achteten Zahlen  überhaupt  noch  in  Erwägung  zu  ziehen  sei,  oder 
ob  sie  gänzlich  verschwinde.  Im  letzteren  Falle  ist  man  sicher, 
dass  bei  dem  Rechnen  nach  der  Formel  (Ii)  kein  merkbarer  Feh- 
ler begangen  werden  könne.  Und  wenn  überdies  die  Winkel  -<l> 
6o  klein  bleiben,  dass  man  statt  der  Tangente  den  Bogen  selbst 
setzen  darf,»  ohne  die  zu  hoffende  Genauigkeit  zu  beeinträchtigen, 
so  dient  statt  (11)  die  einfachere  Formel 

(13)  *  =  5  *~a 


!>(*  —  /,)  COS  0*' 

Die  Ebene  des  Spiegels  in  seiner  Anfangsstellung  schneidet  auf 
der  durch  O,  gezogenen  Aze  der  Y  das  Stück  b  ab;  die  Ebent 
dagegen,  welche  wir  oben  die  Tafel  genannt  haben  und  welche 
parallel  zu  dem  in  seiner  Anfaugsstellung  befindlichen  Spiegel 
durch  die  Scale  gelegt  werden  sollte,  schneidet  auf  derselbe!' 
Coordinatenaxe  die  Strecke  OvA  —  k  ab.  Das  zwischen  jenen 
zwei  Ebenen  liegende  Stück  der  Axe  der  Y  hat  daher  die  Lauge 
(k  —  b);  und  da  dasselbe  mit  der  Richtung  einer  auf  den  genann- 
ten Parallelebenen  senkrechten  Geraden  den  Winkel  6  bildet,  so 
folgt,  dass  {fc—  6)cosö  den  Abstand  der  Tafel  von  der 
Ebene  des  Spiegels  bei  dessen  Anfangsstellung  an- 
giebt.  Bezeichnen  wir  diesen  Abstand  mit  c  und  setzen  x'  statt 
x — o,  so  dass  x'  den  Abstand  der  Geraden  Mm  von  der  bei  der 
Anfangsstellung  im  Faden  des  Oculars  erscheinenden  Geraden 
Bb  bedeutet,  d.  h.  das  vom  Anfangspunkt  C  an  gezählte  und  bis 
zu  demjenigen  Theilstrich  reichende  Stück  der  Scale,  welcher 
durch  das  Fernrohr  gerade  abgelesen  wird;  so  verwandelt  sich 
(II)  und  (13)  in 

(14)  tang2t  =  ^s  resp.  ^^—y 

Es  wächst  also  x'  proportional  mit  der  Drehung  ty. 

Wird  die  Länge  eines  Scalentbeils  als  Einheit  zur  Ausmes- 
sung von  x  und  c  angenommen,  und  soll  der  einem  Scalen theile 
(x'  =  1)  zugehörige  Drehungswinkel  in  Secuiulen  (—  n)  bestimmt 
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9t 

werden,  so  dass  =  -  zu  setzen  ist,  unter  q  die  Zahl  206264,8 
verstanden,  so  zieht  man  aus  (14)  den  Werth: 

(15)  «  =  5-^~-. 

2ccos0 

Die  Formeln  (14)  und  (15)  sind  für  die  specielle  Voraussetzung 
0=r©  in  der  Praxis  längst  bekannt.  Ihre  Herleitung  in  der  hier 
vorliegenden  allgemeineren  Gestalt  erscheint  indessen  vielleicht 
beachtungfiwerth ,  da  wir  in  Betreff  der  Constanten  k,  a,  b,  6 
durchaus  keine  besonderen  Voraussetzungen  zu  machen  genöthigt 


Ueber  die  Art,  wie  die  Constante  ccos0  aus  andern  au  den 
Apparat  unmittelbar  zu  messenden  Grössen  zu  bestimmen  sei, 
dürfte  es  unntithig  sein,  noch  in  Details  einzugehen.  Wenn  z.B. 
diejenige  Ebene,  die  durch  die  Scale  und  den  Mittelpunkt  des 
Spiegels  bei  dessen  Anfangsstellung  zu  legen  ist,  gegen  die  Ho- 
rizontale heue  unter  einem  Winkel  y  geneigt*),  die  Neigung  der 
optischen  Axe  des  Fernrohrs  gegen  die  Horizontalebene  aber  =  a 
ist,  und  wenn  man  den  in  horizontaler  Richtung  gemessenen  Ab- 
stand des  Spiegelmittelpunkts  von  einer  durch  die  Scale  gelegten 
Vertikalebene  —h  setzt,  so  braucht  man  nur  die  im  Mittel- 
punkt des  Spiegels  zu  errichtende  Normallinie  in's  Auge  zu  fas- 
sen, deren  Neigung  gegen  die  Horizontalebene,  unter  Vorausset- 
zung einer  vertikalen  (Jmdrehungsaxe,  durch  unsern  Winkel  $ 
angegeben  wird,  um  sofort  einzusehen,  dass 

!    entweder  cos  0  =  cos  i(a  —  y)  oder  cos  0 = cos  l(a  +  y), 

dass  aber  diesen  zwei  Fällen  entsprechend 

entweder  c  =       cos  Ka  +  y)  oder  c=~^cosi(a— yN 
sei.   Allgemein  ist  also 

h 

c  cos  0  =  — —  cos  *(« — y)  cos  i(«  +  y). 
cosy 


* )  Der  hier  folgenden  Bezeichnung  nnd  Formel  hat  sich  Herr  Pro- 
fessor Wilhelm  Weber  in  einer  «einer  neuesten  Abhandlungen  bedient. 
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Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  aus  den 

Grundprinzipien  der  Statik  abgeleitet. 

•        »  « 

Von 

Herrn  Doctor  Zernikow, 
Lehrer  an  der  Königlichen  Provinzial  -  Gewerbeschule  zu  Erfurt. 


Man  hat  in  der  Statik  gewisse  Grundsätze  aufgestellt,  welche 
als  Stützpunkte  für  die  Entwickelung  der  übrigen  Lebren  dieser 
Wissenschaft  dienen.    Diese  sind: 

1.  der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  oder 

2.  der  Satz  vom  Hebel,  oder 

3.  der  Satz  von  der  schiefen  Ebene. 

In  den  meisten  Fällen  wird  der  Satz  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  den  Grundlebren  der  Statik  als  Basis  unterbreitet. 

Einige  Mathematiker  nehmen  diesen  Satz  geradezu  als  Grund- 
satz, ohne  Beweis,  als  richtig  an;  andere  geben  einen  Beweis  dafür. 

• 

Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  beweis  fähig; 
aber  man  muss  dann  einen  anderen  Satz,  etwa  einen  einfachen 
Fall  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  zur  Grundlage 
des  Beweises  nehmen. 

Da  schon  durch  den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  allein 
die  Probleme  der  Statik  der  mathematischen  Behandlung  zugäng- 
lich gemacht  werden,  so  erscheint  es  mehr  wünschenswerth ,  wenn 
man  von  einem  anderen  einfachen  Satz,  dessen  Wahrheit  leicht 
in  die  Augen  springt,  ausgeht,  um  die  Richtigkeit  des  Satzes 
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vom  Parallelogramm  der  Kräfte,  in  seiner  grossen  Allgemeinheit, 
durch  Beweis  darzulegen,  statt  den  Satz  vom  Parallelogramm  dei 
Kräfte  als  Grundsatz  ohne  Beweis  als  richtig  anzunehmen.  Nach 
Entwicklung  der  Grundprinzipien  der  Statik  in  der  Weise,  wie 
dies  in  der  Schrift:  „Theorie  der  Statik,  gegründet  auf 
die  Principien  der  Dynamik,  von  Zernikow.  Erfurt  bei 
Villaret"  ausfuhrlich  angegeben  ist,  wird  hier  ein  Beweis  für 
den  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  mitgetheilt  werden,  der 
gleichzeitig  darthut,  dass  das  Prinzip  der  lebendigen  Kräfte  auch 
in  der  Statik  als  das  Grundprinzip  dieser  Wissenschaft  angesehen 
werden  muss. 

••  ... 
Prinzipien  de«  Gleichgewichtes.  / 

Jede  Ursache,  welche  im  Stande  ist,  einen  Körper  in  Bewe- 
gung zu  setzen,  nennt  man  eine  Kraft.  Von  den  Erscheinungen, 
welche  durch  die  Wirkungen  der  Kräfte  hervorgerufen  werden, 
sind  zu  bemerken: 

■ 

1.  der  Druck  oder  Zug,  den  jede  Kraft  auf  einen  Körper 
ausübt; 

2.  die  Geschwindigkeit,  welche  ein  Körper  durch  die  Ein- 
wirkung einer  Kraft  in  der  Zeiteinheit  gewinnt; 

3.  die  Quantität  (lebendige  Kraft),  welche  an  einen  Körper 
übertragen  wird,  der  durch  die  Einwirkung  einer  Kraft 
eine  gewisse  Geschwindigkeit  erlangt  hat. 

WTenn  eine  Kraft  auf  einen  Körper  wirkt,  dann  übt  sie  immer 
einen  Zug,  wenn  es  eine  anziehende  Kraft  ist,  .einen  Druck,  wenn 
es  eine  abstossende  Kraft  ist,  auf  den  Körper  aus. 

Die  unter  I.  angeführte  Erscheinung  wird  daher  immer  auf- 
treten, so  lange  und  so  oft  eine  Kraft  auf  einen  Körper  einwirkt. 

In  Folge  des  Drucks  oder  Zuges  erwirbt  ein  Körper,  wenn 
er  nicht  genugsam  gehindert  ist,  in  der  Zeiteinheit  eine  gewisse 
Geschwindigkeit  und  in  Folge  dessen  ein  gewisses  Kraftquantum, 
welches  ihm  wieder  entzogen  werden  muss,  ehe  er  ganz  zur  Ruhe 
kommt.  Ist  ein  Körper  genugsam  gehindert,  d.h.  ist  der  Druck 
oder  Zug,  der  in  Folge  der  Wirkung  einer  Kraft  auf  ihn  ausge- 
übt wird,  gleich  dem  Widerstand,  dem  Druck  oder  Zug,  der  in 
entgegengesetzter  Richtung  ausgeübt  wird,  so  erwirbt  der  Kör- 
per in  Folge  der  Einwirkung  dieser  Kraft  keine  Geschwindigkeit, 
er  bleibt  in  Ruhe,  wenn  er  in  Ruhe  war,  und  das  Kraftquantum 
welches  an  seine  Materie  übertragen  wird,  ist  Null. 
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Die  unter  2.  und  3.  aufgezählten  Erscheinungen  werden  da 
her  nicht  auftreten,   so  lange  und  so  oft  Kräfte  gleichen  Druck 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  auf  einen  Korper  ausüben, 
d.  i.  so  lange  und  so  oft  ein  Korper  unter  der  Einwirkung  von 
Kräften  in  Ruhe  bleibt. 

Von  Kräften,  die  so  auf  einen  Korper  wirken,  dass  dieser 
dabei  in  Ruhe  bleibt,  sagt  man,  sie  halten  sich  im  Gleichgewicht; 
darum  können  die  unter  2.  und  3.  aufgezählten  Erscheinungen  bei 
Kräften,  die  sich  im  Gleichgewicht  halten,  nicht  auftreten. 

Wenn  ein  Körper  die  Geschwindigkeit  Null  gewinnt,  so  bleibt 
er  im  Zustande  der  Ruhe,  wenn  er  in  Ruhe  war.  Der  vorige 
Satz  gilt  daher  auch  in  seiner  Umkehrung:  Wenu  die  unter  2. 
und  3.  aufgezählten  Erscheinungen  nicht  stattfinden,  dann  mü'ssen 
Kräfte,  welche  so  auf  einen  Korper  wirken,  sich  im  Gleichgewicht 
halten. 

Etwas,  das  nicht  ist,  ist  algebraisch  ausgedrückt  immer  gleich 
Null ;  darum  werden  für  Kräfte,  die  sich  im  Gleichgewicht  halten, 
immer  die  drei  Gleichungen  bestehen: 

a)  der  Druck  oder  Zug,  welcher  in  Folge  der  Wirkung  der 
einen  Kräfte  nach  einer  Richtung  hin  entsteht,  ist  gleich 
dem  Druck  oder  Zug,  welcher  in  Folge  der  Wirkung  der 
anderen  Kräfte  in  gerade  entgegengesetzter  Richtung  her- 
vorgebracht wird; 

b)  die  algebraische  Summe  der  Geschwindigkeiten,  welche 
die  Kräfte  für  irgend  eine  Richtung  erzeugen,  ist  gleich  Null; 

• » 

c)  die  algebraische  Summe  der  Kraftquantitäten  (lebendigen 
Kräfte),  welche  durch#die  Einwirkung  der  Kräfte  an  den 
in  Angriff  genommenen  Körper  übertragen  wird,  ist  gleich 

...  Null. 

Den  Satz  a)  Gndet  man  oft  so  ausgesprochen:  Wirkung 
(Druck)  und  Gegenwirkung  (Widerstand)  sind  immer  gleich. 

Alle  Schriftsteller  nehmen  diesen  Satz  entweder  stillschwei- 
gend als  richtig  an  oder  führen  ihn  als  richtig  auf;  aber  niemals 
hat  mau  in  der  Statik  auf  die  unter  b)  und  c)  angeführten  Bedin- 
gungen Rücksicht  genommen. 

Wenn  bei  gleichgewichthalteuden  Kräften  die  Zunahme  der 
Geschwindigkeit  und  der  lebendigen  Kraft  eines  Körpers  unaus- 
gesetzt Null  ist,  so  ist  dies  ein  bestimmtes  und  charakteristisches 
Kennzeichen  für  diese  Kräfte;  denn  Null  ist  etwas  ganz  Bestimm  - 
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tes.  Man  kann  io  der  Statik  etwas ,  das  unausgesetzt  Noll  ist, 
unberücksichtigt  lassen,  aber  wenn  man  auf  die  Ursachen  des 
Gleichgewichtszustandes  Acht  giebt,  wird  man  das  Auftreten  die- 
ser Bedingungen  nicht  ignoriren ,  sondern  besser  calculiren. 

Von  den  Eigenschaften  der  Mittelkraft 

Eine  Kraft,  welche  die  vereinte  Wirkung  mehrerer  Kräfte  er- 
setzt, nennt  man  die  Mittelkraft;  diese  heissen  Seitenkräfte.  Noth- 
wendig  muss  die  Wirkung  der  Mittelkraft  in  allen  Stöcken  dieselbe 
Erscheinung  hervorrufen,  welche  durch  die  Seitenkräfte  hervorge- 
bracht werden  würde.    Darum  muss  die  Mittelkraft: 

a)  denselben  Druck  oder  Zug  für  irgend  eine  Richtung  aus- 
üben ,  den  die  Seitenkräfte  für  dieselbe  Richtung  hervor- 
bringen würden; 

ß)  dieselbe  Geschwindigkeit,  in  derselben  Zeit  und  in  der- 
selben Richtung  erzeugen,  welche  durch  die  Seitenkräfte 
hervorgebracht  werden  würde; 

y)  dieselbe  Kraftquantität  (lebendige  Kraft)  in  derselben  Zeit 
an  den  Körper  übertragen,  die  durch  die  Seitenkräfte  über- 
tragen werden  würde. 

Es  werden  sich  daher  immer,  den  unter  er),  ß),  y)  aufgezähl- 
ten Bedingungen  gemäss,  drei  Gleichungen  bilden  lassen,  welche 
diese  Gesetze  algebraisch  ausgedrückt  enthalten.  Diese  drei  Glei- 
chungen werden  zur  näheren  Bestimmung  der  Mittelkraft  immer 
ausreichen. 

Von  der  Intensität  (der  Geschwindigkeit),  der  Intensität 
einer  bestimmten  Wirkung  (dem  Zug  oder  Druck),  für  eine 

bestimmte  Kraft. 

•  .*••#. 
Am  einfachsten  und  am  sichersten  gelangt  man  von  ganz 
bestimmten  Voraussetzungen  aus  zu  bestimmten  Resultaten.  Hier 
soll  deshalb  zunächst  eine  Beschränkung  eingeführt  werden.  Wir 
werden,  wenn  von  Kraft  die  Rede  ist,  immer  an  eine  Kraft  mit 
ganz  bestimmten  Eigenschaften  denken.  Als  eine  solche  Kraft 
werden  wir  die  Kraft  wählen,  mit  welcher  die  einzelnen  Moleküle 
jedes  Körpers  begabt  sind,  vermöge  welcher  jedes  Körpertheil- 
chen  unausgesetzt  alle  übrigen  anzieht  und  von  allen  anderen  an- 
gezogen wird.  •.,.!».       „  ,  .  .  . 
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In  besonderen  Fällen  erhalt  diese  Kraft  die  Namen  Cohäsion, 
Adhäsion,   Schwerkraft,  Gravitation. 

*  Die  Wirkungen  dieser  Kräfte  sind  am  häufigsten,  am  besten 
beobachtet  und  am  meisten  bekannt. 

Als  Repräsentanten  für  diese  Klasse  wollen  wir  die  Schwer- 
kraft wählen. 

Die  Schwerkraft  ist  die  Kraft,  vermöge  welcher  die  Moleküle 
eines  Körpers  von  den  Molekülen  des  Erdkörpers  angezogen  wer- 
den. Für  einen  bestimmten  Ort  wirkt  die  Schwerkraft  mit  unab- 
änderlich gleichbleibender  Intensität.  In  Folge  der  Wirkung  der 
Schwerkraft  entsteht  för  jeden  Körper  ein  bestimmter  Zug,  um 
in  lothrechter  Richtung  nach  dem  Mittelpunkt  der  Erde  hinzufal- 
len. Dieser  Zug  bleibt  unabänderlich  gleich,  der  angezogene 
Körper  mag  sich  bewegen  oder  nicht. 

Wenn  ein  Körper  an  der  Bewegung  gehindert  ist,  so  entsteht 
in  Folge  dieses  Zuges  ein  Druck  gegen  das  Hinderniss;  dieser 
Druck  wird  sein  Gewicht  genannt.  Zug,  Druck  und  Gewicht  sind 
drei  gleiche  und  gleichartige  Grössen. 

Wenn  ein  Körper  an  der  Bewegung  nicht  gehindert  ist,  so 
entsteht  in  Folge  des  durch  die  Schwerkraft  ausgeübten  Zuges 
in  der  Zeitsekunde  eine  bestimmte  Geschwindigkeit  Die  Ursache, 
der  Zug,  muss  daher  zur  Wirkung,  zur  Geschwindigkeit,  immer 
in  einem  bestimmten  Verhältnisse  steben,  uud  umgekehrt:  die 
Folge  des  Zuges,  die  Geschwindigkeit,  muss  zur  Ursache,  zum 
Zug  oder  Gewicht,  und  beide  müssen  als  Folgen  der  Wirkung 
der  Schwerkraft  zu  dieser  in  einem  bestimmten  Verhältniss  stehen. 

*  • 

• 

Da  jedes  Massentheilchen  eines  Körpers  in  Folge  der  Schwer- 
kraft  angezogen  wird,  so  wächst  der  Zug,  das  Gewicht,  mit  der 
Masse  des  Körpers;  aber  da  jedes  Massentheilchen  für  sich  an 
Geschwindigkeit  gewinnen  muss,  so  ist  die  Geschwindigkeit  von 
der  Masse  des  angezogenen  Körpers  unabhängig.  . 

Da  die  Intensität  der  Schwerkraft  nach  den  Newton'schen 
Gesetzen  von  der  Masse  des  anziehenden  Erdkörpers  und  von  der 
räumlichen  Entfernung  allein  abhängig  ist;  da  die  Geschwindig- 
keit, welche  ein  Körper  in  der  Sekunde  gewinnt,  nur  von  diesen 
Factoren  und  in  derselben  Weise  abhängig  ist:  so  soll  die  in 
der  Sekunde  gewonnene  Geschwindigkeit  das  Maass 
für  die  Intensität  der  Schwerkraft  genannt  werden. 

Da  die  Schwerkraft  mit  derselben  Intensität  auf  alle  Moleküle 
eines  Körpers  wirkt,  so  wird  der  Zug,  das  Gewicht  eines  Kör- 
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pers,  als  die  erste  Folge  dieser  Wirkung  1)  zur  Intensität,  d.  i 
zur  Geschwindigkeit,  2)  zur  Anzahl  der  Motette,  d.  i.  zur  Masse, 
in  einem  bestimmten  Verhältniss  stehen. 

Bezeichnet  P  das  Gewicht  in  Pfunden,  M  die  Masse,  tj  die 
Geschwindigkeit  der  ersten  Sekunde  in  Fussen,  so  wird  man  die 
Masseneinheit  immer  so  gewählt  denken  können,  dass  zwischen 
den  Zahlen  P,  M ,  g  nicht  bloss  die  Beziehung  P  proportional 
31 .ff ,  sondern  dass  die  Gleichung 

P=Mg 

stattfindet. 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Masseneinheit  und  die  Zahl 
M  immer  bestimmt.    Man  findet  ans  ihr: 


Der  Zug,  das  Gewicht  eines  Korpers,  entsteht  durch  die 
Wirkung  der  Schwerkraft  auf  einen  Korper  von  bestimmter  Masse ; 
wir  werden  dies  immer  als  das  Maass  der  Intensität  d  ex 
Wirkung  auf  einen  bestimmten  Körper  aufTassen. 

Da  ein  Körper  in  Folge  des  Zuges  nach  und  nach,  indem  er 
einen  gewissen  Raum  durchläuft,  eine  gewisse  Geschwindigkeit 
erwirbt,  während  die  Schwerkraft  in  allen  Punkten  des  Weges 
anziehend  auf  ihn  einwirkt,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  gewonnene 
Geschwindigkeit  nur  dann  vernichtet  werden  kann,  wenn  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  ein  Druck  oder  Zug  ftir  eine  gewisse 
Strecke  Weges  ausgeübt  wird.  Diese  Grösse  nennt  man  Kraft- 
quantität, lebendige  Kraft,  Leistung,  Arbeit,  Arbeitsmoment. 

Von   der  Krafteinheit. 

Wir  haben  die  Ursache  der  Bewegung  Kraft  genannt.  Zu 
jeder  Verrichtung,  Veränderung,  Production  ist  Kraft  erforderlich. 
Alle  technische,  kunstliche  und  literarische  Erzeugnisse  können 
nur  durch  Anwendung  von  Kraft  hervorgebracht  werden.  Wegen 
der  allgemeinen  Anwendung,  die  von  den  Kräften  gemacht  wird, 
hat  sich  für  die  Einheit  der  Kraftquantität  ein  bestimmter  Be- 
griff gebildet,  dessen  Existenz  wir  an  einigen  Beispielen  näher 
bezeichnen  und  dann  allgemein  bestimmen  wollen.  Die  Kraft, 
welche  angewendet  werden  muss,  um  einen  Zapfen  abzudrehen, 
schätzt  man  1)  nach  dem  Druck,  den  man  anwenden  muss.  um 
den  Drehspan  abzureissen,  und  2)  nach  der  Länge  des  Weges, 
auf  welcher  der  Drehspan  abgerissen  werden  soll,  und  setzt  bei 
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homogenem  Material  die  Kraft  gleich  dem  Product  aus  Druck 
und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  einen  Wagen 
auf  einer  horizontalen  Bahn  fortzuschaffen,  schätzt  man  1)  nach 
dem  Druck,  den  man  anwenden  muss,  um  in  jedem  Punkte  des 
Weges  den  Ueibungswiderstand  zu  Oberwinden,  und  2)  nach  der 
Länge  der  Bahn,  und  setzt  bei  constantem  Widerstand  die  Kraft 
gleich  dem  Product  aus  Druck  und  WTeg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  ein  Gewicht 
auf  eine  gewisse  Hohe  zu  heben,  schätzt  man  l)  nach  dem  Druck, 
welchen  man  anwenden  muss,  um  in  allen  Punkten  des  Weges 
den  Zug  der  Schwerkraft,  das  Gewicht,  zu  uberwinden,  und  2) 
nach  der  Länge  des  Weges,  und  setzt  die  Kraft  gleich  dem  Pro- 
duct aus  Druck  und  Weg. 

Die  Kraft,  welche  angewendet  werden  muss,  um  über  einen 
Gegenstand  ein  Werk  zu  schreiben,  schätzt  man  1)  nach  der  In- 
tensität der  Wirkung  für  jede  Zeile  und  2)  nach  der  Anzahl  der 
Zeilen,  und  setzt  bei  Schriften  über  denselben  Gegenstand  die 
Kraft  gleich  dem  Product  aus  beiden  u.  s.  w. 

Das  Product  aus  Druck  und  Weg  ist  es,  was  man  Kraft quan- 
tität,  lebendige  Kraft,  Leistung,  Arbeit,  Arbeitsmoment  nennt. 

Denkt  man  in  jenem  Product  den  Druck  in  Pfunden,  den 
Weg  in  Fussen  ausgedrückt,  so  nennt  man  die  bei  der  Itlultipli- 
cation  erzeugte  Einheit  Fusspfund  (Fss.-Pfd.),  und  setzt  die  Kraft, 
welche  nüthig  ist,  den  Druck  von  p  Pfd.  in  allen  Punkten  eiues 
Weges  von  h  Fss.  Länge  zu  überwinden,  =  p.h  Fss.-Pfd. 


Bestimmung  der  Kraftquantität  aus  Masse  und 

Geschwindigkeit. 

Jede  Ursache,  welche  im  Stande  ist,  einen  Druck  von  1  Pfd. 
auf  allen  Punkten  eines  Weges  von  1  Fss.  Länge  zu  überwinden, 
ist  eine  Kraftquantität  von  J  Fss.-Pfd.,  und  jede  Ursache,  welche 
im  Stande  ist,  einen  Druck  von  p  Pfd.  auf  allen  Punkten  eines 
Weges  von  /*  Fss.  Länge  zu  überwinden,  ist  eine  Kraftquantität 
von  p.h  Fss.-Pfd.  Denkt  man  einen  Körper  von  p  Pfd.  Gewicht, 
der  sich  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  t  lothrecht  nach  aufwärts 
bewegt,  so  wird  dieser  Körper  eine  gewisse  Höhe  h  erreichen, 
ehe  er  seine  Geschwindigkeit  ganz  verliert  und  in  Ruhe  kommt. 

Theii  XXV.  2« 
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Diese  Hübe  h  ist  von  'ler  Anfangsgeschwindigkeit  v  und  von 
Verzögerung  für  jede  Sekunde,  g,  abhängig. 

Nach  bekannten  Gesetzen  für  die  gleichmässig  verzögerte  Be- 
wegung hat  man: 

Die  Kraftquantität,  welche  an  der  Materie  des  Körpers  von  p  Pfd. 
Gewicht,  der  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  so  bewegt,  haftet, 
ist  daher  — 

p.h  Fusspfund; 
r2 

oder,  wenn  statt  h  der  Werth  ^  gesetzt  wird,  = 

pv* 

^—  Fusspfund. 

Wird  statt  -  die  Masse  des  Körpers,  m,  gesetzt,  so  erhält  man 
die  Kraftquantität 

— ^—  Fusspfund. 

Da  es  gleichgiltig  ist,  ob  ein  Körper  mit  der  Geschwindigkeit 
v  sich  lothrecht  aufwärts  oder  sonst  nach  irgend  einer  Richtung 
hin  bewegt,  weil  man  jedesmal  die  Richtung  der  Bewegung  ohne 
Verlust  ftir  die  Geschwindigkeit  verändern  kann,  so  ist  jeder 
Körper  von  der  Masse  wt,   der  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v 

bewegt,  als  im  Besitze  einer  Kraftquantität  von  Fss.-Pfd. 
anzusehen. 

Nach  Allem  diesen  hat  man,  wenn  g  die  Geschwindigkeit  be- 
zeichnet, welche  ein  Körper  von  der  Masse  m  unter  der  Einwir- 
kung der  Schwerkraft  in  der  Sekunde  gewinnt,  die  Intensität  der 
Schwerkraft  =  g  Fuss;  der  Zug,  welchen  die  Schwerkraft  aus- 
übt, =  m.g  Pfund;    die  Kraftquantität,  welche  die  Schwerkraft 

wo* 

in  der  Sekunde  erzeugt,  =  -g—  Fss.-Pfd. 

Grundsatz.  Kann  die  Massem  sich  nur  auf  der  unzerreiss- 
baren  geraden  Linie  Aß  (Taf.  IV.  Fig.  12.)  bewegen,  wirkt  recht* 
wink  lieh  dazu  eine  Kraft  A  ,  so  wird  in  keinerlei  Richtung  Be- 
wegung erfolgen. 

Da  wt  sich  in  der  Richtung  der  geraden  Linie  nicht  bewegt, 
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d.  i.  die  Geschwindigkeit  Null  erlangt,  so  ist  der  Druck  oder  Zug  fUr 
diese  Richtung  ebenfalls  gleich  Null,  und  die  Kraftquantität,  welche 
an  m  in  der  Sekunde  übertragen  wird,  ist  ebenfalls  gleich  Null. 

Oer  Satz  gilt  auch  umgekehrt:  Bewegt  sich  die  Masse  m  in 
Folge  der  Einwirkung  einer  Kraft  nicht,  so  muss  die  Richtung 
der  Kraft  zur  Richtung  der  geraden  Linie  rechtwinklich  sein. 

Hieraus  folgt:  Da  K  auf  die  Bewegung  der  Masse  m  in  der 
Richtung  der  Linie  AB  nicht  einwirkt,  so  muss  in  der  Einwirkung 
einer  anderen  Kraft  K' ,  die  in  der  Richtung  von  AB  wirkt,  un- 
gehindert folgen,  gerade  so,  als  wenn  K  nicht  vorhanden  wäre; 
d.  i.  zwei  solche  rechtwinklich  zu  einander  wirkende  Kräfte  stö- 
ren sich  einander  nicht. 

Von  der  Zerlegung  der  Geschwindigkeit,  des  Druckes 
und  der  Kraftquantität  nach  zwei  auf  einander  normal 

stehenden  Richtungen. 

Es  ist  eine  gerade  Linie  AB  (Taf.  IV.  Fig.  13.)  gegeben,  und 
eine  Masse  m,  die  sich  nur  in  der  Richtung  von  AB  bewegen 
kann.  Eine  Kraft  K  wirkt,  unter  dem  Winkel  et  gegen  AB  geneigt, 
auf  die  Masse  m  ein.  Es  soll  die  Geschwindigkeit,  der  Druck, 
die  Kraftquantität  in  der  Richtung  AB  bestimmt  werden. 

Die  Intensität  der  Kraft  K  sei  =  #  Fuss.  Der  Druck  von  K 
auf  m  ist  =  m.g  Pfd.    Das  Kraftquantum,  welches  K  an  m  in 

einer  Sekunde  überträgt,  ist  =  Fss.-Pfd.  Diese  drei  Werthe 
sind  immer  auf  die  Richtung  CE  der  wirkenden  Kraft  zu  beziehen. 

Die  Masse  m  kann  der  Kraft  K  nicht  ungehindert  folgen,  da- 
rum wird  die  Geschwindigkeit  g' ,  mit  welcher  die  Bewegung  auf 
der  Linie  AB  erfolgt,  immer  geringer  sein  als  g.  Daher  kann 
man  die  Kraft  K  in  zwei  Theile  zerlegt  denken,  von  denen  der 
eine  allein  auf  Bewegung  in  der  Richtung  von  AB,  gerade  so 
wie  vorhin  angegeben,  wirkend,  der  andere  nicht  auf  Bewegung 
für  diese  Richtung  wirkend  angenommen  werden  muss.  Der  Theil 
von  K,  der  nicht  auf  Bewegung  wirkt,  muss  rechtwinklich  zu 
AB  wirkend  angenommen  werden;  beide  Theile  stören  si<h  gegen- 
seitig nicht. 

Sind  K'  und  Kn  diese  Theile  von  K,  dann  hat  man 

2«* 
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Es  sei 

die  Intensität  für  K!        —  g'  Fuss, 
der  Druck  von  K!  auf  m  =  mg'  Pfund, 

die  Kroftquaotität,  »el.  he  |  ,D  d"  Rich,Un8 

K'  an  m  in  d.  Sekunde  1 
abgiebt,  =^f-  Fss.-Pfd. 

die  Intensität  von  KH       =.g"  Fuss,  \ 

der  Druck  von  Kn  auf  m  =mg"  Pfund,  j  in  der  Richtung 

die  Kraftquantität,  welche  V  CD,  rechtwink- 

K"  an  m  in  d.  Sekunde  1      lieh  zu  AB. 

abgiebt,  =  ^Fss.-Pfd.  J 

Der  für  die  Bewegung  auf  AB  verloren  gehende  Theil  von  K, 
d.  i.  K"%  rauss  immer  so  wirkend  gedacht  werden,  dass  er  in  der 

m</"2 

Richtung  von  CD  eine  Quantität  Kraft  von     %~  Fss.-Pfd.  an  die 

Masse  m  in  einer  Sekunde  überträgt,  wenn  Aß  nicht  vorhan- 
den wäre,    gerade  so  wie  der  andere  Theil  K'  die  Quantität 

2     in  der  Richtung  von  AB  erzeugt. 

Da  K=zK'  +  K",  so  moss  die  Quantität  der  Wirkung  von  A 
gleich  sein  der  Summe  der  Quantitäten  von  K'  und  A". 

Daher  hat  man: 

mg*      rng'2  .  mg"2 
T 2    +    2  ' 

oder,  reducirt: 

II.   j»s + 

Die  Geschwindigkeit  g'  ist  immer  abhängig  von  g  und  dem  Win- 
kel a,  die  Geschwindigkeit  g"  ist,  in  derselben  Weise,  ab- 
hängig von  g  und  dem  Winkel  ß. 

Man  kann  daher  setzen: 

9'  ~9-f(«)* 
unter  f  irgend  eine  Function  verstanden; 

<f=9f(P)> 
unter  f  dieselbe  Function  verstanden. 
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Werden  diese  Werthe  in  II.  eingesetzt,  so  erhält  man: 


oder  reducirt: 


Durch  diese  Gleichung  ist  die  Function  f  bestimmt;    denn  da 

7t  7t 

«  +  /S=ty,  so  folgt  0  =  2  —  «.  Wird  dies  eingesetzt,  so  ent- 
steht: 

G-) 

Für  jeden  gegebenen  Fall  ist  a  bekannt,  darum  ist  die  Funktion 
f  in  dieser  Gleichung  allein  unbekannt.  Da  f  in  der  zweiten  Po- 
tenz vorkommt,  wird  man  zwei  Werthe  für  f  finden,  welche  die- 
ser Gleichung  Genüge  leisten.  Aus  der  Trigonometrie  ist  bekannt, 
dass  diese  beiden  Werthe  für  /  Cosinus  und  Sinus  sind.  Nimmt 
man  zu  der  Gleichung  noch  eine  zweite,  so  ergiebt  sich,  für  den 
Fall  «  =  0, 

folglich  ist 

.  f(o)  =  ]- 

Mif  Rücksicht  auf  diese  Bestimmung  bleibt  der  Cosinus  für  f 
allein  giltig. 

Darum  hat  ilian : 

g'  =  gcosa,  g"=gcoaß, 
mg'  —  mg  cos«,  mg" = mg  cos  ß, 

mg"2  tng2, cos 2a  ™fl"* mg2  cos2ß  , 


d.  i. :  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Druck  für  eine  Richtung 
erhält  man  die  Geschwindigkeit  und  den  Druck  für  eine  andere 
Richtung,  wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Win- 
kels multiplicirt;  die  Kraftquantität  wird  zerlegt,  wenn  man  mit 
dem  Quadrat  des  Cosinus  vom  eingeschlossenen  Winkel  multiplicirt. 

Zu  den  beiden  Gleichungen 
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<«>  Gr-«; 


und 


/    =  I 

(o) 


lässt  sieb  noch  fügen  /'  =0;  denn  wenn  «=ö  »st,  wird  die 
Geschwindigkeit  der  Bewegung  für  diesen  Fall  gleich  Null.  Au* 

folgt,  da  g  nicht  noth wendig  =0  ist: 

f  =o. 

Diese  Gleichungen  führen  bei  Anwendung  der  Differentialrech- 
nung dahin,  dass  man  für  f  eine  Reihe  erhält,  welche  der  Reih* 
ftir  den  Cosinus  entspricht. 

Wird  tlie  erste  Gleichung  nach  a  differentiirt,  so  erhält  man 


f  -r=f  r 


Unter  f  ist  der  erste  Differentialquotient  zu  verstehen.  Hieras 
folgt,  wenn  man  a  =  0  setzt: 

f  r  =/'  r  ■ 

„„  «,.,  (,,}  (*} 

i 

t 

Hieraus  folgt,  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  anderen  Gleichungen: 

f  =  0. 

(o) 


Man  setze 


r  =«• 

CD 


Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,   dass  für  a=0  f    ein  Maximum 

(«) 

wird,  nämlich  =1.  Daher  hat  man  nach  den  Bestimmungen  über 
Maxima: 


f  =1,    f  =  0,    f"  =  -■ 

((»  (o)  (o) 
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f  wächst,  wenn  a  kleiner  wird,  und  fallt,  wenn  a  grosser  wird. 


Bei  f 


f  ist  es  umgekehrt.    Darum  ist  f  stets  —  und  /' 

(f-)        '  '■'  ff-) 

stets  +. 

Aus/"  ./■'=/"      f    lässt  sich  bilden : 

M  f.,     (»;  (») 

r  ~  /* ' 

(t)  fn) 

Da  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Quotienten  einzeln  gleich  Null 
sind,  so  folgt: 

f 

G)  o 


I) 


und   daher  auch: 


2) 


/'   ~  0' 

(0) 


Wird  zur  Bestimmung  der  Werthe  j|  Zähler  und  Neuner  diffe- 

rentiirt,  so  entsteht:  wenn  man  den  ersten  Quotienten  differentiirt 
und  gleich  dem  zweiten  setzt,  dann  den  zweiten  so  differentiirt  und 
gleich  dem  ersten  setzt,  und  endlich  wenn  man  1)  und  2)  diffe- 
rentiirt und  diese  Werthe  gleich  setzt,  nach  einander: 

f  ff 

k\  f     r  r 

\a/      (■')        (n)        %)  (o)  . 

  W   ■         ftl    ji     *         j>H    —   jtt  * 

oder,  wenn  man  die  Nenner  fortschafft: 

(r)      l0)    (ft)    (|)  (D  fo)  <n>   (})  (£) 

Da  /•'  =  <),  /"    =»i  ist,  so  rouss  /"  =0  sein. 

f'"         G)  (?) 
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Die  letzte  Gleichung  ist  daher  mit  der  /  ./*'  =  f   •  f  *yni 

»)(„)  (*;(|) 

metrisch;  es  sind  hier  wie  dort  zwei  Factoren  gleich  Null.  In 
derselben  Weise  fortoperirend  wiid  man  daher  zu  folgenden  Glei- 
chungen gelangen: 

ii.  f*=f.fm,  r*=r  .r  •  r  r=f  r 

und 

iii.  r*=f".r",  r*=r.f"",  r .r'=r  f"tt> 


u.    s.  w. 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  I.,  da 
/'    =w,  /*  =1  ist, 

(0) 

r  =  «*, 

(0) 

und  da  das  Vorzeichen  früher  bestimmt  war, 

/-"  =  _«*; 

aus  der  dritten  Gleichung  der  Gruppe  f.,    da  die  Factoren  der 

linken  Seite  die  Vorzeichen  haben ,  und  das  Vorzeichen  von 

f  r=-|-  ist,  das  Vorzeichen  von  f  = 

Gr)  (t) 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  II.  das  Vor- 
zeichen für  f"  =  -f ;   aus  der  dritten  Gleichung  dieser  Gruppe 

,0)        -  + 

das  Vorzeichen  für  f  =  — ~  —  — ,  und  den  Werth  für  /'"=0: 

(!)  + 

aus  der  zweiten  Gleichung  dieser  Gruppe  f"  =  w8;  darum  ist  mit 

KücUicht  auf  das  Vorzeichen  fm  =  — »». 

(|>  '  • 

Man  findet  aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  HL: 

Cf) 

^  "ZT 


/ 
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oder,  fär       aus  der  ersten  Gleichung  der  Gruppe  I.  der  Werth 


gesetzt : 


(<>) 


fM2 


r 

f*  > 


f 

(o) 


=(=»-)•= 


u.    s.  w. 

Man  erhält,  so  fortfahrend,  folgende  Reihe: 


f  =1, 

«>) 


£  - 


=  0, 


(o) 


io) 


fl» 


/•  =0, 

r  =«, 

(I) 

r  =-»*. 


Wenn  man  /    nach  der  Maclau  rin' sehen  Reihe  entwickelt, 

(«) 

so  ist : 


•••• , 


oder,  wenn  man  die  entwickelten  Wertho  setzt: 

_      (im)*  (<m)« 
fa)  ~'      51   +  4! 

dies  ist  die  Reihe  für  cos(«n). 

Zur  Bestimmung  der  Constanten  n  hat  man,  da  /  =  cos(n  .?)=0 
ist:  n  ist  eine  ungerade  ganze  Zahl.  (~) 

^a  ff' =  ff  ms  (<*n)  ist,  entsteht,  wenn  a  =  t-^  gesetzt  wird, 
y=£cos^,  und  da  cos|  =  0,  so  folgt  g' =  0.    Ist  aher  g'  =  0, 
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so  lässt  sich  schliefen,  der  Winkel  «,  welchen  die  Richtungen 
von  g'  und  g  einschliessen ,  muss  ein  rechter  sein,  d.  I. 

2~-^="£>  °^er  «^2»  oder  6,j  

Hieraus  folgt,  da  n  eine  positive  ungerade  ganze  Zahl  sein  muss, 

71=  1. 

Daher  hat  man  f  —  cosa.    Das  ist  der  Satz. 

(«) 

Von  der   geometrischen  Behandlung  der  Statik 

Der  eben  bewiesene  Satz  von  der  Zerlegung  der  Druckwir- 
kungen ist,  wie  aus  der  Herleitung  erhellet,  von  dem  Satz  der 
Zerlegung  der  Geschwindigkeiten  gar  nicht  verschieden.  Wirken 
zwei  oder  mehrere  Kräfte  auf  dieselbe  Masse,  so  werden  ihre 
Druckwirkungen,  als  Producte  aus  Masse  mal  Beschleunigung 
aufgefasst,  sich  genau  so  wie  die  Beschleunigungen  verhalten. 
Da  die  Beschleunigungen  immer  durch  Linien  ausgedrückt  wer« 
den  können,  so  lassen  sich  die  Druckwirkungen  von  Kräften,  die 
auf  dieselbe  Masse  wirken,  ebenfalls  durch  Linien  repräsen- 
tirt  denken:  dergestalt,  dass  Veränderungen,  welche  mit  diesen 
Linien  durchgeführt  werden,  sich  immer  als  Veränderungen  deu-  • 
ten  lassen,  die  mit  den  Druckwirkungen  vorgenommen  sind,  und 
umgekehrt.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Lösung  der  in  der 
Statik  vorkommenden  Aufgaben  in  geometrischer  WTeise  ausge- 
führt werden  kann. 

Nach  dem  eben  gegebenen  Satze  wird  ein  Druck,  durch  eine 
Linie  dargestellt,  den  Druck  für  eine  andere  Richtung  liefern, 
wenn  man  mit  dem  Cosinus  des  eingeschlossenen  Winkels  multi- 
plicirt,  d.i.  wenn  man  die  Projection  der  ersten  Linie  auf  die 
andere  nimmt. 

Der  eben  gegebene  Satz  wird  bei  jeder  Zerlegung  und  Re- 
duction  der  Druckwirkungen  auf  eine  andere  Richtung  angewen- 
det; aber  er  kann  auch  bei  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  ver- 
wendet werden  und  führt  unmittelbar  zu  dem  Satze: 

Vom  Parallelogramm  der  Kräfte. 

Bezeichnet  (Taf.  IV.  Fig.  14.)  a  die  Intensität  und  AB  die 
Richtung  einer  Kraft,  b  die  Intensität  und  AC  die  Richtung  einer 


« 
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anderen  Kraft,  welche  beide  auf  die  Masse  m  im  Punkte  A  ein- 
wirken: dann  ist  die  Kichtting  und  Intensität  der  Mittelkraft  durch 
die  Diagonale  des  Parallelogramms  bestimmt,  welches  sich  aus 
den  gegebenen  Stucken  bilden  lässt. 

Die  Masse  m  im  Punkte  A  wird,  in  Folge  der  Einwirkung 
beider  Kräfte,  weder  ganz  in  der  Richtung  von  AB,  noch  ganz 
in  der  Richtung  von  AC  fortbewegt;  sie  v\ird  eine  mittlere  Rich- 
tung, etwa  die  AD,  einschlagen.  Wird  dies  zugegeben,  so  be- 
zeichnet AD  zugleich  die  Richtung  der  Mittelkraft.  Ist  AE  recht- 
winkiich  zu  AD,  bezeichnet  man  die  lutensitiit  der  Mittelkraft  in 
der  Richtung  von  AD  mit  c,  zerlegt 

a  in  a'  und  a" ', 

6  in  6'  und  //', 

die  auf  die  Richtungen  AE  und  AD  zu  beziehen  sind,  dann  hat 
man,  da  m  sich  von  A  aus  in  der  Richtung  von  AD  fortbewegen 
würde,   also  keine  INeigung  hat,  rechts  oder  links  abzuweichen: 

o'  =  6\ 

und  ferner: 

c  =  a"  +  6". 

Es  ist 

a'  =  acos(R  —  ß)  =  a*\nß,    b'  =  6cos(R  —  «)  =  Asin«; 

a"  —  u  cos  ß ,  b"  =  b  cos  a. 

Wird  dies  eingesetzt,  so  entsteht: 

I.    osin  ß  —  //sin  «, 

II.    c  =  acosß-+  6cosa. 

Da  a  -f  ß  gegeben,  also  bekannt  ist,  so  wird  aus  der  Gleichung  1. 
sich  immer  der  Winkel  «  und  ß  bestimmen  lassen,  und  dadurch 
wird  die  Richtung  der  Mittelkraft  bestimmt.  Kennt  man  durch 
diese  Operation  a  und  ß,  so  wird  durch  die  Gleichung  II.  die  In- 
tensität der  Mittelkraft  bestimmt,  und  somit  Alles,  was  in  Frage 
gezogen  werden  kann. 

Wird  AB  gleich  der  Intensität  a,  AC  gleich  der  Intensität  b, 

AD  gleich  der  Intensität  c  gemacht,  so  lässt  sich  nachweisen, 

dass  AB  CD  ein  Parallelogramm  und  AD  dessen  Diagonale  ist. 

Denn  setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  I.  und  II.,  so 
entsteht : 
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1)    AB.8inß  =  AC.s\na, 

2)   A  D  =  AB .  cos  ß  +  A  C.  cos  a. 

Nimmt  man  die  Richtung  von  AD  der  Gleichung  1)  und  die 
Länge  von  AD  der  Gleichung  2)  gemäss  und  zieht  BD,  dann  er- 
hält man  aus  Dreieck  ABD: 

3)    AB. 8'mß=:  BD. sina', 

4)   AD  =  AB. cosß  +  BD.  cos«'. 

Aus  1)  und  3)  folgt:  ^C.sina  =  BD.sina'.  Aus  2)  und  4)  folgt: 
JC.cosa  =  BD.coaa'.    Durch  Division  erhält  man  hieraus: 

tanga  =  tanga' , 

folglich 

a  =  a'; 

durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man: 

AC  =  BD. 

Da  die  Linien  AC  und  BD  gleich  und  wegen  az=za'  auch  pa- 
rallel sind,  so  ist  ABCD  ein  Parallelogramm  und  AD  dessen 
Diagonale.    Was  zu  beweisen  war. 

Wir  haben  die  Intensitäten  der  Kräfte  durch  die  Geschwin- 
digkeiten, welche  sie  in  der  Sekunde  erzeugen  (die  Beschleuni- 
gungen) ausgedrückt;  wenn  man  mit  m  multiplicirt,  so  erhält  man 
die  Druckwirkungen,  welche  bei  der  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung denselben  Gesetzen  unterworfen  sind. 


In  der  Mechanik  hat  man  es  nur  mit  den  Wirkungen  der 
Kräfte  zu  thun;  die  Ursachen  lässt  man  immer  ganz  unberück- 
sichtigt. Hierin  liegt  schon,  man  darf  irgend  eine  beliebige  Kraft 
als  Ursache  denken,  und  dies  haben  wir  hier  gethan,  indem  wir 
eine  Kraft  von  ganz  bestimmten  Eigenschaften  als  wirkende  Ur- 
sache annahmen.  Die  früher  bezeichnete  Beschränkung  ist  daher 
mehr  eine  genaue  Bestimmung,  die  dazu  dient,  den  Zusammen- 
hang von  Ursache  und  Wirkung  unausgesetzt  klar  übersehen  zu 
können.  Wird  daher  statt  der  Schwerkraft  eine  andere,  eine 
Dampf-,  Wasser-  oder  Windkraft  als  wirkende  Ursache  genom- 
men, dann  wird  bei  der  Zusammensetzung,  Zerlegung  und  Reduc* 
tion  des  Druckes,  der  Geschwindigkeit,  der  lebendigen  Kraft 
Nichts  durch  eine  solche  Voraussetzung  geändert. 
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Es  ist  bei  diesen  Kräften  bequemer  und  darum  gebräuchli- 
cher, unmittelbar  den  Druck,  welchen  sie  gegen  die  Flächenein- 
heit ausüben,  durch  Manometer  oder  Hydrometer  zu  bestimmen. 

Ist  P  der  Gesammtdruck,  m  die  Masse  des  in  Bewegung  zu 
setzenden  Körpers,  dann  lässt  sich,  weil  P  Pfd.  immer  gleich 
P  Pfd.  sind,  indem  man  bloss  auf  die  Wirkung  Rücksicht  nimmt, 
eine  anziehende  Kraft  denken,  welche  denselben  Druck  auf  die- 
selbe Masse  in  der  schon  bezeichneten  Weise  ausübt,  und  man  hat: 

P 

die  Intensität  dieser  Kraft       o=— , 

m 

ihren  Druck  =  P, 

die  Kraftquantität  per  Sekunde  =  • 

Dies  sind  Werthe,  die,  wie  früher  gezeigt,  bebandelt,  jede 
Zerlegung,  Zusammensetzung  und  Reduction  erlauben.  Ein  Druck 
wird  sich  daher  wie  jeder  Druck,  eine  Intensität  wie  jede  Inten- 
sität, und  eine  Kraftquantität  wie  jede  andere  Kraftquantität  be- 
handeln lassen. 

In  der  Statik  ist  fast  immer  nur  auf  die  Druckwirkungen, 
welche  durch  die  Einwirkungen  der  Kräfte  entstehen,  Rücksicht 
genommen,  immer  hat  man  nur  von  diesen,  als  von  den  einzigen 
Wirkungen  der  Kräfte  gesprochen,  und  bat  dies  so  weit  ausge- 
dehnt, dass  man  einen  Druck  Kraft  nannte  und  für  eine  Kraft 
nahm,  und  umgekehrt.  Nichts  rechtfertigt  eine  solche  Annahme 
oder  Bezeichnung,  denn  bei  Körpern,  die  sich  unter  der  Einwir- 
kung von  Kräften  im  Gleichgewicht  befinden,  ist  ihre  Gesammt- 
wirkung  nach  Aussen,  ihr  Druck,  ihre  Geschwindigkeit  und  ihre 
lebendige  Kraft  gleichzeitig  Null. 

Die  hier  ausgeführte  Behandlung  steht  jener  Auffassung  nicht 
blos  deshalb  entgegen,  weil  hier  Druck  von  Kraft  stets  unter- 
schieden worden,  oder  deshalb,  weil  der  Druck  nicht  als  die  ein- 
zige Wirkung  einer  Kraft  bezeichnet  worden  ist,  sondern  haupt- 
sächlich deshalb,  weil  als  Krafteinheit  das  Fusspfund  und  nicht 
das  Pfund  angenommen  ist.  Die  Consequenzen,  die  aus  dieser 
Annahme  fliessen,  sind  vielleicht  nach  der  hier  verfolgten  Rich- 
tung hin  neu,  aber  die  Annahme  ist  alt.  Der  Satz  vom  Prinzip 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  beruht  in  der  That  auf  der  An- 
nahme, dass  die  Krafteinheit  das  Fusspfund  sei ,  und  lässt  sich 
Einfachsten  beweisen,  indem  man  dies  zugiebt. 
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Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  die 
allgemeinen  Bedingungsgleichungen  der  Ruhe  und  der 

Bewegung. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§  I. 

Wenn  an  einem  beliebigen  Punkte  A  im  Räume  nach  drei 
von  demselben  ausgehenden,  nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
Richtungen  AX,  AY ',  AZ ,  welche  die  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel  XAY,  YAZ,  ZAXmh  einander  einschliessen,  drei  Kräfte 
P,  Q>  R  wirken,  so  kann  zwischen  diesen  drei  Kräften,  insofern 
sie  nicht  sämmtlich  verschwinden,  niemals  Gleichgewicht  Statt 
finden,  oder,  wie  man  dies  auch  allenfalls  ausdrücken  kann,  die- 
selben können  nur  dann  im  Gleichgewichte  sein,  wenn  P=Ü, 
Q=0,  ß=0  ist. 

Denn  verschwände  auch  nur  eine  dieser  drei  Kräfte  nicht,  so 
würde  man  dieselben,  wie  mittelst  des  Satzes  von  dem  Parallelo 
gramme  der  Kräfte  auf  der  Stelle  erhellet,  immer  auf  eine  nicht 
verschwindende  Resultirende  zurückfuhren  können,  und  dieselben 
würden  also  nicht  im  Gleichgewichte  sein,  wie  doch,  insofern  wir 
den  letzten  obigen  Ausdruck  unsers  Satzes  festhalten  ,  vorausge- 
setzt wurde. 
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Wir  «vollen  nun  annehmen,  das*  durch  einen  beliebigen  Punkt 
A  im  Räume  drei  auf  einander  senkrecht  stehende  Axen  der  xy 
y>  %  gelegt  seien,  von  denen  einer  jeden  ein  positiver  und  ein  ne- 
gativer Theil  beigelegt  wird.  Ferner  sollen  an  dem  Punkte  A  drei 
Kräfte  wirken,  deren  Richtungen  entweder  mit  den  positiven  oder 
negativen  Theile  der  drei  Axen  zusammenfallen,  die  im  ersten 
Fälle  selbst  als  positiv,  im  zweiten  Falle  als  negativ  betrachtet, 
und  mit  Rücksicht  hierauf  durch  P,  Q,  R  bezeichnet  werden  sollen. 
Ist  dann  H  die  Resultirende  dieser  drei  Kräfte,  welche  wir  stets 
als  positiv  oder  vielmehr  absolut  auffassen,  und  nehmen  wir  an, 
dass  die  Richtung  derselben  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen 
der  x ,  y,  z  respective  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  <p, 
tyy  %  einschliefst,  so  kann  man  die  Kraft  H  bekanntlich  immer 
nach  den  Axen  der  x,  y,  2  in  drei  Kräfte  oder  Compnsanten  zer- 
legen, deren  auch  die  Vorzeichen  dieser  Composanten  gehörig  be- 
rücksichtigende analytische  Ausdrücke  offenbar  in  völliger  Allge- 
meinheit Ii  tos  q- ,  Ki <>»t;\  Ii  cos  y  sind.    Da  nun  ferner  offenbar 

—  H cos 9,  — Hcost/s,  — Ucos%  die  nach  den  Axen  der  x,  y,  2 
genommenen  Composanten  der  Aequipoilcnten  der  drei  Kräfte  P, 
Q,  R  sind,  so  sind  die  sechs  Kräfte  Pt  Q,  R  und  —  Hcosqp, 

—  K  cos  v.  — ttcos  /  unter  einander  im  Gleichgewichte.  Diese  sechs 
Kräfte  können  aber,  wie  sich  von  selbst  versteht,  auf  die  drei 
auch  in  den  Axen  der  x,  y,  2  wirkenden  Kräfte  P — Hcosqp, 
Q  —  Hcost/;,  R  —  H  cos  %  zurückgeführt  werden,  welche  drei  Kräfte 
folglich  auch  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind.  Daher  ist 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze: 

P— Hcosg>=0,   Q-Hcosij/  =  0,  Ä-»cosr=0; 

folglich  immer 

Bcos<p  =  />,   Hcosi//  =  Q,  HcosX=ß; 

drei  Relationen,  von  denen  wir  sogleich  im  folgenden  Paragraphen 
weiteren  Gebrauch  machen  werden. 

5  2. 

Auf  einen  beliebigen  Punkt  A  im  Räume  mögen  jetzt  nach 
beliebigen  Richtungen  hin  beliebige  Kräfte 

Pt  P\f  P%>  P*,  P4 , . . . . 

wirken.  Von  dem  Punkte  A  aus  denken  wir  uns  eine  beliebige 
gerade  Linie  AB  gezogen,  schneiden  auf  derselben  von  dem 
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Punkte  A  an  ein  beliebiges  Stuck  AM  ab»  und  fällen  von  dem 
Punkte  M  auf  die  Dichtungen  der  Kräfte 

oder  auf  die  Verlängerungen  diese*  Richtungen  über  den  Punkt 
A  hinaus  die  Perpendikel 

MN,  MNlt  MN\,  MIT».  Jf2V4,....; 

so  vrerden  die  Fasspunkte  dieser  Perpendikel  auf  den  geraden 
Linien,  in  denen  die  in  Rede  stehenden  Kräfte  wirken,  von  dem 
Punkte  A  an  gewisse  Stücke 

AN,  ANlf  AI\\t  AN3,  AN4,.... 

abschneiden,  welche  wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  je- 
nachdem  sie  auf  den  Richtungen  der  entsprechenden  Kräfte  selbst, 
oder  auf  deren  Verlängerungen  über  den  Punkt  A  hinaus  liegen, 
und  mit  Rücksicht  hierauf  die  Projectionen  der  Linie  AM  auf  den 
Richtungen  der  Kräfte  nennen,  und  durch 

P*  Vi  >  P%>  />s>  P*>  •••• 

bezeichnen  wollen. 

Durch  den  Punkt  A  als  Anfangspunkt  legen  wir  nun  drei  auf 
einander  senkrecht  stehende  Axon  der  x,  y,  2,  und  bezeichnen 
die  18ü°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  die  Richtungen 
der  Kräfte 

P »   P\  »   Pi »  P'i  »        »  •  •  •  • 

mit  den  positiven  Theilen  dieser  Axen  einschliessen,  respective 
durch 

<*>  ß*  y;  «i»  ßu  Yii  «2»  ß*>  yi'y  «3»  /s;---- 

Zerlegen  wir  dann  jede  Kraft  nach  den  drei  angenommenen 
Axen  in  drei  Composanten,  so  sind  die  analytischen  Ausdrücke 
der  in  der  Axe  der  x  wirkenden  Composanten: 

P  cos  c ,    Px  cos  a, ,    P2  cos  a2 ,    /J3  cos  or3 , . . . . ; 

die  analytischen  Ausdrücke  der  in  der  Axe  der  y  wirkenden  Com- 
posanten sind: 

Pcosß,    P1  cos  ßi,    /^cosftj,    P9cosß3f  ; 

und  eben  so  sind  endlich  die  analytischen  Ausdrücke  der  in  der 
Axe  der  2  wirkenden  Composanteu: 

Pcosy,    Pi  cosy,,    /^cosyj,  P3cosy3,.... 
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Hiernach  lassen  sieb  also  die  Kräfte 

P ,  Plf  Pa,  P8,  P4,.... 
auf  die  drei  in  den  Axen  der  x,  y,  2  wirkenden  Kräfte 
Pcosa  +  Px  cosa,  f  Pacosa2  +  P8cosa8  + 
Pcos  ß  +  Px  cosft  +  Pa  cos/3a  +  P8  cos  ß,  -f . . . . , 
Pcosy  +  ^!  cosyi  -f  Pa  cos  ya  +  P8  cos  y3  -f  .... 

zurückfahren;  und  bezeichnen  wir  nun  die  Resultirende  der  Kräfte 

P,  Pif  Pa,  P8,  P4,.... 

durch  R,  die  180°  nicht  ubersteigenden  Winkel  aber,  welche  die 
Richtung  dieser  Resultirenden  mit  den  positiven  Theilen  der  drei 
Axen  einschliesst,  durch  q>,  t/;,  %>  so  haben  wir  nach  dem,  was 
in  §.  L  bewiesen  worden  ist,  offenbar  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen: 

R  cos  rp  =  Pcosa  -f  Py  cosofj  -f  P^cosoa  +  P3  cos  a3  +  

jRcost/>  =  Pcosj3  +  />jCos/31  -f  Pacos/3a-|-  P3cosft,  +...., 
Äcosx=  Pcosy  +  Pj  cosy,  +  Pacosya  +  P3cosy3  +  

Augenscheinlich  ist  es  nun  verstattet,  den  positiven  T heil  ir- 
gend einer  der  drei  Axen  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
Linie  AB  zusammenfallen  zu  lassen.  Wählen  wir  dazu  etwa  die 
Axe  der  x,  so  haben  wir  von  jetzt  an  nur  noch  die  Gleichung 

ÄCO89  =  Pcos«  +  Pt  Cosa,  -f  Pa  cosaa  +  P8  cosa8  + . . . . 

zu  betrachten. 

Multipliciren  wir  diese  Gleichung  mit  der  Linie  AM,  welche 
wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  L  bezeichnen  wollen,  so 
erhalten  wir  die  Gleichung: 

R ,  X  cosy  =  P.  L  cosa  +  Px .  h  cosa,  +  Pa .  L  cos% + P8 .  h  cosa,  + . . .. 

Weil  nun  aber  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

p  =  Lcosa,   pgszlitimai,   /?a=Zcosaa,  />8=l/coso8  

und,  wenn  wir  die  mit  ihrem  gehörigen  Vorzeichen  genommene 
Projection  der  Linie  AM  oder  L  auf  der  Linie,  in  welcher  die 
Kraft  R  wirkt,  durch  r  bezeichnen, 

r~Lco*<p 

Thtil  XXV.  27 
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ist;  so  erhält  die  obige  Gleichung,  wenn  man  in  dieselbe  diese 
Grössen  einführt,  die  Gestalt: 

- 

Rr=Pp  +  PiPl  +  /\pa+  P9pB  -f  Ptft  +  ... ., 

welche  Gleichung  offenbar  für  jede  Lage  und  Grösse  der  durch 
L  bezeichneten  Linie  gilt.  Hieraus  lässt  sich  jetzt  Folgendes 
schliessen. 

Wenn  der  Punkt  A  ein  völlig  freier  Punkt  ist  und  sich  in 
Ruhe  befindet,  d.  h.  in  diesem  Falle,  wenn  die  an  dem  Punkte  A 
wirkenden  Kräfte  unter  einander  im  Gleichgewichte  sind,  so  muss 
J2  =  0,  also  nach  dem  Obigen  für  jede  Lage  und  Grösse  der 
Linie  L 

Pp  +  PlPl  +  P&2  +  P9p9  +  P^4+. . . .  =0 

sein. 

Wenn  der  Punkt  A  genöthigt  ist,  auf  einer  Fläche  zu  bleiben, 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  muss  offenbar  jederzeit  die  Rich- 
tung der  Krallt  R  auf  dieser  Fläche  senkrecht  stehen,  wenn  diese 
Kraft  nicht  verschwindet.  Nimmt  man  nun,  was  offenbar  verstat- 
tet ist,  die  Linie  L  in  der  die  in  Rede  stehende  Fläche  in  dem 
Punkte  A  berührenden  Ebene  an,  so  ist  jederzeit  r=0,  und  folg- 
lich nach  dem  Obigen  wieder 

Pp  +  PlPl  +  P2P2+  P*P*  +  *>4+  •  •  •  •  =0, 

wenn  man  nur,  wie  gesagt,  die  Linie  L  rücksichtlich  ihrer  Lage, 
wobei  ihre  Grösse  ganz  willkübrlich  ist,  auf  die  angegebene  Weise 
annimmt. 

Wenn  der  Punkt  A  auf  einer  Linie  zu  bleiben  genöthigt  ist 
und  sich  in  Ruhe  befindet,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  ähnli- 
ches Raisonnement  wie  vorher,  dass  auch  in  diesem  Falle 

PP  +  ^iPl  +  P%P%  +  />S  +  P*P4+     "  =0 

ist,  wenn  man  nur  die  übrigens  beliebig  lange  Linie  L  in  der,  die 
in  Rede  stehende  Linie  oder  Curve  in  dem  Punkte  A  berührenden 
Geraden  annimmt. 

j.  3. 

Wrir  denken  uns  jetzt  ein  System  von  Punkten 

^1 1  '^a »  A9 ,  A4 
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welche  in  einer  solchen  Verbindung  unter  einander  stehen,  dass 
eine  gegenseitige  Wirkung  dieser  Punkte,  oder  vielmehr  der  an 
denselben  wirkenden  Kräfte,  deren  Kesultirende  für  die  einzelnen 
Punkte  wir  der  Reihe  nach  durch 

Pi>         P*>  P4,.... 

bezeichnen  wollen,  auf  einander  möglich  ist.  Die  Coordinaten 
dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordi- 
natensystem  sollen  respective  durch 

bezeichnet  werden. 

Giebt  man  diesem  Systeme,  welches  wir  als  ursprunglich  iu 
Ruhe  sich  befindend  annehmen ,  eine  unendlich  kleine  Drehung, 
die  an  sich  völlig  willkührlich  ist,  jedoch  mit  den  Bedingungen, 
denen  das  System  unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  insofern 
möglich  sein  muss,  so  nennt  man  die  unendlich  kleinen  geraden 
Linien,  welche  die  primitiven  und  secundären  Oerter  der  einzelnen 
Punkte  des  Systems  mit  einander  verbinden,  die  virtuellen 
Geschwindigkeiten  dieser  Punkte. 

Wenn  Punkte  des  Systems  auf  Flächen  oder  Linien  zu  bleiben 
genöthigt  sind,  so  werden  deren  virtuelle  Geschwindigkeiten  offenbar 
mit  desto  grösserer  Genauigkeit  in  die  diese  Flächen  oder  Linien  in 
den  in  Rede  stehenden  Punkten  berührenden  Ebenen  oder  geraden 
Linien  hinein  fallen,  je  kleiner  die  dein  Systeme  gegebene  Dre- 
hung ist,  eine  Bemerkung,  welche  man  im  Folgenden  stets  wohl 
vor  Augen  behalten  muss. 

Die  Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte 

A\,  A%*  A3,  Aif.. .. 
auf  den  Richtungsünien  der  an  denselben  wirkenden  Kräfte 

wollen  wir  mit  Rücksicht  auf  die  in  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen gegebenen  Bestimmungen  respective  durch 

Pi>  Pi*  P%*  P*»»" 

bezeichnen. 

Fassen  wir  nun  allgemein  zwei  beliebige  Punkte  des  Systems, 
die  durch  Am  und  An  bezeichnet  werden  mögen,  in's  Auge,  so 
soll  die  Wirkung,  welche  auf  den  Punktum  der  Punkt  An  ausübt, 

27* 
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durch  Wm,nt  also  auf  ähnliche  Art  die  Wirkung,  welche  auf  den 
Punkt  An  der  Punkt  Am  ausübt,  durch  Wn, «  bezeichnet  werden. 
Die  Protection  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes  Am 
auf  der  Richtungslinie  der  Kraft  II fm,n  wollen  wir  durch  wm>n*  und 
eben  so  die  Protection  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes 
A„  auf  der  Richtuhgsliilie  der  Kraft  Wi,,m  durch  w„,m  bezeichnen. 

Die  beiden  Kräfte  Wm,n  und  Wn,m  kann  man  sich  als  zwei 
in  der  die  Punkte  Am  und  Aa  verbindenden  geraden  Linie  herr- 
schende Spannungen  vorstellen,  welche  nothwendig  einander  gleich 
und  entgegengesetzt  sein  müssen,  weil,  wenn  dies  nicht  der  Fall 
wäre,  das  System  offenbar  nicht  in  völliger  Ruhe  sein  könnte,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Zugleich  wird  es  dabei  offenbar  immer 
verstattet  sein,  die  Wirkung  Wm,n  von  An  auf  Am  als  in  der 
Linie  AmAn  von  Am  nach  An,  die  Wirkung  Wn,m  von  Am  auf  An 
als  in  der  Linie  AmAn  von  An  nach  Am  hin  gerichtet  anzunehmen, 

Wm,n  —  Wn,m 

ist,  welche  Gleichung  bald  nachher  weitere  Anwendung  finden  wird. 

Weil  nun  jeder  der  Punkte 

Ai ,  A%y  A$%  A^, .... 

unser»  Systems  für  sich  in  Ruhe  ist,  so  haben  wir,  die  vorher  ein- 
geführten Bezeichnungen  in  Anwendung  bringend,  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  die  folgenden,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  gel- 
tenden Gleichungen: 

PiP\  +  W'i  ,2wi  »2  +  W'i  »3  wi  »s  +  Wi  i4tci  ,4  +  \V1  t&wt  rt  +  ....= 0, 

PfP%  +  Wstl"*!  +  W»»3W«*1  +  fr2,4tC2.4  +  W  2,5^,5  +  .  . . .  =0, 
P*P*  +  W*>1«>*,1  +  ^3,2^3.2  +  Wt+Win  +  Wa,6U>»6  +  . . .  .  =  0, 
P*P4  +  1*4.1  +  Wft»t"4>l  +  H4,3«?4,3  +  ir4,öW4,5  +  ....  =0, 

P&*  +  ^Vl»»!  +  08*"*»  +  +  HW»«  +  -   •   =  0, 

u.     8.  W. 

i 

also,  wenn  man  diese  Gleichungen  sämmtlich  zu  einander  addirt, 
und  dabei  die  aus  dem  Vorhergehenden  bekannte,  allgemein  gül- 
tige Gleichung 

überall  gehörig  berücksichtigt,  die  folgende  Gleichung,  deren  Fort- 
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echreitungsgesetz  io  ihren  einzelnen  Gliedern  sogleich  von  selbst 
in  die  Augen  fallen  wird : 

Pilh  f  P*P%  +  P*P>  +  P*P*+P>P>  + ....  t 
+  Wri»i(»i«  +  %i) 

+  WW«>l»3  +  «>3»l) 

+  JfW">i»4  +  w4»i) 

U.     8.  W. 
+  WrW(«'2.4+«'4l) 

+  HWt02,5  +  teft,*) 

U.     8.  W. 

u.    s.  w. 
+  HW"4*a  + 

U.  8.  W. 
U.     8.  W. 

Dass  auch  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit gilt,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist,  ver- 
steht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

Weil  jede  Bewegung  in  einer  bestimmten  Zeit  vor  sich  geht, 
so  wird  man  auch  bei  der  unserem  Systeme  gegebenen  unendlich 
kleinen  Drehung  die  Vorstellung  der  Zeit,  in  welcher  dieselbe 
vor  sich  gegangen  ist,  nicht  von  sich  abzuweisen  im  Stande  sein. 
Wir  wollen  daher  jetzt  die  Coordinaten  eines  jeden  Punktes  unsers 
Systems  in  einer  bestimmten  Lage  desselben  im  Räume  als  Functionen 
der  Zeit  betrachten,  welcher  diese  Lage  unsers  Punktes  im  Räume 
entspricht;  und  bezeichnen  wir  nun  durch  t  die  Zeit,  deren  End- 
punkte der  Anfang  der  unserem  ursprunglich  in  Ruhe  befindlichen 
Systeme  gegebenen  Drehung  entspricht,  so  werden  wir  überhaupt 
die  Coordinaten  xm,  ymt  im  des  Punktes  Am  als  Functionen  von 
t  zu  betrachten  haben;  wenn  aber  ferner  M  die  Zeit  bezeichnet, 
während  welcher  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  vor  sich 
ging,  so  werden  xm+  Axm%  ym+  4ym,  im  +  4tm  die  Coordinaten 
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des  Punktes  im  Räume  sein,  welchen  am  Ende  der  Zeit  t  Y  dt 
der  Punkt  Am  des  Systems  einnimmt  Bezeichnen  wir  nun  die 
Entfernung  der  Punkte  Am  und  An  des  Systems  von  einander 
durch  i.  :I  h  oder,  was  hier  dasselhe  ist,  d  urch  £n,m  $  das  von  dem 
durch  die  Coordinaten  ym  \-  Aym,  zm  +  Azm  bestimmten 

Punkte  auf  die  Verbindungslinie  der  Punkte  Am  und  AH  bei  der 
ursprünglichen  Lage  des  Systems  gefällte  Perpendikel  aber  durch 
ö,  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  einfachen  geometrischen  Be- 
trachtung, deren  Anstellung  füglich  dem  Leser  anheim  gestellt 
bleiben  kann,  auf  der  Stelle,  dass  mij  desto  grösserer  Genauigkeit, 
je  kleiner  die  dem  Systeme  ertheilte  Drehung  ist,  sonst  aber  in 
völliger  Allgemeinheit,  ^ 

Em,n — Wm,n 

=  V (xm  f  Axm  —  Xn)2  +  (ijm  +  Aym  ~  yn)2  +  (z«  +  Azm  —  In)'2—  Ö2 

oder 

—  Wm,n 

=  V(xm  +  Ax~^-  Xn)2  +  {y m  +  Aym  -  yn)H{zm  +  ^/Im  -  *„)*- Öa-£m,n  , 

also  auch 

M?m,n 

__VT*m  +  Axm  -  orw)2  f  (.yOT  +  4yOT  -  yw)2-HiCT  +  Azm  -  zn)2-  c32-  gm,  „ 
ist. 

Lässt  man  nun  At  sich  der  Null  nahern  ,  lässt  man  also  die 
dem  Systeme  ertheilte  Drehung  immer  kleiner  und  kleiner  werden, 
so  ergiebt  sich  hieraus,  mit  Hülfe  einer  bekannten  Bezeichnung, 
die  folgende  in  aller  Strenge  gültige  Gränzengleichung : 

-Lim'-^f 

T  .„V  U'wj-  Axm-xn)2\{ym \Äym-y^2\{zm\Azm-z^2-W1-Emtn 

bei  welcher,  wie  bei  allen  späterhin  noch  vorkommenden  Gränzen- 
gleichungen,  man  sich  immer  vorzustellen  hat,  dass  At  sich  der 
Null  nähere,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 
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so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


—  Lim  Lim  - — ^  


oder 


-Lira-^-  =  Lim  I  ^L  m  nl  • 

dt  M 

Da  wir  nun  die  Drehung  des  Systems,  also  auch  ö,  beliebig  klein 
annehmen  können,  so  wird  sich  immer  voraussetzen  lassen,  dass 
der  Bruch  unter  dem  Wurzelzeichen  kleiner  als  die  Einheit  ist, 
und  wir  werden  uns  also  die  Wurzelgrösse  nach  dem  Binomischen 
Lehrsatze  jederzeit  in  eine  convergirende  Reihe  entwickelt  denken 
können.    Setzen  wir  demzufolge 


so  wird  Sl  offenbar  in  allen  Gliedern  5  als  Factor  enthalten,  und 
also,  immer  die  Convergenz  der  Reihe  festgehalten,  eine  Grösse 
sein,  welche  für  ö  =  ö  verschwindet,  oder  sich  vielmehr,  wenn  ö 
sich  der  Null  nähert,  gleichfalls  der  Null  nähert.  Nach  dem  Obi- 
gen ist  nun,  alles  Dieses  vorausgesetzt, 

E'm,.(l—~Si)-Em,n 

-Lim-^r  =  Lim  ^  

oder 

,  .    U)m.n       .  .     E'm,n — Em,n — 

-Lim^r  =  L.m  ^  , 


also 


—  Lim -^-=  Lira  — Lim&.Lim— . 


Weil  nun,  wenn  dt  sich  der  Null  nähert,  auch  o  sich  der  Null 
nähert,  so  ist  nach  dem  Obigen 

LimÄ=0, 

3 

und  folglich,  insofern       sich  einer  endlichen  Gränze  nähert,  wenn 

dt  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nicht  in's  Unendliche  wächst,  wenn 
dt  sich  der  Null  nähert,  auch 
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Lim  Sl .  Lira  -33  =  0.  . 
dt 

Dieser  Schtuss  wird  freilich  nicht  gerechtfertigt  sein,  wenn 
~  in's  Unendliche  wächst,  indem  dt  sich  der  Null  nähert.  Oh 

dies  der  Fall  ist,  wird  sich  bei  der  grossen  Allgemeinheit  dieser 
Betrachtungen  natürlich  niemals  entscheiden  lassen,  und  es  scheint 
in  der  That  gerade  dieser  Punkt  eine  schwache  Stelle  der  vorlie- 
genden Betrachtungen  zu  sein  *).    Indess  lässt  sich  allerdings 


*)  Poliion,  dem  die  in  dieser  Abhandlung  gegebene  Darstellung 
des  Prlncips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  nachgebildet  ist,  ohne 
dabei  jedoch  auf  alle  Eigentümlichkeit  zu  vereichten,  sagt  im  Traite 
de  Mecnniqm  Tome  I.  Paris  181  l.  p.  247.  an  der  hierher  ge- 
hörenden Stelle:  „en  nlgligeant  le  earre  na*,  qni  est  infinement  petit 
du  second  ordre,1'  wo  na  mit  unserm  obigen  ö  übereinstimmt,  eine 
Schlussweise,  die  nach  iinaeren  Ansichten  über  diese  Dinge  freilich  nicht 
so  geradezu  und  ohne  Weiteres  zu  billigen  ist,  und  die  wir  daher  auch 
im  Obigen  uns  nicht  erlaubt  haben ,  indem  wir  vielmehr  bestrebt  gewe- 
sen .sind ,  überall  auf  strenge  Grunzen  -  Betrachtungen  zurück  zu  gehen. 
Der  oben  im  Texte  berührte  Umstand  macht  sich  aber  eigentlich  bei 
allen  ganz  allgemeinen  Betrachtungen  der  Differentialrechnung  geltend, 
und  wird  sehr  mit  Unrecht  von  den  meisten  Schriftstellern  über  dies« 
Wissenschaft  ganz  vernachlässigt,  n«r  von  sehr  wenigen  in  gebührender 
Weise  hervorgehoben,  wie  es  insbesondere  in  für  Anfänger  bestimmten 
Lehrbüchern  unbedingt  erforderlich  ist.  Nehmen  wir  nur  z.  B.  einmal 
die  bekannte  Elementarformel  der  Differentialrechnung 

B  •££        dp  dq 

dx      ^  dx    ^dx 1 

wo  bekanntlich  p,  q  als  Functionen  von  X  zu  betrachten  sind.  Der  Be- 
weis dieser  Formel  ist  folgender.    Nuch  der  Differenzenrechnung  ist 


also 


urtd  folglich 


d.pq  =  (p  f  dp)(q-{-  dq)—pqt 
d .  pqzzzqdp  4-  pdq  -f  dpdq, 


d.pq_  dp  dg  dq 
~Zx--<>^x  +  Pd-x  +  *Vdx 


• 
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sagen,  dass  der  in  Rede  stehende  Fall,  wenn  nämlich^  in's  Un- 
endliche wächst,  wenn  .U  sich  der  Null  nähert,  doch  immer  nur 
als  ein  bei  der  besonderen   dem  Systeme  gegebenen  unendlich 


also,  wenn  man,  Jx  sieh  der  Null  nähern  lassend,  211  den  Grämen 
übergeht: 

Lim  ^=<fUmJx  +  >>Um^c  +  Lim^.Lim  3* 

oder 

L,m    = 1 L,m  Idx +p  Lim  + Lim  A*  • Lim  ^£  • 

Schliesscn  wir  nun  unsere  fernere  Betrachtung  nur  an  die  erste  dieser 
beiden  Formeln  an,  so  ist  natürlich,  die  Stetigkeit  der  Functionen  überall 
vorausgesetzt,  Lim  Jp  =0 ,  und  folglich  auch 

Lim  dp  .  Lim~~:=Ü, 

insofern  sich  nämlich,  wenn  J  e  sich  der  Null  nähert,  ~  einer  endlichen 

Jx 


G ranze  nähert  und  nicht  etwa  in's  Unendliche  wächst,  d.  h.  nach  den 
Begriffen  der  Differentialrechnung,  insofern  es  einen  endlichen  völlig  be- 
stimmten DiffVrcntialquotienten  von  q  in  Bezug  auf  X  als  veränderliche 
Grösse  wirklich  giebt.    Dies  vorausgesetzt,  ist  also  nach  dem  Obigen 

und  folglich ,  weil  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung 


ist: 


welches  die  obige  Fundainentalforrael  der  Differentialrechnung  zur  Diffe- 
rentiation einet  Products  ist.  Man  sieht,  dass  diese  ganze  Betrachtung  nur 
unter  der  Voraussetzung  gilt,  dass  es,  um  in  den  Ausdrücken  der  Diffential- 
rechnung  zu  reden,  einen  endlichen  völlig  bestimmten  Differentialqnotienten 
von  v,  und  ebenso  auch  von/?,  d.h.  endliche  völlig  bestimmte  Grunzen,  denen 

~j|  und  «j^  sich  nähern,  wenn  Jx  sich  der  Null  nähert,  wirklich  giebt. 

Und  etwa  behaupten  oder  beweiten,  wohl  gar  alt  sich  von  telbst  verste- 
hend annehmen  km  wollen,  dast  es  für  jede  Function  einen  Differential- 
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kleinen  Drehung  eintretender  Ausnahmefall  zu  betrachten  sein 
wurde;  und  da  die  Art  dieser  Drehung  an  sich  ganz  willkiihrlicb 
ist,  indem  dieselbe  nur  mit  den  Bedingungen,  welchen  das  System 
unterworfen  worden  ist,  vereinbar  und  in  Folge  derselben  möglich 
sein  soll,  so  wird  sich  die  Drehung  im  Allgemeinen  immer  so  an- 
geordnet denken  lassen,  dass  der  in  Rede  stehende  Ausnahmefall 
nicht  eintritt,  und  dass  man  also  immer 

■ 

Lim  Sl.  Lim  -^k=0 

♦ 

zu  setzen,  sich  wird  berechtigt  halten  dürfen,  woraus  dann  weiter 
nach  dem  Obigen 

-Ll-^==Llm£'--^- 

folgt,  WO 

Em,*=\T (Xm  -Xu)*  +  (#m-y«)*+(*«  —  *«)* 

und 
ist. 

Bezeichnen  wir  nun  der  Kürze  wegen  den  Differentialquotienten 
der  Grösse 

Em,n  =  V +  (ym  -  y«)2  f  (*»  —  2»)2, 

insofern  in  derselben  bloss  die  Grossen  xm,  yn, ,  zm  als  veränderlich 
betrachtet  werden,  durch 

- SF-' 

so  ist,  weil 

-V  (*„.-*.)»  +  (ym-yn)*  +  (*■-*,.)» 


qnotienten  rmthwendig  wirklich  geben  müsse,  wie  wohl  früher  hin  und 
wieder  geschehen  ist:  das  wird  doch  wohl,  insofern  die  betreffende 
Function  nicht  gewissen  hcsondern  Bedingungen  unter- 
worfen wird,  schwerlich  heut  «u  Tage  einem  Mathematiker  noch 
einfallen!!  Man  möge  diese  Bemerkungen  entschuldigen,  die  hier  nur 
deshalb  gemacht  worden  sind,  um  nachzuweisen ,  dass  derselbe  Umstand, 
auf  den  wir  oben  bei  dem  Beweise  des  Princips  der  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten aufmerksam  gemacht  haben,  uns  im  Wesentlichen  auch  schon 
bei'm  ersten  Eintritt  in  die  Differentialrechnung  begegnet. 
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ist,  offenbar 

dmEm,n       .  .     E'm,n — Em,u 

__g7^  =  Lim  _  

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

.       1Cm,„       dmEm,n      .       f  .     U>m,n  dmE,„,n 

und  natürlich  ganz  eben  so  in  ähnlicher  Bezeichnung: 

w  .     tCn,m  dHEmtn 

Lnn  äv  =  — ar~ ' 

wobei  man  sich  aus  dem  Obigen  zu  erinnern  hat,  dass  natürlich 

Em,n~En,m  ist.     Also  ist 

-  .     1Cm,n        ,  .    W?n,m  dmEm,n  ÜnEm,n 

Lira -^-  + Lim -^-  =  ^  g-, 

und  folglich,  weil  nach  den  Lehren  der  Differentialrechnung  be- 
kanntlich 

BEm,n   BmEmtn  OnEmjt 

Bti  —    dt    +  dt 

ist,  was  einer  weiteren  Erläuterung  hier  nicht  bedürfen  wird  : 

dEm,n 

Um-3r+L.m-^r=--Tt-. 

Dividirt  man  jelzt  die  oben  gefundene,  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  je  kleiner  die  dem  Systeme  gegebene  Drehung  ist, 
geltende  Hauntgleichung  durch  4t,  und  geht,  indem  man  dl  sich 
der  Null  nähern  lässt,  zu  den  Gränzeu  über,  so  erhalt  man  offen- 
bar die  folgende  Gleichung: 
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+  IfM(Lta.^+Lim^) 

u.    ß.  ff« 
+  R3,4(Lim-^-  +  Lim-^-) 


) 


+  W8,ft(Lim-^-  +  Lim-^-) 


u.    s.  w. 


+  JF4>4(Lim^  +  Lim^) 


I 


U.  8.  W.     U.  8.  W. 

also  nach  dem,  was  unmittelbar  vorher  bewiesen  worden  ist,  die 

*  * 

Gleichung: 

Pl  Lim^  +  P2  Lim^  +  />3  Mm®*  +  P4  Lim  &  + . . . . 

dE,z.3        8£2,4        a£2,5    v  a£2,6  _  }—^- 

TI7  a£3,4    r  ^£3,5  lT7  a^3»6   ■»  a^Vr 

- 

U.     S.  W. 
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Stehen  nun  die  Punkte 

Ax ,  A2,  A$ ,  A±t . . . . 

in  einer  völlig  festen  Verbindung  unter  einander,  so  dass  bei  der 
Drehung  oder  Verrü'ckung  des  Systems  ihre  gegenseitige  Lage, 
und  also  auch  ihre  Entfernungen  von  einander,  gar  keine  Verän- 
derung erleiden  kann,  so  ist  allgemein 

* 

BEm,  n  n 

St~=0' 

und  die  obige  Gleichung  geht  also  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung in  die  folgende  streng  gültige  Gleichung  über: 

•  « 

/>,  Lim-®  +  PaLim^  +  P3Lim^  +  P4Lim^*  +  ..  ..=0. 

Diese  Gleichung  behält  aber  auch  dann  noch  ihre  Gültigkeit, 
wenn  nicht  alle  Punkte  des  Systems  in  einer  völlig  festen  Ver- 
bindung unter  einander  stehen,  sondern  nur  so  beschaffen  sind, 
dass  die  Summen  der  Entfernungen  gewisser  Punkte  keine  Aen- 
derung  erleiden  können,  welches  unter  Anderm  namentlich  dann 
der  Fall  ist,  wenn  mehrere  Paare  der  gegebenen  Punkte  ihre  ge- 
genseitige Lage  nicht  ändern  können,  aber  durch  völlig  biegsame, 
jedoch  nicht  ausdehnbare  Fäden  mit  einander  verbunden  siud, 
an  denen  anderen  Punkten  des  Systems  hinabzugleiten  verstattet  ist. 
Sind  nämlich  im  Allgemeinen  An  und  J,,  \  k  zwei  solche  feste 
Punkte  des  Systems,  die  durch  einen  völlig  biegsamen,  aber  nicht 
ausdehnbaren  Faden  mit  einander  verbunden  sind ,  an  welchem 
die  Punkte 

Jn\i,  An+2*  i4n4-j,....  An+k-i 

hin  gleiten  können,  so  werden  im  Zustande  der  Ruhe  des  Systems, 
welcher  ursprünglich  immer  vorausgesetzt  wird,  die  Spannungen 
in  allen  Theilen 

AnAn+i*  An+iAn+2»  ^n+a^n+s  » •  •  •  • »  An+k—\An+k 

des  die  Punkte  An  und  A«+k  mit  einander  verbindenden  Faden« 
•inander  gleich  sein,  so  dass  also  in  der  aus  dem  Obigen  be- 
kannten Bezeichnung 

sein  wird.  Bezeichnen  wir  nun  den  Werth  dieser  einander  gleichen 
Spannungen  überhaupt  durch  W,  so  wird  in  der  Gleichung 
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WT  ,2      w      MEt*       n?      ^1*4      ir  ^l>6 

1,2  1,8   8<         1,4  dt  ~9fl*  Bt 


IV     ^3*4      irr      ^3»S       It7      <^3>0  ^3>r 

U.     F.  W. 

das  Aggregat  der  Glieder 

i  I  »fi 

IT  0^«+im*+2 

c£7n+2,nfs 
-W„+2,„+3  > 

u.    s.  vv. 

—  H-nl  *-i,n-f  *  ^ 

auf  die  Form 

~  n\~Tt~  +  dt —  +  — Wt — +  •  +  W — ) 

gebracht  werden  können.   Nach  der  Voraussetzung  ist  aber 

£„,„4,  +  £„+ .  ,„+2  +  £n+2,n+3  +  ....  +  En+k-i  ,n4  k 
eine  constante  Grösse,  also 

~a*~~  +     a<    +     dt    +••+      ^  -u- 

und  das  Aggregat  der  obigen  Glieder  unserer  Hauptgleichung  ver- 
schwindet folglich,  so  dass  also  diese  Gleichung  auch  unter  den 
jetzt  gemachten  Voraussetzungen  in  die  Gleichung 

P,  Lim  8j  +  Pa  Lim  &  +  Pa  Lim  &  +  P4Lim  &  +  ....  =  0 

übergeht. 1 
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Bis  jetzt  sind  wir  immer  von  der  Voraussetzung  ausgegangen, 
dass  sich  das  System  der  Punkte 

A^  |  ^3»  A^  •  •  •  • 

in  Ruhe  befinde.  Das  Vorhergehende  lässt  sich  aber  auch  um- 
kehren, und  man  kann  behaupten,  dass,  wenn  die  Gleichung 

Px  Lim ^+  P%  Lim^+  P3  Lim^  +  P4 Lim^  + ....  =0 

für  alle  möglichen,  mit  der  vorausgesetzten  gegenseitigen  Verbin- 
dung der  Punkte 

A\y  A%,  A$,  A^,  ... 

unter  einander  vereinbaren  Verschiebungen  oder  Verrückungen  des 
Systems  erfüllt  ist,  die  Kräfte 

keine  Bewegung  des  Systems  hervorbringen,  sondern  dasselbe 
sich  in  Ruhe  befindet. 

Um  dies  zu  beweisen,  wollen  wir  annehmen,  dass  das  System 
sich  nicht  in  Ruhe  befinde,  sondern  von  den  Kräften 

in  Bewegung  gesetzt  werde,  so  werden  die  Punkte 

A\ ,  A%i  A$,  . /4  

am  Anfange  dieser  Bewegung  gewisse  unendlich  kleine  Wege  zu- 
rücklegen, welche  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  sie 
sind,  als  gerade  Linien  betrachtet  werden  können.  Der  Zustand 
der  Ruhe  wird  sich  nun  herstellen  lassen,  wenn  man  nach  diesen 
Linien  direct  entgegengesetzten  Richtungen  an  den  Punkten 

A\ ,  A%,  Ais 

gewisse  Kräfte 

•   Qi,  Qa»  Qz>  Q*>- ••• 

wirken  lässt,  fär  welche 

?2>  ?9>  94»  

Dasselbe  bedeuteu  mögen,  was  för  die  Kräfte 

P\»   P%y    ^B»         » •  •  •  • 

die  Symbole 
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P\ *  Pi *  Ps »  P4 » — 
bedeuten.    Weil  nun  die  Kräfte 

P%»  P§  *  f\*  •  •  •  •  •  Qi  *  Q2  *  Q$  *  ^4 » •  •  •  • 

keine  Bewegung  des  Systems  hervorbringen,  so  gilt  nach  dem 
Obigen*)  die  Gleichung: 

-  - 

Px  Lim^  +  P2 Lim Vjt\P% Lim g  +  P4 Lim »  + . . . .  ) 

(=0. 

+  (?,  Lim  &  +  Q2  Lim  *  +  <?3  Lim  *  +  Q4  Lim  *  + ....  j 

Nach  der  Voraussetzung  ist  aber  für  alle  möglichen  Verdickungen 

des  Systems 

Pl  Lim*^  +  />2  Lim     -f  P3  Lim  &  +  />4  Lim  *  + . . . .  =0 , 

also  wegen  obiger  Gleichung: 

Qi  Lim  3»  +  <?2  Li  m     +  £3  Li™    +  Q4  Lim  |*  +  ....==  0. 

Offenbar  lässt  sich  mm  das  System  ganz  in  derselben  Weise  ver- 
rücken, wie  es  nach  der  gemachten  Annahme  von  den  Kräften 

zur  Bewegung  angeregt  wird.  Thut  man  dies,  so  fallen  offenbar 
die  Projectionen 

9\  >  $9*  O4»"" 

8ämmtlich  in  die  Verlängerungen  der  Richtungen  der  Kräfte 

^1  »    C?2 »    @3  »   C?4> •  *  •  * 

über  ihre  Angriffspunkte 

4l  »   -^2»    ^3  »  ^4  

'  hinaus,  und  sind  daher  sämmtlich  negativ.    Also  sind  offenbar 
auch  die  Grössen 


*)  Natürlich  werden  hier  auch  alle  oben  rücksichtlich  der  Verbindung 
der  Punkte  des  Systems  unier  einander  gemachten  Voraussetzungen 
festgehalten. 
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LI.«.  Lim*  Li»*  LI-*. 


sämmtlich  negativ,  insofern  nicht  etwa  die  eine  oder  die  andere 
dieser  GrSnzen  verschwindet,  wodurch  jedoch  die  folgenden  Schlösse 
nicht  im  Geringsten  alterirt  werden  würden.  Folglich  sind  auch 
die  Prodocte 

GiLim^,  GaLim^,  Q^™1},,  Q^h\m%.... 


AV 


im  Allgeraeinern  sanimtlich  negativ,  und  die  Gleichung 

« 

Qx  Lim     +  Q2 Lim  &  +  Q3  Lim  *  +  Qt  Lim     +  ....= 0 

besteht  daher  im  Allgemeinen  aus  lauter  negativen  Gliedern,  welches 
offenbar  ungereimt  oder  vielmehr  nur  dann  statthaft  ist,  wenn  alle 
Glieder  derselben  einzeln  für  sich  verschwinden,  d.  h.  wenn 

CfcLim^O, 
QaLimj*  =  0, 
<?8Lira^=0, 
Q4Lim|*=0, 

U.  8.  W. 

ist.    Aus  jeder  Gleichung  von  der  Form 


QkUm%=0 


folgt 


Qk-0  oder  Lim^=0. 


Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  sagt  aus,  dass  der  Punkt 
Ak  gar  kein  Bestreben  hat,  sich  nach  der  Richtung  hin  zu 
bewegen,  nach  welcher  eine  Bewegung  desselben  vorausgesetzt 
oder  angenommen  worden  ist;  die  zweite  Gleichung  sagt  aus,  dass 
der  Punkt  Ak  sich  nach  dieser  Richtung  hin  überhaupt  gar  nicht 
bewegen  kann;  in  beiden  Fällen  befindet  Bich  also  der  Punkt  At 

Theil  XXV.  38 
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In  Rahe;  und  da  dies  ganz  in  gleicher  Weise  auch  von  jedem 
anderen  Punkte  des  Systems  gilt,  so  befinden  sich  alle  Punkte 
des  Systems  in  Ruhe;  also  befindet  sich  das  ganze  System  in 
vollkommener  Ruhe,  wie  bewiesen  werden  sollte. 

Die  Gesammtheit  der  im  Vorhergehenden  bewiesenen  Sätze 
nennt  man  dasPrincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

Die  Bedingungsgleichung 

Px  Llm&  +  PaLim &  +  P3  Um&+P4Um  &  + . . . .  =0, 

welche  den  Hauptbestandteil  dieses  wichtigen  Princips  bildet, 
kann  man  auch  auf  den  Ausdruck 

P1Lim^.^r+/>aLira^.^P8^ 
oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

o>4  =  Lim^.  dt, 

u.   s.  w. 
gesetzt  wird,  auf  den  Ausdruck 

Pl  *Pl  +  *V/>2  +  ^3  +  P^PA  +  •     ■  =  0 

bringen,  wobei  sogleich  in  die  Augen  fällt,  dass  die  durch 

6pi,  dp2,  dpi,  öpit  

bezeichneten  Grössen  sich  von  den  Grössen 

Pi »  Pa»  Ps»  P*>"" 

desto  weniger  unterscheiden,  je  kleiner^  ist,  d.b.je,  kleiner  die 
Verrückung  oder  Drehung  ist,  welche  dem  Systeme  der  Punkte 

Ag$  A%,  A^,  A±,.... 

gegeben 
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II.  • 

Die  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  der  Ruhe. 

§.  4. 

An  den  durch  die  rechtwinkligen  Coordinaten  m 

y,*;  *i>  &»'j;  jib* 

bestimmten  Punkten 

A ,  Ai ,  A2 ,  ^3  1 . . . . 
«ollen  nach  beliebigen  Richtungen  die  beliebigen  Kräfte 

P »   ^1  »  J*2 »  *p8  »  •  •  •  •  ^ 

wirken.  Die  von  den  Richtungen  dieser  Kräfte  mit  den  Richtun- 
gen der  positiven  Thcile  der  Coordinatenaxen  eingeschlossenen, 
180°  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  respective  durch 

«>  ß>  y;  «l.A.yi;  «a»  ß*>  y2;  <*»  A»*  ys;-  — 

bezeichnen.  Jede  der  gegebenen  Kräfte  zerlegen  wir  In  drei  Wirt 
den  Coordinatenaxen  parallele  Kräfte.  Diese  Kräfte,  so  wie  Sie 
den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  wirken,  sind  respective: 

Pcosa,    Plcosalt    P2cosa2,  Pzcosa3 

PcOS/3,     PlC08ßlf     P2C08ß2,  P3C08^,....; 

Pöosy,    PiCosyi,    P2cosy2,  P3cosy3,....; 
wofür  wir  jedoch  der  Kurze  wegen  im  Folgenden 

X,  Xlt  A8 ,  X3 

Z ,  Z ,  ,  Z2,  Z3 ,  —  > 

schreiben  wollen. 

Die  Bedingungen  des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der 
Punkte 

A,  Ait  /fa,  /l3,...., 
insofern  an  denselben  die  Kräfte 

P»  Pi»  Pa»  /^j,.... 
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wirken,  müssen  offenbar  einerlei  sein  mit  den  Bedingungen  des 
Zustande»  der  Ruhe  des  Systems  dieser  Punkte,  wenn  wir  uns 
die  obigen  Kräfte  durch  di£  Kräfte 

* 

X ,  X\ ,  \>i  t  X$  »••••; 
>  V,  Y\9  T%,  Fs,....; 

Z ,  Z| ,  Za ,  Z3 , . . . . 

ersetzt  denken,  weshalb  wir  von  nun  an  nur  diese  letzteren  Kräfte 
ins  Auge  fassen  wollen. 

Um  unter  dieser  Voraussetzung  die  Bedingungen  des  Zustan- 
de* der  Rube  des  Systems  der  Punkte 

A  ,    Ay  ,    A2  t    A3  ,  .  .  .  . 

zu  «finden,  denken  wir  uns  demselben  eine  unendlich  kleine  Dre- 
hung oder  Verrückung  er  (heilt,  und  wollen  nun  einmal  bloss  den 
Punkt  A  und  die  an  demselben  wirkenden  Kräfte 

xt  F,  z 

einer  genaueren  Betrachtung  unterwerfen,  indem  Dasselbe,  was 
Ton  dem  Punkte  ./  gilt,  dann  auch  von  allen  übrigen  Punkten  des 
Systems  gelten  wird. 

Die  auf  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  F,  Z  genommenen, 
dem  Zeitintervalle  oder  der  Zeitveränderung  M  entsprechenden 
Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeit  des  Punktes  A  seien 
p,  q,  r.  Diese  Projectionen  sind  nach  I.  positiv  oder  negativ,  je- 
nachdem  sie  auf  den  Richtungen  der  Kräfte  X,  F,  Z  selbst,  oder 
auf  deren  Verlängerungen  über  den  Punkt  A  hinaus  liegen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  der  Zeitveranderung  4t  entsprechenden  Ver- 
änderungen der  Coordinaten  x,  y,  z  durch  Ax,  Ay,  Azt  und  fassen 
einmal  die  Kraft  X  in's  Auge,  so  erhellet  mittelst  einer  sehr  ein- 
fachen Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass,  jenacbdem  die  Kraft  X 
positiv  oder  negativ  ist, 

p~Ax  oder  p=  —  Ax 

ist   Bezeichnet  nun  (X)  den  absoluten  Werth  von  X,  so  ist,  je- 
nachdem  X  positiv  oder  negativ  ist, 

oder  (X)=—X; 

nich  dem  Vorhergehenden  folglich  offenbar  immer 

(X)p=XAx. 
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Ueberbaupt  ist  also,  wenn  wir  die  absoluten  Wertbe  von  X,  F, 
Z  durch  (X),  (F),  (Z)  bezeichnen: 


also: 


(X)p=XAxf   {Y)q=zYAy,  (Z)r=ZAt; 

wl=r%> 


und  folglich: 


At 


At  At 


(X) Lim  =  Ä Lim  , 
(F)Lim^=FLim|f, 


(Z)Lira£=ZLim^~; 


oder  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung: 


St 


(r)Lim^=rJ. 

(Z)Limjt=zJ. 


Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  nun  aus  dem  Princip  der  vir- 
tuellen Geschwindigkeiten  für  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems 
der  Punkte  Ay  AXt  A2,  AZt —  unmittelbar  die  folgende  Bedin- 
gungsgleichung : 

* 

ABt  +  r  Bt  +  *  Bt 


Bx         Bv  Bz 

+  x*~Bt  +      +  Zlä/i 


Bx, 


8* 
8^3 


8* 


8* 
823 

er 


u.    a.  w. 


oder 
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MB*  +  Ydy  \  Zdz  > 

+  X2dx2  f  Y2dy2  +  Z28r2'  =  Ü, 

u.    s.  w. 
oder  der  Kürze  wegen: 

JETXav  f  Ydy  f  Zc>*)=0. 

Durch  eilten  beliebigen,  durch  die  primitiven  Coordinaten  jr,  t>,  ? 
bestimmten  Punkt  wollen  wir  uns  nun  ein  neues  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  x',  y',  z'  gelegt  denken,  und  wollen  die 
Coordinaten  der  Punkte 

A,  AXl  A2,  A$t,... 

iu  Bezug  auf  dieses  neue  System  respective  durch 

x',  y't        xx' ,  yx' ,         xt',  y2\  %J\    xz',  y3',  Vi  -  - 

bezeichnen.    Setzen  wir  nun  der  Kürze  wiegen 

cos (x x')  =  at ,    coa(xy')~blt    cos (xz')  =  c, ; 

cos(yx')=za2t    co»lyy')  —  b2,    cos  (,yi')  =  <V» 

cos  («')  =  n3 ,    cos  (z/)  =  b2 ,    cos  (z:')  =  cs ; 

mo  hüben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordi- 
naten die  folgenden  Gleichungen: 

x=r  +  aix'+biy*  +  clx', 

y  =  t)  +  a2x'  +  (*2y'  f  c2z' ', 

*  =  ?  \-a*x'  +  bsy'+  c3z\ 

Lassen  wir  jetzt  das  neue  Axensystem  mit  dem  Systeme  der 
Punkte  A,  Ax,  A2%  A3,..,.  In  eine  feste  Verbindung  treten,  so  er- 
leiden durch  keiue  Verrückung  dieses  letzteren  Systems  die 
Coordinaten 

x',  y\  z';   xt\  yx',  h'i    x2',  y2f,  %J\    x3',  y3',  z3';.... 
eine  Veränderung,  indem  offenbar  bloss  die  Grössen  r,  n,  j  und 

ax,  6,,  cx;    <>■>■       c2;    a3t  63,  c3 
geändert  werden,  woraus  sich  ergiebt,  dass  in  den  Gleichungen 
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y = w  -f  a2x'  +  6^'+  ca2', 

wenn  man  dieselben  differentiirt ,  die  Grossen  x't  y' ,  %'  als  con- 
stant,  alle  übrigen  Grössen  dagegen  als  variabel  zu  betrachten 
sind;  und  fährt  man  also  jetzt  diese  Differentiation  aus,  so  er- 
hält man: 

Bx=:Bx  +  x'dax  +  y'dbx  +  i'dcx , 

dy=dt)  +  x'da2  +  y'Bb2  +  2'öc,. 

dz  =  d}  +  or'a/ia  +         +  i'8c8. 

Zwischen  den  neun  Grossen 

«i»  bit  cx\   a2,  b2,  Cji;   as,  68,  c8 

finden  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie  die  folgenden 
sechs  Gleichungen  Statt: 

I  C1»  +  C568+Ca«=l 

und 

«A  +  o2Aa  +  a863  =0, 
axcx  +o2ca  f  a8c3=0, 
6,  Ci  +  62ca  +  68c8  =0. 

Multiplicirt  mau  also  die  Gleichungen 

.     x=X  +  axx'+bxy'+cxt' , 
y=«  +  a2x'  +       +  Cjl* , 

nach  der  Reihe  zuerst  mit  ax,  a2,  az,  dann  mit  bXf  b2,  bit  dann 
auch  m'ii  cx,  c2,  c3,  und  addirt  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  hier- 
auf zu  einander,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

|  xf-  ax (x — jr)  +  a2(y  -  «)  -f  o8(f  -  j) , 

y  =  6,  (x  -  f )  +  6.(y  -  n)  +  68(i  -f ) , 

2'  =  d(x  -  r)  +  c»(y — n)  +  c8(»  -  j) ; 
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und  fuhrt  man  diese  Ausdrücke  von  x',  y'9  z'  in  die  obigen  Aus- 
drücke von  Bx,  Byt  Bz  ein,  so  ergiebt  sich: 

Bx=Br  +  (*  -  r)(aie«l  +  613Ä1  +  CldCl) 
i  (y  —  «X^a,  +  bjfci  +  cjkg) 
+  (*— f)(««8«j  +  63a0l  +  cfrO* 

3y  ss  an  f  (x -  jr)(a, da,+  6186s  +  cßcj 
+  (j(  —  ")(ö2Ö«a  +  62862  +  c^c*) 

+  (*-?)  («8ö«« + 63862 + c3aCa) , 

u-c;  f  (* — rXöida,  +  6^6,,  +  c,aca) 
+  (y—t>X<*2da3  +  &2863  +  c29c3) 
+  (*-?)  (03^3 +  63863  +  c3ac3). 

■  *  • 

Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  analytischen  Geometrie 
auch: 

I 

fla*+622  +  c2*=l, 


und 


aLa*  +  6162  +  c1ca  =  0, 
«i«3  +  6,63  +  ^  =  0, 
«2^  +  Ms  +  c*ea=0; 

folglich,  wenn  man  differentiirt,  wie  man  leicht  findet, 

-  a2ao2  +  62862  +  c2ac2 =  0 , 

o3aa3 + 63a63  +  c3ac3 =0 

und 

Qa3ffi  +  62a6i  +  c23cj  =  —  {axBa^  +  6^^  +  c^Ca), 
«,a«8  +  bxBb%  +  ClBc9 =-(0^  +  6336t  +c3aCl), 
o^aaa  +  6386a  +  c33ca=  —  («23a3+  6aa63  +  Ca3ca) ; 

also  nach  dem  Obigen: 
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Bx  =  Bx  +  (z  -  })  (ajdax  +  6386,  +  c38c, ) 

8y  =  8«  -f  (*  -Jf)(«idffi  +  bfib2  f  c^c*) 

—  (2  — |)  («.^«3  +  6.2ö63  +  c28c3) , 

8z  =  8j  +  (y  -  9)(%9ffs  +  6^63  +  c28c3) 

—  (x  -  jr)(ws8a,  +  638/^  -f  038«.«!); 
oder,  wenn* der  Kurze  wegen 

du.  =  fll8o2  +  61  Bb2  +  Cx8ct , 
Bk  =  a38rtj  +  63801  +  csBcx , 
8x  =  a2Ba9  -f  62863  +  ca8cs 

gesetzt  wird: 

Bx=dx  +  (1  - 1)  8A  -  (y  -  n)8/a, 
8^=8n  +  (or-r)9,i-(r-j)8)c, 
8z  =3j  f  (y— t))  dx  —  (x  — x)  8 L 

Weil  nun  auf  diese  Weise  überhaupt 

Bxn  =  8jr  +  (z„  -  })8A  -  (y.  -  n)8,* , 
Byn  =  8n  +  (*.  -r)8^  — ?)8x , 
8z„ = 8j  +  (,v»-t?)8x  -  (xn  -  x)Bk 

ist,  so  wird  die  Bedingungsgleichung 

Z(XBx  +  VBy+ZBz)=:0  f 

des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte  A,  Ax,  A2,  Ati.».t 
wenn  in  dieselbe  die  vorstehenden  Ausdrücke  von  Bxn,  Byn,  Bin 
eingeführt  werden: 

2X.Bx  +  2Y.Bt)  +  ZZ.B} 
'  +  2(x  F-  yX) .  dp  +  H(yZ -  z  Y) .  8»  +  2"(x A  —  *Z) .  Bk  \  =0. 
+  SfoBf*- -f  bBx-xBu)2  Y+(jBk-t>B*)ZZ 

Multiplicirt  man  die  drei  Gleichungen 


1 
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0,8«,  \bxBbx  +cxBcx  =0., 
a2Bax  -f  bjbbx  +  c2Bcx  =  — Bu., 

zuerst  mit  ctg,  a2,  as;  dann  mit  6| ,  b2,  63;  dann  mit  r,  ,  r.2,  ea; 
und  addirt  sie  in  jedem  einzelnen  Falle  zu  einander,  so  erhält 
man: 

Baxz=za3Bk  —  a2d(i, 
dbi  =  b3BX  —  628|tt , 
dcx  =c3Bk  —  c2Bu. 

Aus  den  Gleichungen 

axBa9  +  bxdb*  t-ctdra=dp, 
u2Ba2  -f  A236a  4-  r2dc2  —  öt 
a3Ba2  4-  69362  4-  c3Bc2 = — 
ersieht  sich  auf  ganz  gleiche  Weise: 

Ba2  =  atBu, —  a3öx, 
cb2=zbxdyt,  —  63S>c, 
9fa  ss  C|df4  —  c38x; 
und  aus  den  Gleichungen 

wi  a«3  4-    Bb3  4-  Ci8c8  =  —  Bk , 
oa^t/3  +  6a96ä  4  ca3c3  =  3x, 
a33o3  +  b3Bb3  +  c39c3  =  0 

erhiilt  man  ehen  so: 

%  das  =  a2dx  —  axdX, 

Bb3=b2Bx-blBkt 

ac3=caax— c^l 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Grössen 

aa,,  BbXf  Bcx  ;   Ba2,  Bb2y  Be2;   3a8,  Bb3t  8c, 
»ich  durch  die  Grossen  dx,  Bk,  Bu.  ausdrücken  lassen. 
Ist  nun  zuerst  das  System  der  Punkte 

A  y    Ax  ,    A  i ,    A3  ,  .  .  .  . 
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ein  völlig  freies  System  ,  so  können  offenbar  sowohl  die  Grössen 

als  auch  diejenigen  unter  den  neun  Grössen 

8a, ,  66,,  9c, ;   da2,  Bb2>  8c2;   daSf  db9,  öcs; 

von  denen  die  »Ihrigen  abhängen,  willkü'hrlich  angenommen  werden. 
Nach  dem  Obigen  bestehen  aber  zwischen  diesen  neun  Grössen 
sechs  Gleichungen,  weshalb  drei  derselben  willkuhrlich  angenommen 
werden  können.  Weil  nun  aber  diese  neun  Grössen  durch  Ox, 
dk,  dfi  ausgedruckt  werden  können,  so  lassen  sich 

dx,  dA,  d(i 

willkuhrlich  annehmen.  Hieraus  und  aus  dem  Obigen  ergiebt  sich, 
dass  die  sechs  Grössen 

dry  ön,  d}\    öx,  ÖA,  dp 

willkuhrlich  angenommen  werden  können. 

Bringt  man  nun  die  oben  gefundene  Bedingungsgleichung  des 
Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der  Punkte  Ay  Aiy  A2y  A3,.... 
oder,  was  hier  Dasselbe  ist,  des  Gleichgewichts*)  der  Kräfte 
P,  Plt  P2y  P3,....,  auf  die  folgende  Form:. 


*)  Insofern  man  von  Kräften  tagt,  dass  sie  unter  einander  im  Gleich- 
gewichte seien,  wenn  ihre  Wirkungen  sich  gegenseitig  völlig  aufheben, 
in  dass  sie  also  eigentlich  gar  keine  Wirkung  hervorbringen,  kann  man 
z.H.  von  zwei  gleichen,  an  einem  gleicharmigen  Hebel  der  ernten  Art 
nach  parallelen  Richtungen  und  nach  derselben  Seite  hin  wirkenden 
Kräften  im  eigentlichen  Sinne  nicht  sagen,  dass  dieselben  im  Gleichge- 
wichte seien ,  wie  wohl  öfters  geschieht.  Denn  die  Wirkungen  dieser 
Kräfte  heben  sich  keineswegs  gegenseitig  völlig  auf;  vielmehr  bringen 
dieselben  noch  eine  sehr  merkliche  Wirkung  hervor,  nämlich  den  Druck 
auf  den  Drehpunkt  oder  Ruhepunkt  des  Hebels.  Man  kann  also  in  die- 
sem Falle  nur  sagen,  dass  der  Hebel,  d.  h.  das  System,  an  welchem  die 
beiden  Kräfte  wirken,  sich  in  Ruho  befinde.  Ich  bemerke  dies  hier, 
damit  im  Folgenden  nirgends  zu  einem  IVlissverständnisse  der  von  mir 
gebrauchten  Ausdrucke  Veranlassung  gegeben  werden  könne.  Im  Falle 
eines  gnnz  freien  Systems  wie  oben  fällt  natürlich  die  Uuhe  des  Systems 
mit  dem  Gleichgewichte  der  an  demselben  wirkenden  Kräfte  ganz  zu- 
sammen. 
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2X.dx+ZY.dt)  +  2Z.d} 

+  \2{xY-yX)  -  (fi2Y—p2X)\Bp 

+  {Z(yZ-iY)-{x)ZZ-}ZY)\d* 

+  \2{zX-xZ)-  (}2X-x2Z)\dk 

so  ergeben  sich  aus  dieser  Gleichung,  weil  in  derselben  Sx,  dp,  ft; 
öx,  dl,  öft  willkü'hrlich  angenommen  werden  können,  d.  h.  weil  die- 
selbe unabhängig  von  bestimmten  Werthen  dieser  sechs  Grössen 
besteht,  unmittelbar  die  sechs  folgenden  für  sich  bestehenden 
Bedingungsgleichungen  des  Gleichgewichts  eines  völlig  freien 
Systems : 

2X=0,    2Y=0,  2Z=0; 

2(x  T  - yX)  - 1 x 2  Y-t)2X)  =  0, 

2(yZ—zY)  —  (v>2Z  -}2Y)  =  0, 

2(zX  -  xZ)-b2X-x2Z)  =0; 

welche  aber  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  in  die  sechs 
Gleichungen: 

2X=0,    2Y=0,  2Z=0; 
2(xY—yX)=0,    2(yZ-zY)=0,  2(zX—xZ)=0; 
also  nach  dem  Obigen  in  die  sechs  Gleichungen: 

2?Pcosa=0,   2Pcosß=0,  2:/>cosy=0; 
2P(x  cos  ß  —y  cos  a) =0 , 

v 

2P(y  cos  y  —  z  cos  ß)  =0, 
2P(z  cosa  —  x  cos  y)  =0 

übergehen. 

Enthält  ferner  das  System  der  Punkte 

At  Ai,  A%,  A9>. ... 

einen  festen  Punkt,  um  den  es  sich  drehen  lässt,  so  nehme  man 
diesen  festen  Punkt,  was  offenbar  verstattet  ist,  als  Anfang  der 
(xyz)  und  zugleich  als  den  Punkt  (r»j)  an.    Dann  ist 

x=0,  n=0,  7=0,   obr=0,  dw=0,  d}-0 

und  daher  die  obige  allgemeine  Bedingungsgleichung  der  Ruhe 
des  Systems  der  Punkte  A,  At,  A2,  A9 
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£(x  Y-yX) .  dp  +  £(yZ  -  z  Y) .  8*  -f  Z(z X- xZ) .  3A = 0 , 

welche  Gleichung,  da  sie  für  alle  Werthe  von  Bx,  Bk,  8ft  oder  un- 
abhängig von  bestimmten  Werthen  dieser  Grossen  gilt,  unmittelbar 
zu  den  drei  folgenden,  für  sich  bestehenden  Bedingungsgleichungen 
der  Ruhe  unsers  Systems  führt: 

2(xr—yX)=0,  Z(yZ— zF)  =  0,  Z(zX-xZ)=0; 

oder  nach  dem  Obigen: 

ZP(x  cos  ß — y  cos  et)  —  0 , 

ZP(ycosy  —  xcosjS)=0, 

ZP(zcosa  —  a:cosy)=0; 

bei  denen  man  wohl  zu  beachten  hat,  dass  der  feste  Punkt  des 
Systems,  um  den  sich  dasselbe  drehen  lässt,  als  Anfang  der  Co- 
angenommen  worden  ist. 


Wenn  endlich  das  System  der  Punkte 

A ,  Ai ,  A% ,  A$ , ... . 

• 

eine  feste  gerade  Linie  enthält,  um  die  es  sich  wie  um  eine  Axe 
drehen  lässt,  so  nehme  man  diese  gerade  Linie  als  Axe  der  z' 
an,  und  hat  dann,  weil  jeder  Punkt  dieser  Linie,  also  auch  der 
Punkt  (jrnj),  unbeweglich  ist,  offenbar 

8r=0,  3w=0,  8?=ö; 

und  ausserdem 

8ci=0,  8c2=0,  8c3=U. 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 

Bcl  =  c5Bk— ca6>, 

dc2=cldft  —  czBx, 

Bc9=c2ßx  —  clB)L 
ist,  so  haben  wir  die  drei  Gleichungen 

c3aA-caa/*=0,  cjp— cB8x=0,  c23x— ClBk=zO; 

von  denen  jedoch,  wie  auf  der  Stelle  erhellet,  eine  jede  eine  un- 
mittelbare Folge  aus  den  beiden  andern  ist.  Also  existiren  zwi- 
schen den  drei  Grossen  dx,  BX,  Bp  zwei  Gleichungen,  und  es  bleibt 
daher  immer  nur  eine  dieser  drei  Grössen  der  n illkührlichen  An- 
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nähme  [auheim  gestellt    Nehmen  wir  nun  ferner  die  feste*  Dre- 

hungsaxe  auch  als'Axe  der  z  an,  so  ist  offenbar  (arz')=90°,  (y~') 
=  90°,  also?C!=0,  ca  =  0.    Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

c3  c9 

also  öx=0,  8il=0,  da  c3  =  cos(:z')  =  1  Endlich  ist  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  auch  r=ö,  rj£=0;  und  nehmen  wir 
nun  alles  Dieses  zusammen,  so  wird  die  obige  allgemeine  Be- 
dingungsgleichung des  Zustandes  der  Ruhe  des  Systems  der 
Punkte  A,  Ait  A2,  A$,.*..: 

woraus,  weil  dp  willkührlich  ist,  die  Bedingungsgleichung 

Z(xV-yX)  =  0 

oder 

2P  (x  cos  ß — y  cos  a)  t=  0 

folgt,  bei  der  man  aber  zu  beachten  hat,  dass  die  z-Axe  des  Co- 
ordinatensystems  in  die  feste  Axe  des  Systems  gelegt  worden  ist 

Wenn  die  Kräfte 

P,     Pg  ,     #*J|  ,     P%  y  •  •  •  < 

sämmtlich  nach  parallelen  Richtungen  wirken,  und  die  nach  der 
einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  andern 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  werden,  so  wollen 
wir  annehmen,  dass 

P*  l\*  *\  i  l\ » •  •  •  • 

die  positiven,  dagegen 

s 

f*l  I  P%  t        *  *V  t  •  •  • « 

die  negativen  Kräfte  seien. 

Ist  nun  das  System  der  Punkte   i,  Ait  A9,  Az,  ein  völlig 

freies  System,  so  sind  nach  dem  Obigen  die  Bedingungen  des 
Zustandes  der  Ruhe  dieses  Systems,  oder  des  Gleichgewichts 
dfer  Kräfte  P,  Plf  P2,  ff ,....«  offenbar: 
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Prosa  -f  P2C0SO2  +  i\C0Ba4  +  P6  CO*  ß6  «f--J 

— P,  cos«,  —  P3  cosa3  —  P6  cos  or6 — Pr  cos    — . . . 

P  cos  0  +  P2  cos  ß2  +  P4  cos  &  +  P6  cos  &  + . . . 
— f*!  cosft — P3  cos  jS3  —  P5  cos  ß5  —  P7  cos  ßr 


Pcoay  +  P2  cos 
—  P,cosyi  —  P3cosy3 


+~Uo. 

y2  +  P4  cos  y4+P6  cos  y6  +  ....j 
Ks  —     cos  "/&  —  Pr  cosyy  — . . . 


und 


=  0, 


JP  (ar  cos  0 — y  cos  a)  +  P2(x2  c  os  02  —  y2  cos  «*) 

4  P4(x4  cos  ß4 — #4  cos  or4)  + . . .  .| 

—  Px  (xx  cos  /?,  —  yx  cos a, )  —  P3(*3  cos  ft,  — y3  cos  a3) 

— Pö(*&  cosft  -  Vb  cos  »ö)  —  •  • 

P  (y  cos  y  —  z  cos  0)  +  P2(#2  cos    —  z2  cos 

+  *V#4  COS  y4  —     COS  ßj  +  . . .  \ 

>=0, 

—  (yi  cos  yt  —  i,  cos  ßx )  — [P3  (yB  cosy3  — z3  cos  ) 

—  ^0(^5  cos  y5  —  :6  cos  /3Ö)—  

cos  a  -  *  cos  y)  +  P2  (za  cos  or2  —  ;r2  cos  y2) 

+  ^4  (m'cos  cf4  —  ar4  cos  y4)  f- . . . . f 

—  Px  (ij  cos    —  xx  cos  y, )  —  P3  (2b  cos  a3  —  x3  cos  y3) 

— Pö(z5  cos  a3 — ocb  cos  y6)  — . . 


=  0. 


Weil  aber  wegen  der  Parallelität  der  Richtungen  der  sämmtlichen 
gegebenen  Kräfte  offenbar 

cos  a= cos  0^  =  cos  cr4  = ....  = — coso^rr:  —  cosa3= — cosaö=r... . , 

cos  0  =  cos  ß2 = cos  04== . . . .  =  —  cos  ßt  = — cos  /3,  =  —  cos  ßb  =  

cos  y = cos  y2  ss  cos  y4  =  —  =  —  cosyi  =  —  cosy3  = — cosya  — . . . . 

ist,  so  werden  diese  Gleichungen: 
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cosa27>=0,   co8ßZP=:Qt  cosyZP=0; 
cos  ßZPx— cos  aZPy  =  0, 
cos  y  ZPy  —  cos  ßZPz  =  0, 
cos  aZPz—  cos  yZPx = 0 

oder 

cos  ßZPx  —  cos  «ZPy  =  0 , 

conyZPy  —  cos  ßZPz=0, 

cosaZPz—cosyZPx  =  0. 

Jede  der  drei  letzten  Gleichungen  ist  aber  eine  Folge  aus  den 
beiden  andern;  also  sind  die  Bedingungsgleichungen: 

ZP=zO, 

cos  y  ZPy  —  cos  ßZPz  =  0 , 

cos  ccZPz  —  cos  yZPx = 0. 

Nehmen  wir  nun  die  Ebene  der  xy  auf  den  Richtungen  der  ge- 
gebenen Kräfte  senkrecht  an,  so  ist 
« 

cosa=0,    cos/3  =0,    cosy  =  iI; 

und  unter  diesen  Voraussetzungen  werden  also  die  Bedingungs- 
gleichungen : 

ZP=0,    ZPx  =  0,  ZPy=0. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  ergeben 
sich  aus  dem  Obigen,  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher,  vrenn 
der  feste  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  und  die  Ebene  der 
xy  auf  den  parallellen  Richtungen  der  Kräfte  senkrecht  angenom- 
men wird ,  fiir  den  Zustand  der  Ruhe  des  Systems  die  Bedin- 
gungsgleichungen : 

ZPx  =  0,  ZPy=0. 

Ist  das  System  um  eine  feste  gerade  Linie  drehbar,  so  er- 
giebt  sich  aus  dem  Obigen  leicht,  dass  der  Zustand  der  Ruhe 
des  Systems,  wenn  man  die  in  Rede  stehende  feste  gerade  Linie 
als  Axe  der  z  annimmt,  durch  die  eine  Gleichung 

■ 

co*ßZP*-co*a2Pi,  =  0  oder  ^  =  |g 
bedingt  wird. 
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Liegen  die  Richtungen  der  Kräfte 

P  >    Pf  »    P%  »    P%  ,  .  .  .  . 

säraiutlich  in  einer  völlig  freien  Ebene,  so  nehme  man  diese  Ebene 
als  Ebene  Her  xt/  nn.    Dann  ist 

Z  — *1  ~Z2^^Z$  =  ....  =0, 

cosy^cosy,  =  cosya  =  cosy3=....  =0; 

und  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems  der  Punkte  A,  Au  A.£,  A3y....t  oder,  was  hier  Dasselbe 
ist,  des  Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P, ,  P2,  P,f....,  8jnd  also 
nach  dem  Obigen: 

ZPcos«=0,    2?Pcos/?=0,    2P(xcosß—  yco8«)=0. 

Ist  die  Ebene,  in  welcher  die  Richtungen  der  sämratlichen 
Kräfte  wirken,  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  nehme  man. 
indem  die  Ebene  selbst  wieder  als  Ebene  der  ^angenommen 
wird,  diesen  festen  Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  an,  unter 
welchen  Voraussetzungen  dann  der  Zustand  der  Ruhe  des  Sy- 
stems nach  dem  Obigen  durch  die  eine  Gleichung 

* 

2P(x  cos  ß  —  y  cos  a)  =  0 
vollständig  bedingt  wird. 

Sind  die  Richtungen  der  in  der  völlig  freien  Ebene  der  xy 
wirkenden  Kräfte 

Pf  P\  f  P%  f  P$  t  •  •  •  • 

sammtlich  einander  parallel,  und  man  betrachtet  jetzt  alle  die 
nach  der  einen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  alle  die 
nach  der  anderen  Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ ;  so  nehme 
man  die  Axe  der  x  auf  den  sämmtlichen  Richtungen  der  Kräfte 
senkrecht  an.    Dann  ist 


cos«  =  cos  <*,=cosaa  — cos  a3  ==....=(), 

und  die  Cosinus  der  Winkel  ß,ßu  ß2,  ß3       8j„d,  wenn  man  nur  den 

positiven  Theil  der  Axe  der  y  im  Sinne  der  Richtungen  der  po- 
sitiven Kräfte  nimmt,  der  positiven  oder  negativen  Einheit  gleich, 
jenachdero  die  entsprechenden  Kniffe  positiv  oder  negativ  sind. 
Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  aus  dem  Obigen  unmittelbar  die 
folgenden  Bedingungsgleichungen  für  den  Zustand  der  Ruhe  des 
Gleichgewichts  der  Kräfte  P,  P, ,  P2,  P8,....: 

Th.il  XXV. 
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Ist  die  Ebene  derary,  in  welcher  die  Kräfte  P,  P it  P%,  P j,....,  deren 
Richtungen  einander  sämmtlich  parallel  sind,  wirken,  um  einen  festen 
Punkt  drehbar,  so  nehme  man  diesen  Punkt  als  Anfang  der  Coor- 
dinaten  an,  und  lege  die  Axe  der  x  wieder  senkrecht  auf  die  pa- 
rallelen Richtungen  der  Kräfte.  Dann  wird  nach  dem  Obigen  der 
Zustand  der  Ruhe  des  Systems  durch  die  eine  Gleichung 

vollständig  bedingt,  wobei  natürlich  wieder  die  nach  der  einen 
Seite  hin  wirkenden  Kräfte  als  positiv,  die  nach  der  anderen  Seite 
hin  wirkenden  Kräfte  als  negativ  betrachtet  worden  sind. 

HI. 

Die    allgemeinen   ßedingungsgleichungen  der 

Bewegung. 

§.  5. 

■ 

Wir  denken  uns  ein  System  materieller  Punkte*),  und  wollen 
deren  Massen ,  so  wie  der  Kürze  wegen  auch  diese  Punkte  selbst, 
durch 

m,  wi|,  wifl,  W3,  m4,.... 

bezeichnen. 

Setzen  wir  nun,  dass  auf  alle  diese  Punkte  Kräfte  wirken, 
welche  denselben,  wenn  sie  nicht  zu  einem  Systeme  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Richtungen  hin  respective  die  Geschwindigkeiten 

> 

u ,  Ui ,  i/^  t  W3 »  W4  , . . . . 

ertheilen  wurden;  so  werden  diene  Punkte,  wegen  ihrer  Verbindung 
unter  einander,  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Richtun- 


*)  Tlie  Erläuterung  veischiedener  allgemeiner  Regrifle,  die  hier  und 
ftn  Folgenden  vorkommen,  welche  in  einem  Systeme  der  ganzen  Wissen- 
fce hilft  nicht  fehlen  darf,  übergehen  vir  der  Kürze  wegen  in  dieser  Ab- 
(windlnug.    Namentlich   muss  hier  auch  die  Lehre  vom  Schwerpunkte 
t  ausgehen,  die  ja  bekanntlich  ganz  auf  Principien  der  Statik  beruhet. 
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gen,  mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten,  die  wir  durch 

0»   *>1  »  P 3  »  p4» •  •  •  • 

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Denken  wir  uns  jetzt  die  Kräfte, 
welche  nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  ste- 
henden Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  die  Ge- 
schwindigkeiten 

« >  "i »  w» »  f  s  »  t«4 , . . . . 

hervorbringen ,  aus  den  Kräften,  welche  nach  ihren  Richtungen 
die  Geschwindigkeiten 

f »  t?i  t  t?^  >  r3 ,  i?4 , . . . . 

hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen  die  Geschwindigkeiten 

hervorbringen,  zusammengesetzt;  so  können  wir  statt  des  ersten 
Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sich  hier  nur  um  eine  momentane  Wirkung  der  Kräfte  handelt, 
so  sind  bekanntlich 

mu,  Wit#i,  w2u.2,  m3t/3,  wi4w4,....; 

mv ,  mtV| ,  ni,>r2,  m3p8,  OT404,....; 

niw,  ,  »inir2,  m8w3t  wi4t04,.... 

die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  allen  Bedingungen, 
man  mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  unter  ein- 
ander verbunden  denken,  die  Kräfte 

mv,  wtjt?! ,  iWa©2»  m&v$t  wi4r4,....; 
mw,  mxWi,  w2t02»  m3w3>  m4w4  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mw,  mi«!,  ii/,zJlz,  VI 3 7/ n ,  w4m4,  

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  unter  einander  verbunden, 
so  bringen  die  Kräfte 

mv,  mlvl,  in2v.lt  wi303,  w»4p4, — 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

HM ,  r«!«!  ,  >n%u2 ,  rf  3M3  ,  wi4w4, .... 

29' 
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Also  bringen ,  wenn  man  sich  die  Punkte  als  unter  einander  ver- 
bunden denkt,  die  Kräfte 

Wir,    wiJ'l>    m2p2>  WI4C4,....; 

tnw,  rn1tr1 ,  m^ir-z ,  7/<3u?3,  /n4tc4  

ganr  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

wie,  mit'! ,  m.,rl£,  m3t?8,  m4t>4,  — ; 
woraus  sich  ergiebt,  dass,  wenn  man  sich  die  Kräfte 

mw ,  m1  wl ,  in.,ir.2,  tnaw3 ,  m4w4,..,. 

allein  an  den  zu  einem  Systeme  unter  einander  verbundenen 
Punkten  wirkend  denkt,  das  System  in  Ruhe  bleiben  wird. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  das  System  auch  dann  in  Ruhe  bleiben  wird,  sowohl  wenn 
man  sich  an  den  Punkten  desselben  nach  ihren  ursprünglichen 
Richtungen  die  Kräfte 

WIM,  Wl|M|  ,  ui.yii.i  ,  7W3W3,  7W4U4,  .... 

und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegengesetzten  Rich- 
tungen hin  die  Kräfte 

wir,  m^i ,  wt2»a»  wi3u3,  w4t?4,....; 

als  auch  wenn  man  sich  an  den  Punkten  des  Systems  nach  ihren 
ursprünglichen  Richtungen  entgegensetzten  Richtungen  hin  die 
Kräfte 

WIM,   //?!?/),    W.2?/2'   WI3M3  ,  7/141/4,  .... 

und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  die  Kräfte 

mV ,  J7tit>i  ,  )H2r2>  WI3P3,  7W4t*4,.... 

wirkend  denkt. 
Die  Kräfte 

mu,  mtu, ,  wiat<2,  wt8M3,  7/14114  

pflegt  man  die  ursprünglich  mitgetheilten  Quantitäten 
der  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  man  die  Kräfte 

Wl»,  TWi»!  ,  7W2t,.2,  7W3T3,  77I4P4  ,  . . .  . 

die  wirklich  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 
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» 

rmc ,    f7i|tC|t    m^ic-i,     Tn3tc3 ,  m^ic^y.... 

die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
wegung. 

Unter  Anwendung  dieser  Benennungen  lassen  sich  nun  die 
oben  gefundenen  Sätze  auf  folgenden  Ausdruck  bringen : 

1.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  Systeme  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von  be- 
liebigen momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  wer- 
den, bloss  die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitä- 
ten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  dasSystem 
in  Ruhe. 

2.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  nach  ihren  ursprunglichen  Richtungen  die 
ursprunglich  m itgeth eilten  Quantitäten  der  Bewegung 
und  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  wirklich  Statt  finden- 
den Quantitäten  wirkend  denkt,  so  bleibt  das  System 
in  Ruhe. 

3.  Wenn  man  sich  an  zu  einem  System  mit  einan- 
der verbundenen  materiellen  Punkten,  welche  von 
beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt  wer- 
den, nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  entgegen- 
gesetzten Richtungen  hin  die  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  nach  ihren  ursprüng- 
lichen Richtungen  die  wirklich  Statt  findenden  Quan- 
titäten der  Bewegung  wirkend  denkt,  so  bleibt  das 
System  in  Ruhe. 

Das  in  diesen  drei  Sätzen  ausgesprochene  Princip  heisst  nach 
seinem  ErGnder  das  D' Alembert  sche  Princip. 


Die  einzelnen  Punkte  des  im  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  bezeichnen  wir,  wie  schon  in  §.  5.  bemerkt  worden  ist, 
der  Kürze  wegen  durch  die  entsprechenden  Massen  selbst,  also 
durch 


und  wollen  nun  annehmen,  Ha*»  am  Ende  einer  gewiss«!  Zeit  t 


§.  6. 


m ,    wij ,    mz ,    m8 ,    ro4 , 


.  • .  • , 
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die  Coordinaten  dieser  Punkte  iu  Bezug  auf  ein  beliebig  angenom- 
menes rechtwinkliges  Coordinatensystem  respective 

*>y.  *t>  y«.  *a»y»* 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t  betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  als  Repräsentan- 
ten der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  m,  in's  Auge  fassen, 
bemerken  aber  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betrachtung 
völlig  in  derselben  Weise  auf  jeden  anderen  Punkt  des  Systems 
anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  t,  wo  bekanntlich  xt  y,  x 
die  Coordinaten" des  Punktes  m  sind,  sei  v  die  in  Folge  der  Be- 
wegung des  Systems  wirklich  Statt  findende  Geschwindigkeit  des 
Punktes  w,  und  s  sei  der  Weg,  welchen  dieser  Punkt  bei  der 
Bewegung  des  Systems  in  der  Zeit  t  zurückgelegt  baf.  Lässt 
man  die  Zeit  t  um  dt  wachsen,  so  wird  s  um  Js  wachsen,  und 
da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  m  in  dem  Zeitintervalle 
AI  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant  oder  seine  Be- 
wegung in  dem  Zeitintervalle  dt  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
als  gleichförmig  betrachten  kann,  je  kleiner  dt  ist,  so  ist  mit 
desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist: 

ds  =  vdi^  ober   p  =  ^- 

Also  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  v  selbst  in  aller  Schärfe 
die  Gränze,  welcher  der  Differenzeuquotient  -jj  sich  nähert,  wenn 

dt  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung, es  ist  mit  völliger  Genauigkeit 

wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
gehende ganz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschaffenheit  des  Weges  s  voraussetzt,  und  dass  also  die  obige 
Differentialgleichung  gilt,  wie  auch  der  WTeg  s  beschaffen  sein 
mag;  dieselbe  gilt  folglich  ganz  allgemein,  der  Weg  s  mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die -180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  v  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  {xyz)  gelegter,  den  primitiven 
Coordinaten axen  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  <p,  yt  so 
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sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  x,  y,  x  ge- 
nommenen Coniposanten  der  Geschwindigkeit  e  mit  gehuriger  Rück- 
sicht auf  ihre  Vorzeichen: 

rcosqp,    vcoaty,  ccosg; 

d.i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

ds  ds  ds 

cosq>.Wr    C08V.fi,  C08X.^. 

Nun  ist  aber  offenbar  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  klei- 
ner Js  ist,  d.  i.  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  At  ist: 

dx-=cos(p  .ds,    dy  =  cos%>.Jst    4z  =  cos%.ds\ 

also  mit  desto  grosserer  Genauigkeit,  je  kleiner  Js  oder  Jt  ist: 

J.r  du  Jz 

cosqp  =  ^7,    cos^=^f,  cosZ=^. 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 

cos  9,    cosif/,  cosx 

die  Gränzen,  denen  respective  die  Differenzenquotienten 

Jx  Jy  Jz 
Js  9    Js'  J~s 

sich  nShern,  wenn  Js  oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn  Jt  sich  der 
Null  nähert,  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit: 

dx  dy  dz 

cos  9  =  ^,   cosi/;==^,    cos x  =  jj  • 

Also  sind  nach  dem  Obigen 

dx  ds     dy  Bs     dz  ds 

di  ft'  di'df  ds'di; 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

dx     8g  dz 

dt*  dt'  dt 

» 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z  genommenen  Coropo- 
santen  der  Geschwindigkeit  t?,  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die 
diesen  Composanten  zukommenden  Vorzeichen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  t\Jt,  welcher  die  Geschwin- 
digkeit v  \  Jr  des  Punktes  m  entspricht,  die  parallel  mit  den 
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Axen  der  ar,  yt  x  genommenen  Composanten  dieser  Geschwin- 
digkeit, immer  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  diesen  Composan- 
ten  zukommenden  Vorzeichen: 

dx       dx  du     8z  dz 

Wenn  jetzt  überhaupt  P  eine  stetig  wirkende,  aber  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  be- 
zeichnet, welche,  auf  die  Masse  fti  wirkend,  in  der  Zeit  T  die 
Geschwindigkeit  V  hervorbringt,  so  sei  p  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1  wirkend,  in  der  Zeit  1 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Um  nun  die  Kräfte  P  und 
p  mit  einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Px  eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
stante Kraft,  welche,  auf  die  Masse  M  wirkend,  in  der  Zeit  T 
die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt,  und  P2  bezeichne  eine  ste- 
tig wirkende ,  aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  inso- 
fern also  constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  J  wirkend,  in 
der  Zeit  T  die  Geschwindigkeit  1  hervorbringt.  Dann  hat  man 
die  folgende  Zusammenstellung: 

P,    T,  Mt  V; 

Ptt  l\  M,  1; 

P%>  T,  1,  1; 

p,    I,  1,  Ii 

uad  es  ist  folglich,    wie  leicht  erhellet: 

P  :#»,  =  Vtl9 
IP,  :*>,  =  *:], 
P2:p   =  liT; 
also  durch  Zusammensetzung  dieser  Proportionen: 

P:p  =  MV:T, 

und  hieraus: 

PT  =  pMVt  also   V  =  ^jj- 

Setzt  man  aber  p  —  1 ,  d.  h.  nimmt  man  [eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
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«taute  Kraft,  d.  b.  überhaupt  eine  constante  Zeitkraft*),  welche, 
auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend,  in  der  Zeiteinheit  eine  der 
Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt,  als  Einheit 
der  Kräfte  oder  als  Krafteinheit  an,  so  ist 


eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  werden. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  m  am 
Ende  der  Zeit  t  wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen  Coor- 
dinatenaxen  der  x,  y,  z  parallele  Kräfte  X' ,  V 9  Z'  gebracht, 
was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kräfte  während  des  Zeitintervalls  At  mit  desto  grösserer  Genau- 
igkeit als  constant  betrachten  kann,  je  kleiner  At  ist,  nach  dem 
Vorhergehenden 

X'At      TAI  Z'At 
m  in  m 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen , 

XAt,    VAt,  ZAt 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  m  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X' ,  Y' ,  Z'  in  der  Zeit  At  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  At  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m  am  Ende  der  Zeit  t  nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  Coordinatenaxen  der  .r,  y,  z,  schon  die 
Geschwindigkeiten 

Bx      dy  dz 

BT*  dt9  dt 


*)  Zeitkräfte  nenne  ich  alle  stetig  wirkenden  Kräfte,  welche  im 
Allgemeinen  als  Functionen  der  Zeit  betrachtet  werden  müssen,  aber 
auch ,  wie  oben  angenommen  worden  ist,  ihre  Grösse  an  sich  nicht  än- 
dern und  insofern  also  constant  sein  können.  Der  Ausdruck  Zeitkraft 
scheint  mir  weit  zweckmässiger  und  bezeichnender  zu  sein,- als  der 
sonst  wohl  gewöhnliche  Ausdruck  „beschleunigende  Kruft",  welcher 
überdies  leicht  zu  falschen  Vorstellungen  Veranlassung  geben  kann. 
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als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor 
dinatenaxen  der  x,  yt  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  t  +  Aii 

%  +  %+YAt,    %  +  ZAt 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  At  ist,  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  /  an,  und  also  auch  am  Ende  der  Zeit  t\Att  der  ma- 
terielle Punkt  m  offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
gen Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t\At,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner^  ist,  die  den 
drei  Coordinatenaxen  der  x,  y,  z  parallelen,  mit  den  gehurigen 
Vorzeichen  genommenen  Composanten  der  gewonnenen  oder  ver- 
lorenen Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  m 

m^  +  XAt-fß+A^l, 

d.  i. 

m(XAt-Addj),    m(rAt-Ad$),  m(ZAt-A^) 

i 

sind. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  Überhaupt  für  alle  Punkte 
m,    mn   rc*2>    ms>   m4, .... 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  f-f  At,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  At  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der 
x,  y,  z  parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen 
Composanten  der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der 
Bewegung : 
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Bx  du  Bz 

m(XAt-A~),   m(rJt-Jfi),  m(ZAt-A^); 

m2{X2At-AB-~*),   «.(F^l-^.  nh(Z2At-A~f); 

m9(X^t-Jd-^)l   i,h(r3Jt-J^p,    m%{faAt—  4j*h 

u.    s.  w., 

und  da  nun  in  Folge  von  D'AIenibert's  Princip  das  System  in 
Ruhe  bleibt,  wenn  man  an  seinen  einzelnen  Punkten  bloss  die 
gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung  sich  wir- 
kend denkt,  so  erhalten  wir  nach  den  aus  II.  bekannten  allge- 
meinen Bedingungsgleichungen  der  Ruhe  eines  Systems  von  Punk- 
ten, wenn  das  System  völlig  frei  ist,  die  folgenden  mit  desto 
grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  AI  ist,  geltenden  Gleichungen: 

2m(XJt-Jd£)=0,    2m{YJt-/fy=Q,    Zm(ZJt-J~)  =  0; 
Zm\x{Ydt-^t)-y{XJt-^)\=Q, 

2m \y{ZJt-J  |)-x<  YM-  J  |jf )  |  =0 , 

cüc  Bz 
2m\z(XJt-Jdt)  -x(ZJt-Jf^)\=0; 

oder,  wie  leicht  erhellet: 

Bx  Bxj  Bz 

BT  Bi  Aüi 

2m(X-~f)=z0,    2m{Y-  ~f)  =  (h     Em{Z  -  -^)=0: 

Zm\x{Y- -^)-y{X-  ^)>  =  Ö, 

Ä.|y(Z--j£)- *(Y-~-)\  =  0, 

Bx  Bz 
Zm\z(X-  -^)-*(Z-^)|  =  0. 
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Weil  diese  Gleichungen  mit  desto  grosserer  Genauigkeit  gel- 
ten, je  kleiner  AI  ist,  so  erhält  man  die  völlig  genauen  Glei- 
chungen, wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen,  indem 
man  sich  A%  der  Null  nähern  lässt,  zu  den  Grunzen  fibergeht. 
Dadurch  erhält  man  aber  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Be- 
zeichnungen der  Differentialrechnung  auf  der  Stelle  die  Gleichungen: 

.     Em(X-^)=0,  £m(r-$*)=0,  Z«(Z-^)=0; 

d2x  d*2 

oder  die  Gleichungen: 

(Px  (foi  3*z 

Em^=zEmXt    Em^  —  EmY,  Etn^=zEmZ; 

d2y  d^x 
Em  (x^  —  y  fip)  =  Em  {x  1  -  yX) , 

Em  (z  gjf  —  ar  ^)  =  Zw  (zA'  -  x  Z) ; 

oder  auch  die  Gleichungen: 

Emd*x  =  ZwAöf*,    2toi5%  =  Em  Ydt?,    Emd*z  =  EmZdt*; 
Em(xd*y—  y&x)  =  Zm(ar  K— jyA)8f*, 
2^3**  -  z8^)  =  Em{yZ-tY)W, 
Em  («0»*  —  .rö*z)  =  .Sm  (z*  —  *Z)  8«« . 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  erhält 
man  nach  den  aus  II.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgleichun- 
gen der  Ruhe  eines  Systems  von  Punkten,  wenn  man  den  festen 
Punkt  als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  wie  leicht  erhellen 
wird ,  für  die  Bewegung  des  Systems  bloss  die  drei  Gleichungen : 
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2m(x^-y^)  =  Zm(xY--yX), 

bh  8a« 

B*x  8h 
2m(z  g^r  -*gjjff)  =  2m(zX-xZ); 


oder: 


2m(xB*y-yB*x)  =  2mfxY-yX)BP, 

2m(yB2z  -  zB*y)  =  2m{gZ  —  %  Y)BP, 

2m  (zB*x  —  xB*z)  =  Em  (zX  —  xZ)  BP. 

Ist  das  System  ura  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erhält  man 
nach  d  en  aus  II.  bekannten  allgemeinen  Bedingungsgleichungen 
der  Ruhe  eines  Systems  von  Punkten,  wenn  man  diese  Axe  als 
Axe  der  z  annimmt,  wie  leicht  erhellen  wird,  für  die  Bewegung 
des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 

B^u  B^x 
2m(x^—y^)  =  2m  (x  Y—yX) 

oder 

2m(xB*y—yB2x)  =  2m(x  Y-yX)BP. 

Wenn  das  völlig  freie  System  bloss  aus  einem  Punkte  be- 
steht, so  werden  die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 

BPy  B'*x 
XBP^BP  =xY-yX, 

d*x  a*z 

z  BP  ~■*5jp  =  *«*T**, 

Da  aber  offenbar  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichun- 
gen eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  Gleichungen, 
und  also  jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen 
erfüllt  sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  Mir  die  Bewegung  des 
in  Rede  stehenden  Punktes  nur  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

*Z-x  ö^-r 
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oder,  weil  nach  dem  Obigen 

m  m  m 

ist,  die  drei  Gleichungen: 

S*JC  ffl^tj  ffi"" 

welche  für  m  =  1  in  die  Gleichungen 


et*  -  A '     -  r  9  BP  -  z 


ubergehen  *). 


S  c  h  I  u  s  s. 


Es  ist  in  dieser  Abhandlung  durchaus  nicht  unsere  Absicht 
gewesen,  absolut  Neues  zu  geben.    Dieselbe  wird  aber  dessen- 
ungeachtet den  Zwecken  des  Archivs  entsprechen,  wenn  es  uns 
gelungen  ist,  Bekanntes  den  Lesern  in  einer  vielleicht  verbesser- 
ten  Darstellung  vorzuführen.     Hauptsächlich  aber  beabsichtigen 
wir  mit  derselben,  die  .wahrhaft  grossartige  Gestaltung  der  neue- 
ren Mechanik  deutlich  hervorzuheben.    Nachdem  man  den  Satz 
vom  Parallelogramme  der  Kräfte,  welchen  wir  hier  voraussetzen, 
bewiesen,  gelangt  man  durch  allgemeine,  an  sich  ziemlich  ein 
fache  Betrachtungen  zu  dem  Princip  der  virtuellen  Gesehwindig- 
Leiten  ,  welches  dann  ferner  mittelst  allgemeiner  analytischer  Rech- 
nungen zu  den  allgemeinsten  Bedingungsgleichungen  der  Ruhe 
eines  Systems  von  Punkten,  den  höchsten  Gesetzen  der  Statik, 
fuhrt.    Lässt  man  dann   als  vermittelndes  Glied  zwischen  der 
Statik  und  eigentlichen  Mechanik  oder  Dynamik  das  D'Alem- 
bert'sche  Princip  eintreten,  so  führen  mit  dessen  Hülfe  die  vor- 
her gewonnenen   allgemeinen    Bedingungsgleichungen  der  Ruhe 
ohne  besondere  Schwierigkeit  zu  den  allgemeinen  Bedingungs- 
gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  materieller  Punkte,  wo- 
mit dann  die  gesammte  Wissenschaft  der  Mechanik  in  ihrem  we- 
sentlichen Theile  vollendet  ist,  indem  alles  Uebrige  sich  an  die 
vorher  genannten  Gesetze  leicht  anreihen  lässt  und  als  unmittel- 
bare Folgerung  aus  denselben  hervortritt.    Jedenfalls  haben  wir 
es  hier  mit  einer  in  hohem  Grade  vollendeten  Wissenschaft  zu 
thun,  deren  Ausbildung  bis  zu  einem  solchen  Grade  dem  mensch- 


•)  Anwendungen  der  hier  entwickelten  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eine«  System«  von  Punkten  sind  schon  in  mehreren  früheren 
Aufsätzen  gemacht  worden.  M.  s.  z.  B.  TJil.  XV.  Ar.  I,  —  Thl.  XXIV.  Nr.  III. 
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liehen  Geiste  au  allen  Zeiten  zur  grössten  Zierde  und  Ehre  ge- 
reichen wird  und  von  seiner  göttlichen  Bestimmung  da»  deut- 
lichste Zeugniss  ablegt.    Mochte  man  doch  durch  auf  allen  Lehr- 
anstalten stets  mit  dem  grössten  Eifer  und  der  gross  ton  Sorgfalt 
betriebenen  mathematischen  Unterricht  die  Jugend  bei  Zeiten  be- 
fähigen ,  dereinst   in  die  Geheimnisse  solcher  Wissenschaften 
eindringen,  sich  den  mit  ihrem  Studium  nothwendig  verbundenen 
hohen  geistigen  Genuss,  den  kaum  eine  andere  Wissenschaft  an- 
nähernd in  gleichem  Grade  zu  gewähren  im  Stande  ist,  verschaf- 
fen, und  auch  auf  diesem  Wege  die  Ueberzeugung  von  ihrer  der- 
einstigen  wahren   Bestimmung  gewinnen  zu   können!    Dies  ist 
wenigstens  unser  sehnlichster  Wunsch  und  wird  es  stets  bleiben. 
Zu  dessen  Erfüllung  nach  Kräften  beizutragen,  werden  wir  auch 
von  dem  sechsundzwanzigsten  Bande  unserer  Zeitschrift  an,  dem 
ersten  nach  dem  nun  vollendeten  ersten  Viertelhundert,  eifrigst  bemüht 
sein ,  und  bitten  alle  Lehrer  der  Mathematik,  uns  dabei  wie  bisher 
auch  künftig  reicli liebste  Unterstützung  zu  Theil  werden  zu  lassen. 


Ueber  eine  geometrische  Aufgabe  von  der  Kugel,  mit 

Rücksicht  auf  Geodäsie. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Wenn  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  zwei  Punkte  AQ  und 
.1,  und  die  geradlinigen  Entfernungen  eines  dritten  Punktes  A% 
auf  derselben  Kugelfläche  von  diesen  beiden  Punkten  gegeben 
sind,  so  kann  man  verlangen,  die  Lage  des  Punktes  t2  auf  der 
Kugelfläche  zu  bestimmen.   Diese  Aufgabe,  so  leicht  sie  auf  den 
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ersten  Anblick  zu  sein  scheint,  bietet  doch  bei  der  Auflösung 
mancherlei  Schwierigkeiten  dar,   und  erfordert  die  Anwendung 
eigentümlicher  Kunstgriffe,  wenn  sie  mit  Eleganz  und  ohne  ermü- 
dende Rechnung  durchgeführt  werden  soll.     Schon  deshalb  ist 
dieselbe  vom  rein  geometrischen  Gesichtspunkte  aus  interessant. 
Sie  ist  aber  auch  von  praktischer  Wichtigkeit.    Denn  hat  man  bei 
der  Berechnung  eines  topographischen  Netzes  die  Methode  der 
Berechnung  der  Chorden*  oder  Sehnen  -  Dreiecke  angewandt,  so 
wird  man  zuletzt  auch  mehrfach  in  den  Fall  kommen,  aus  den 
Langen  und  Breiten  zweier  Punkte  der  Kugelfläche  und  den  ge- 
radlinigen Entfernungen  eines  dritten  Punktes  auf  der  Kugelfläche 
von  jenen  zwei  Punkten  die  Länge  und  Breite  dieses  dritten  Punk- 
tes zu  bestimmen,  was  eben  auf  das  obige  geometrische  Problem 
zurückkommt,    üebrigens  können  natürlich  statt  der  geradlinigen 
Entfernungen  der  in  Rede  stehenden  Punkte  auch  die  sie  verbin- 
denden Bogen  grösster  Kugelkreise  gegeben  sein,  indem  sich 
sowohl  aus  diesen  die  geradlinigen  Entfernungen,  als  auch  umge- 
kehrt aus  letzteren  die  unsere  Punkte  verbindenden  Bogen  gröss- 
ter Kugelkreise  ohne  alle  Schwierigkeiten  sogleich  ableiten  lassen, 
was  wir  hier  nur  deshalb  noch  besonders  hervorheben,  um  anzu- 
deuten, dass  unser  Problem  auch  dann  praktisch  Anwendung  findet, 
wenn  man  ein  topographisches  Dreiecksnetz  nach  einer  anderen 
als  der  oben  erwähnten  Chorden-  oder  Sehnen -Methode,  etwa 
durch  die  Zurückfährung  der  Berechnung  sphärischer  Dreiecke 
auf  die  Berechnung  ebener  Dreiecke  mit  gleich  langen  Seiten,  be- 
rechnet.   Wenn  man  die  Bogen  grösster  Kugelkreise,  n  eiche  die 
gegebenen  Punkte  mit  dem  zu  bestimmenden  Punkte  verbinden, 
als  die  Data  der  Aufgabe  annimmt,  so  tritt  dieselbe  in  den  Kreis 
der  Aufgaben  der  sphärischen  Trigonometrie,  und  Ihsst  sich,  wie 
Jeder  sogleich  übersieht,  durch  eine  Verbindung  der  verschiede- 
nen Probleme  und  Formeln  dieser  Wissenschaft  ohne  Weiteres 
auflösen,  wobei  sich  aber  immer  die  Unterscheidung  verschiede- 
ner Fälle,  bei  der  man  wohl  jederzeit  auf  eine  Darstellung  des 
betreffenden  speciellen  Falls  in  einer  Zeichnung  wird  recurriren 
müssen,  geltend  machen  wird.    Wenn  ich  daher  oben  sagte,  dass 
die  Auflösung  der  Aufgabe  Schwierigkeiten  darbiete  und  die  An- 
wendung besonderer  Kunstgriffe  erfordere,  so  meinte  ich  damit  die 
Auflösung  derselben  durch  völlig  entwickelte  ganz  allgemeine, 
bloss  die  gegebenen  Stücke  enthaltende  analytische  Formeln,  aus 
welchen  sich  die,  die  Lage  des  gesuchten  dritten  Punktes  bestim- 
menden Elemente  unmittelbar  berechnen  lassen;  und  eine  solche 
Auflösung  zu  geben,  ist  der  Zweck  dieses  Aufsatzes,   wobei  ich 
das  Problem  zunächst  nur  aus  dem  geometrischen  Gesichtspunkte 
auffassen  und  mir  zugleich  angelegen  lassen  sein  werde,  die  be- 
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treffenden  Formeln  so  elegant  wie  möglich  darzustellen ,  um  die 
Auflösung  zugleich  zu  einer  zweckmässigen  Uebung  für  junge 
Mathematiker  in  der  neueren,  durch  ihre  ungemeine  Eleganz  vor 
der  ältereo  gemischten,  den  Anforderungen  der  Wissenschaft 
wenig  genügenden,  algebraisch -geometrischen  Methode  so  sehr 
hervorragenden  analytischen  Geometrie  zu  machen,  da  dergleichen 
Uebungen  in  diesem  schulten  Zweige  der  neueren  Mathematik 
nicht  genug  empfohlen  werden  können.  Man  kann  die  Aufgabe 
auch  für  andere  Flächen,  z.  B.  für  das  Ellipsoid,  auflösen,  wo 
ihre  Auflösung  aber  meistens  ungleich  weitläufiger  und  compli- 
cirtei  als  bei  der  Kugel  wird,  insbesondere  bei  dem  Ellipsoid  auf 
eine  Gleichung  des  vierten  Grades  führt,  was  am  Schluss  dieser 
Abhandlung,  wenigstens  in  Bezug  auf  das  Rotations  Ellipsoid,  noch 
mit  ein  Paar  Worten  erläutert  werden  wird. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  die  drei 
Punkte  A0,  Al9  At  liegen,  wollen  wir  durch  O  bezeichnen,  und 
deren  Halbmesser  der  Einfachheit  wegen  der  Einheit  gleich  setzen. 
Durch  den  Mittelpunkt  O  legen  wir  ein  rechtwinkliges  Coordina- 
tensystem  der  xyz  und  bezeichnen  die  gegebenen  Coordinaten  der 
Punkte  A0und  Ax  durch  x0,  y0t  z0  und  Wg9  Jfe,  zlt  die  gesuchten 
Coordinaten  des  Punktes  A2  durch  x2,  y2,  za.  Die  Winkel  des 
ebenen  Dreiecks  A0AXA2  werden  wir  durch  A0,  Alt  A%  bezeich- 
nen, und  setzen  ferner 

AXA%  —  E0,   A%A0  =  Elt    A0Al  —  E2; 

wo  nun  aus  den  obigen  allgemeinen  Bemerkungen  über  die  vor- 
liegende Aufgabe  von  selbst  hervorgeht,  dass  sowohl  die  Winkel 
A0,  Alf  A2,  als  auch  die  Seiten  E0,  Elt  E2  des  Dreiecks  A0AXA% 
sämmtlich  gegeben  sind.  Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  von  A0  und  Ax  ausgehend  gedachten  Linien  A0A2  und 
AXA%  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen  ein- 
sch Hessen,  wollen  wir  respective  durch  0O,  «>o>  «o  und  Blt  mlt  öj 
bezeichnen;  sind  wir  im  Stande,  diese  Winkel  zu  bestimmen,  so 
werden  wir  offenbar  auch  die  gesuchten  Coordinaten  x2,  y2, 
gefunden  haben,  weshalb  wir  auf  die  Bestimmung  der  in  Rede 
stehenden  Winkel  hauptsachlich  unser  Augenmerk  richten  werden. 

Auf  der  Stelle  überzeugt  man  sich  von  der  Richtigkeit  der 
folgenden  Gleichungen: 

x% =#0  -f  £|  cos  0O  =  *i  +  Eo  cos  ö|  , 

y*  =00  +  Ex  COS  ß}0  =zy%  -f  E0  COS  Q)j  , 

=20  +  JS1cosö0=Ji+£ocosc51 ; 
Th.il  XXV.  3p 
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und  weil  nun,  da  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  der  Einheit  gleich 
gesetzt  haben, 

I8tf    60  ist 

(#0  +  Ex  cos  0O)2  +  (#0  -f-  Ex  cos  eo0)9  +  (z0  -f  Ex  cos  ö0)*  =  1 , 
|-£0cosÖ1)*  +  (yl  +£;ocoscd1)2  +  (21  +£0C08Ö1)»  =  1. 

Entwickeln  wir  die  links  von  den  Gleichheitszeichen  stehenden 
Quadrate,  und  bemerken,  dass 

*oÄ  +  yo"+*oÄ=l.    V  +  ?/i*  +  *ia=l 

und 

COS  0ol  -f  COS  G>0a  +  COS  Ö0*=:  1 ,     COS  dx2  +  COS  0ÜX2  +  COS  Öt2  BS  1 

ist,  so  erhalten  wir  auf  der  Stelle  die  beiden  folgenden  Gleichungen : 
x0  cos  0O  +  y0  cos  w0  +  z0  cos  ö0  =  —  , 
xx  cos  0,  -f  yx  cos  »!  +  tj  cos  Züx  =  —  4E0 ; 
welche  aber,  wenn  wir,  was  die  Rechnung  einigermassen  erleichtert: 
Ao  =  £1cos0o,    F0=£1co8©0,    Z0  =  Excos(30; 
Xx=:E0cos6x,    Kirr^ocoso), ,  Z^EoCos«! 
setzen,   die  Form 

*o*o  +  J/o  *o  +  *oZo  =  — 

annehmen. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

Xx=x0— xx  +  X0t  Yx=y0— yx  +  F0,  Zl=zx0—zl-^Z0 
ist,  so  wird  die  zweite  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen: 

*i  (*o-*i  +  *o)  +yt  (^o-yi  +  *o)  +  »i  (*o-*i  +  ^o)=-i^>tt, 
also,  wie  man  sogleich  ubersieht: 

i 

*i  *o + y\  Yq + *i  ^o  =  i  —  W — (^i  +  jwi + vi)- 

Bezeichnen  wir  die  von  den  als  von  O  ausgehend  gedachten 
Kugelhalbmessern  OA0  und  0AX  mit  den  positiven  Tbeilen  der 
Coordinatenaxen  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
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kel  respective  durch  «0,  ß0,  y0  und  a, ,  ßt ,  y, ;  so  ist  für  den  der 
Einheit  gleichen  Kugelhalbmesser  offenbar: 

x0  =  cos«0>    y0=zcosß0y    z0  =  vosy0; 

zx  53  ms  ffj  ,        es  cos  0, ,    2A  =  cos  /! ; 

also: 

^o^i  +  #o#i  +  2o*i  —  cosa0co8o1  -+ cos/J0cos/S,  -f  cosy0cosy,  ; 

nach  einer  allgemein  bekannten  Formel  der  analytischen  Geome- 
trie ist  aber 

- 

cos  A0 OAx  s=  cos cr0  cos«i  +  cos ß0cos ßx  +  cos  Yo  co* 7i » 
folglich 

•Vi  +  Mi  +  Vi  =  co»^0Oil, , 

also 

woraus  umgekehrt 

folgt.    Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

*i *o  +  Vi  *o  +  *i zo  = "~  i( ^o2  ~  ^22) » 
und  weil  nun  endlich 

*o*+  Foa  +  Zo*=£1a(cosö0*+co8a)0*  +  cosö0»)==  £A* 

ist,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  drei  unbekannten  Grös- 
sen X0,  Y0t  Z0  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

xk Xo  +  yx  Y0  +  zx Z0=  -  l(E0*  -  Eft. 

Uro  diese  Gleichungen  mit  Eleganz  und  Leichtigkeit  aufzu- 
lösen ,  will  ich  *)  * 

  m 

*)  Es  beruhet  die«  anf  einem  bei  der  Auflösung  so  geformter  Glei- 
chungen ziemlich  allgemein  anwendbaren  Kunstgriffe,  den  ich  gelegent- 
lich einmal  im  Allgemeinen  erläutern  werde,  wenn  dies  auch  für  den 
Kundigem  kaum  nöthig  sein  durfte. 

30' 
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F=   \x0  —  xt  (#0*1  +        +  *üxi)1  £i2 

Gss  \y0-yi  (*o*i  +  3Wi  f  Vi) I 

+ 1  yi  -  yo  <*b*i  +  3W  W-Ef), 

H=   {zo-*i(*o*i+3Mi  +  2o*i)l£i2 

+  { ^  -  z0  (x0xx  +  yof,  +  *o*i )  I (E0*-EJ) ; 

und  dann 

_   F  

A~~  +  yQyx  +  zox, )a } ' 

 o  

2  { 1  —  (ar0*i  +  y0yi  +  *o*i  )2I ' 

c-  2|l-(Vl+Ml+Vi)1! 

ferner 

X0  =  A  +  X0',    V0z=B+Y0',    Z0  =  C+Z0' 

setzen. 

ist,  so  ist,  wie  leicht  erhellet: 

Fx0  +  %0+#*o  =  Ii—  (*o*i+3Wi  +^i)al£i2» 
f*l  +  %i  +       =  1 1  -  (*o*i  +  y0yi  +  Vi)2)  (^o*  -  5 
also  nach  dem  Obigen: 

Axx  +  Byi  +  CH  =  - 1  (£0a  -  £*2) ; 

und  weil  nun 

*oxo  +  #0*0  +  Jo^o  —  —  i^i2 
=  Ax0  +  By0  +  Czo  +  x0X0'+y0  lo'+io^o' 
=  -  \EX* + *0X0'  +  y0  Y0'  +  *0V . 

*i  *o  +  yi  F0  +  4  Z0  =  -  4  (H»  -  £a2) 
=  Axx  +  Byi  +      +  xx  XJ  +  yt  F0'  + %  Z0' 
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ist,  ho  ist: 

*i*o'+#i*V  +  *i20'  =  0; 

■ 

folglich,  wie  aus  den  obigen  Ausdrücken  von  A,  B,  C  sich  auf 


der  Stelle  ergiebt,  auch 

AX0'  +  Br0'+CZ0'  =  0. 
Nun  ist  aber  nacff  dem  Obigen 

=  A*+        C*+2(^0'  +  ß F0'+  CZ0')  +  *o'»  +  Z0". 

also 

*o'*  +  *o'*+ Z0'*  =  E^  -  (il»  +  B*  +  C«) , 

so  dass  wir  jetzt  zur  Bestimmung  der  neu  eingeführten  unbekann- 
ten Grössen  X0' ,  Y0' ,  Z0'  die  drei  folgenden  Gleichungen  haben: 

*i*o'+#i*o'+*iZo'  =  0, 

deren  Auflösung,  in  dieser  Form,  ungemein  leicht  ist.  Aus 
den  beiden  ersten  Gleichungen  erhält  man  nämlich  auf  der  Stelle: 


#o*i  -  *o#i  %  ,     y  '  ~~XoXlX  '     Z  '—x^~y°Xl 

"#o*i— *o#i   °*      °     #o*i  —  *o#i  0,     0    #o*i  -*o#i 


woraus  sich  mit  Hülfe  der  dritten  Gleichung  ohne  alle  weitere 
Rechnung  sogleich  die  drei  folgenden  Ausdrücke  der  unbekann- 
ten Grössen  X0',  YQ't  Z0'  ergeben,  in  denen  die  oberen  und  un- 
teren Zeichen  sich  auf  einander  bezieben: 

0  V (*o#i  -#o*i)a  +  (#o*i -*ü#i)*  +  (Vi  — *o*i)* ' 


F0'  =  ± 


V  (tfoyi—  #o*i)2  +  (#o*i  —  *o#i)*+  (*o*i-*o*i)2> 

z/_j,  (^oy1-yo^l)V"^-(^-r-^^^) 
°  V  (tf0",Vi  ~-#o*i  )2  +  (#o*i  —  *o#i)2  +  (*o*i  -  *o*i  )* 


Nun  ist  aber 
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-  #>*i  )2  +  (#o*i  -  *o3/i  )2  +         -  *o*i)2 

=  1  —  ( ^tfj  +  y0f/,  +  Zo*l  )*  I 

folglich  : 

y ,    .  (yo'i  - «gfej  VXa- *2  + jgg f 
" 0  >f\  —  (*o*M  +  y0yi  +  W2 

y ,  _  ( v*i  -  *o*t )  v  y  -  g  |  g? + c*> , 

V I  -  (aroo:,  +9^,  +  *o*i)2 

Mittelst  leichter  Rechnung  findet  man: 

F*+  G*+      =  -f  909,  +  vi)2!  £i4 

+  ( 1  -  fo,*,  +  9^  +  ^IW-  Et1)* 
~2{l-(or0a:1  +y0yi  +Vi)alta  +Mi  +2o*i)£i2(£o2-^22)» 
also: 

und  folglich,  nenn  man  im  Zähler 

+  }hV\  +  *o*i  =  1  —  i  ^a2 
setzt,  wie  man  leicht  findet: 

4 a  +  fiÄ+C  -         4|l-(^1+^l+lozi)2l  ' 
also  ferner: 

Nun  ist  aber  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie: 

Ef—Ef  =  2£l£4cos^0, 
also,  wie  sich  sogleich  ergieht : 

(4  sin  /J0* — £02) 
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folglich,  wenn  ä  den  Flächeninhalt  des  Dreieck«  AQAXA%  beaeich- 
net,  weil 

£1J52sin/f0  =  2<i 

ist: 

Also  ist  nach  dem  Obigen: 


Weil  endlich,  wenn  wir  den  Winkel  A^OAx  durch  Oa  bezeich- 
nen, nach  dem  Obigen 

1  -  (*o*i  +  ftft  +  *o*i)*  =  sin  <V 
ist,  so  ist  auch: 

-  .      ,  («■* -m.)  V  16J*-E0*ESE?  . 
X°  —  *  26lnO,* 

*o  -±  2sin<V 

—  *  2sin(V 
oder,  wie  man  sogleich  fibersieht: 


ro  —  ±  2£.»(1-W) 

Für  die  Grössen  F,  G,  #  erhält  man  sogleich  die  folgenden 
Ausdrucke : 
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G  =  (yo-yi  co* o%) is;^  +  (Vl  -yoco*  QMBf—EJ), 

#  =  (*0  —  *j  COH  Oa)  +  (Z,  -  20CO8  Oä)  (E0*  —  Ef) 

oder 

F = a^»  -f     (£0*  -  £.«)  _  \*t      +  a0  <E0«  -  EJ) }  cos  Oa , 
G=y»Ei*+Vl{E*-E1?)-\ylEi*  f  y0(£^-JE,»)|co.O„ 
tf=         -f  2l  (E0*-Et*)  —{HEt*  +  z0(£02  -  £»*)}cosOa; 
und  es  ist  dann 

V  F 


B=- 


2siuÜa*  -     ZEfil  —  lEf)' 
G  G 


2sin  Oa*  —    %E£  (1  -  iE^Y 

H     _  H 

2sinOa*-~ 2Ea*(l ' 

nach  dem  Obigen  ist  aber: 

^=^  +  *0',  r0=B+r0',  z0=c+zQ' 

und 

*a=*0  +  Jr0,   yj=y0+F0,   j4  =  So+Z0; 

also: 

^=ar0  +  ^  +  ^V,  ^  =  y0+/?+  Y0' ,  h  =  *o  +  C+  Z0'. 
Wir  wollen  nun  die  Grössen 

B'=zy0  +  B,    C''  =  Io  +  C 

berechnen. 

Zuvörderst  ist 

2sin  tV  -  £i*  +  {E<?-Ef<) cos  Oa 
=  2Ea*  (1  -  j  £i»)  -    ^  +  (1  - 1 £?,•)  (EJ  -  ES) 
=fc-*{  £;0«£i»  -  2  ( £0* + £a*  -£!*)! 


und 


- 
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mit  nückiickt  auf  Geodäsie.  4Ö5 
JV-         £,*co*  Oa  =  E0*-Ef>  -  (1  -  lEi*)^1 


also  offenbar: 


.4'=  - 


4(1 -;£„«) 


» 


r4/t     4cos^.    ,      r«„  icoaA0 

4(1  -}£,») 

C  -~  4(1 -!£,«) 

Denken  wir  uns  aber  von  der  Spitze  des  Dreiecks  A0AxA2 
»uf  die  Gegenseite  J0 J,  ein  Perpendikel  gefallt,  und  bezeichnen 
die  Entfernungen  des  Fusspunkts  dieses  Perpendikels  von  den 
Spitzen  A0  und  A\  unsers  Dreiecks,  indem  wir  diese  Entfernun- 
gen als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jcnachdera  sie  von  den 
Punkten  A0  und  A{  an  nach  dem  inneren  oder  äusseren  Räume 
des  Dreiecks  hin  liegen,  (furch  Z>0  und  Dx ,  so  ist  offenbar  in 
völliger  Allgemeinheit: 

D0  =  Ex  cos  A0,  Dx  —  E0cosAx  ; 

also 

cos  A0       D0  cos  Ax  Dx 

Ei&2     EX*E%*  EqE%  E(fE^ 

folglich  nach  dem  Obigen: 

x0(E0*-4j£)+xx(Ex*-i%?) 
^  A'=  4(1— i^a») 

#^^,(^|) 
B~  4(l-i^)  •  < 


xo(E0*-i^)  +  tl(El*-4p) 


4(1 -i£,«) 
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ü runer t:   Lieber  eint  geometrische  Aufgabe  von  der  Kugel, 

Fahrt  man  den  Halbmesser  der  Kogel,  den  wir  durch  R  be- 
zeichnen wollen,  ein,  so  muss  man  setzen: 

x0  (Eo*  -  4^  Ä»)  +  xx  (E,*- 4  ^  m 
A'  =  -  4(Ä*-|Ea»)  ' 

1  4(«>-J£,»)  ' 

2»  (£0*  -  4^  «•)  +  i,  (£,*-4^Ä«) 

C'=  ? 

und 

Y  i    ,  Oft*        V[  gggg^ggggg 

ro—±  WfiW-iES) 

7  ,     .  (*o.yi  -.Vo^i)  V  16/^~go*Et»E? 

Führen  wir  aber  den  Durchmesser  J>  =  2/2  der  Kugel  ein,  so 
werden  diese  Formeln: 

A  jprr^;,,* 

,„(V  -  5»  E»»)+y,  (£,»- 

x0  (£?0«  -  5|  t>2)  +  *,  (£,  ^  -  £>  Da) 
 f/a  ^a 


I*-E2a 


und 


v,     .  2ft0*i  ~toyi)  V  4fl^*-  EJE^E* 


2(3o.Vl V4DM*~  EJEfEf 
Zo=±  E*W=E?) 

Weil  nach  dem  Obigen 
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mit  RnchsicM  auf  Geodäsie.  467 

Z>0  =  £,  cos  A0 ,    />|  =  Eq  cos  At 
ist,  so  kann  man  auch  setzen: 

DQ     Ex  cos  A0  sin  A% 

^=^cozA0=      g.u^  , 

Z>,     f£0  sin  J0co8/l1 

==       COS /Ii  ~   ;  5  • 

E%     L2  sin  ^ 

Die  gesuchten  Coordinaten  x2,  y2,  %  werden  nun  unmittelbar 
mittelst  der  Formeln 

*lSB^+jy,  H=*ir+r0',  %_c+Jkv 

erhalten.  Dass  es  wegen  der  doppelten  Zeichen  in  den  obigen 
Formeln  im  Allgemeinen  zwei  Auflösungen  giebt,  Hegt  in  der 
Natur  der  Sache. 

Man  kann  die  obigen  Formeln  durch  Einführung  einiger  Hülfs- 
grossen  noch  etwas  einfacher  darstellen.  Denkt  man  sich  von 
dem  Punkte  A0  (oder  /, )  aus  einen  Durchmesser  der  Kugel  ge- 
sogen, und  dessen  anderen  Endpunkt  mit  dem  Punkte  Al  (oder 
A0)  durch  eine  Sehne  der  Kugel  verbunden,  so  ist,  wenn  man 
diese  Sehne  durch  S%  bezeichnet,  offenbar 

Bezeichnet  man  ferner  das  Prisma,   welches   das  Dreieck 

AQAXA.2  =  d  zur  Grundfläche  und  den  Durchmesser  E  der  Kugel 
zur  Hohe  hat,  durch  P,  ferner  das  rechtwinklige  Parallelepipedon, 

welches  die  drei  Seiten  E0,  Ex,  E2  des  Dreiecks  Ä^ÄX~Ä%  zu 
Kanten  hat,  durch  P,  so  ist 

P  =  D^,    P  =  E0ElE*. 

Bezeichnen  wir  endlich  die  Projectionen  des  Dreiecks  A0OAl 
auf  den  drei  Coordinatenebenen  der  yz,  zx,  xy,  indem  wir  diese 
Projectionen  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die 
Grossen 

yo*i  -  *0yi  •  *o*i  —  #o*i »  ^o.vi  — yo^i 

positiv  oder  negativ  sind*),  respective  durch  Jlt        A%t  so  ist 

*)  Wir  begnügen  uns  der  Kürze  wegen  hier  mit  dieser  Bestimmung 
der  Vorteichen  der  Projectionen,  bemerken  aber,  dass  eine  Bestimmung 
dieser  Vorzeichen  von  mehr  geometrischem  Charakter  leicht  aus  dem 
Anfsatee  Tbl.  III.  Nr.  XXIX.  S.  261.  entnommen  werden  kann. 
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4<>8    Gruneri:   Veber  eine  geometrische  Aufgabe  von  der  Kugel, 

und  durch  Einführung  dieser  Hfllfsgrussen  werden  nun  die  obigen 
Formeln : 


A'=- 


B'  =  - 


V 

V 

«Ii 

und 


Das«  man  auch  die  Ausdrücke 
£o*-^r>*  und 

leicht  construiren  könnte,  erhellet  auf  der  Stelle,  wenn  man  die- 
selben auf  folgende  Art  darstellt: 

Wenn  die  Längen  und  Breiten  der  Punkte  A0,  Alt  A%  durch 

bezeichnet,  und  nach  dem  Obigen  die  Längen  und  Breiten  der 
beiden  ersten  Punkte  als  bekannt  angenommen  werden,  so  Gndet 
man  die  Coordinaten  x0,  y0,  *o  u"d  *i>  V\>  *\  mittelst  der  Formeln: 
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mit  Rücktickt  auf  Geodäsie. 

x0—  RcosLqCOsBo,    xx  =  K cos  Lx  cos/f,  , 

y0  =  Rs'in  Lq  cos  B0 ,    y,  =  Äsin  Lv  cos  Bx , 

io  =  ßsin  B0 ;  *4  =  Ä  sin  Z?j  ; 

und  hat  man  nun  die  Coordinaten  x%,  yit  z.2  mittelst  der  oben 
entwickelten  Formeln  berechnet,  so  erhält  man  die  Lange  und 
Breite  des  Punktes  At  durch  Auflösung  der  Gleichungen: 

x2  ~  R  cos  L2  cos  B% , 

y2  =  R8inL2cosB2, 

2%  —  //.sin  II, ; 

welche  bekanntlich  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegt. 

Man  kann  die  hier  für  die  Kugelfläche  aufgelöste  Aufgabe 
auch  für  andere  Flächen  auflösen,  was  ich  hier  noch  für  das 
Rotations  -Ellipsoid  kurz  erläutern  will. 

Die  Gleichung  des  Rotations- EHipsoids  ist,  wenn  die  Axe 
der  z  die  Drehungsaxe  ist: 

und  weil  nun  wie  oben 

x% =x0  +  El  cos 80  =xx  -f  E0coa 6t , 
y*  =#o  +  E\  cos  toQ=yl  +  £0cos  »! , 

2,  =  z0  -f-  JE74  COS  Z»0=2l+  E0(OSG)1 

ist,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

■ 

Qr0 + Ev  co«  fl0)a  -f(y0  +  £i  cos  o0)*     (t0  +  Ex  cos  50)» 
 o*   +   P  =  1' 

(gt  +  £0cos  fl^*  -f  iy%  ±  Eq  cos  mQ«      (zl  +  jg0cos51)» 

und  entwickelt  man  nun  diese  Gleichungen  weiter,  so  erhält  man 
mit  Rucksicht  auf  die  Gleichungen 

und 

cosd01+coso)oa  +  cosö02=:  1,    cosöj2!  cos  w,2-f-cos  Wja  =  1 , 
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470   Grunert:   Leber  eine  getimetriuke  Ait/gaöe  ron  der  Kugel, 
indem  man  zugleich 

setzt,  die  folgenden  Gleichungen: 

jt0  cos  0O + cos  °>o  =  —  \Ei  —  ( I  +  * 2)  *o  cos  ö0  —  \&EX  cos  g>0*  , 
ar,  cos 4        cos  w,  =r  —  $£?0  —  (1  -f  *»)  »,  cos  ö,  —  \t*Et  cos  «,» ; 
oder,  wenn  man  wieder 

X0  =  Ex  cos  6„ ,    F0  =     cos  ß>0 ,    ZG  =  JE,  cos  ö0 ; 
Xx  s=  E0  cos  0, ,    Fi  =  £0  cos  od,  ,    Z,  =  Z£0  cos  ö, 
setzt,  die  Gleichungen: 

xQ X0  -f  yu  Y0  =  -        -  (1  +  e«)2üZ0 -  ^Z0», 
*i  *i  +  y,  F,  =  -  i£0*  -  (1  +  «»)  z,  Z,  -  *e*Z,  * . 
Mittelst  der  Gleichungen 

xQ  -f-  JCQ  =  xx  -f  ^f, , 

z0  +ZÜ=21  +Z,; 

aus  denen 

A'i=*0  — +  JT0,    ^i5=y«-^Ä+  *'<>»    Z,=z0— j,+Z0 

folgt,  kann  man  nun  aus  der  zweiten  der  beiden  obigen  Gleichun- 
gen die  Grössen  JK,,  i\ ,  Z,  eliminiren,  und  hat  dann,  in  Ver- 
bindung mit  der  aus  der  Gleichung 

cos  $„*  +  cos  m0*  +  cos  ö0*=  1 

sogleich  folgenden  Gleichung 

drei  Gleichungen  zwischen  A0,  F0,  Z,  ,  aus  denen  diese  drei  un- 
bekannten Grössen  bestimmt  werden  müssen.   Drückt  man  Xn,  F„ 

o "  o 

mittelst  der  zwei  ersten  Gleichungen,  die  in  Bezug  auf  diese  bei- 
den Grössen  vom  ersten  Grade  sind,  durch  Z  aus,  und  führt  die 
erhaltenen  Werthe  in  die  Gleichung 

ein,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Z0  offenbar  eine  Glei- 
chung des  vierten  Grades,  deren  Entwicklung  hier  jetzt  nicht  in 
meiner  Absiebt  Hegt. 
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mit  Rücksicht  auf  Geodäsie.  .  471 

Sind  die  Entfernungen  E0  und  Ex  im  Verhältniss  zu  den  Ab- 
raessungcn  des  Ellipsoids  nur  klein,  und  ist  das  Ellipsoid  wenig 
von  einer  Kugel  verschieden,  ist  also  auch  eine  sehr  kleine 
Grösse,  so  werden  die  Gleichungen 

sich  nur  wenig  von  den  für  die  Kugel  geltenden  Gleichungen: 

*o*o  +  Vo  F0  =  -  JEj»  -  zÄZQ f 

oder 

unterscheiden.  Vernachlässigt  man  die  Glieder  ie*Z0a  und  \&Zy\ 
welche  besonders  klein  sind,  weil  sie  die  Quadrate  der  sehr  klei- 
nen Entfernungen  Ex  und  E0  enthalten,  so  werden  die  Gleichun- 
gen für  das  Ellipsoid: 

+y0  y0  +  (i  +  «2)*oZ0=  - 

und  sind  also  jetzt  vom  ersten  Grade,  weshalb  bei  dieser  Ver- 
nachlässigung die  Aufgabe  für  das  Ellipsoid  eine  ganz  ähnliche 
Auflösung  zulassen  wird  wie  für  die  Kugel.  Diese  Andeutungen 
mögen  vorläufig  genügen. 


i  8  c  e  1  1  e  n. 


Schreiben  de«  Hm.  Director  S  Ire  hl  k  e  in  Danzig  an  den  Heraasgeber. 


Professor  Richter  in  Elbing  schreibt  mir,  dass  er  bei  der 
Wiederholung  seiner  Berechnung  der  Zahl  n  folgende  Rechnungs- 
fehler gefunden  habe: 
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MtceUen. 


die  449.  und  430.  Decimale  müssen  48  statt  64  und 
die  480.  Decimale  muss  4  statt  5  beissen. 

Ich  lasse  nun  die  von  Herrn  Professor  Richter  in  El bing  be- 
rechnete Zahl  n  auf  500  Dezimalstellen  *) ,  nach  obigen  Anga- 
ben gehurig  berichtigt,  aus  dem  Elbinger  Anzeiger.  1854. 
Nr.  85.  (18.  October)  folgen: 

Die  Zahl  n 

in  500  Dezimalstellen,  mit  Verbesserung  einiger  früher  durch  ein 
Versehen  unrichtig  angegebener  Stellen,  ist  =3,14159  26535  89793 
23846  26433  83279  50288  41971  69399  37510  58209  74944  59230 
78164  06286  20899  86280  34825  34211  70679  82148  08651  32823 
06647  09384  46095  50582  23172  53594  08128  48111  74502  84102 
70193  85211  05559  64462  29489  54930  38196  44288  10975  66593 
34461  28475  64823  37867  83165  27120  19091  45648  66692  34603 
48610  45432  66482  13393  60726  02491  41273  72458  70066  06315 
58817  48815  20920  96282  92540  91715  36436  78925  90360  01133 
05305  48820  46652  13841  46951  94151  16094  33057  27036  57595 
91953  09218  61173  81932  61179  31051  18548  07446  23799^62749 
56735  18857  52724  89122  79381  83011  94912. 


*)  Man  TergL  Arthiv.  Tlicil  XXIII.  S.  476. 


Berichtigungen. 

Auf  S.  133. Z. 5.  v. o.  statt:  „Eine  jede  Fläche  des  Ikosaeders 
schneidet  etc."  setze  man:  „Eine  jede  Fläche  des  Ikosaeders, 
welche  an  einem  Axenende  liegt,  schneidet  etc.** 

S.235.  Z.  1.  v.  o.  statt  „S.  114"  s.  m.  „S.  118". 
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Uteraritcher  Bericht  XCVII. 


Literarischer  Bericht 

XCVII. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Almanach  der  Kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften.   Fünfter  Jahrgang.    1855.    Wien.  8. 

Die  vier  früheren  Jahrgänge  dieses  Almanachs  sind  in  den 
Liter.  Ber.  Nr.  LXVHI.S. 873.,  Nr.  LXXV1I.  S.  961.,  Nr.  LXXXVI. 
S.  1.  angezeigt  worden.  Schon  in  Nr.  LXVI1I.  S.  873.  haben  wir 
hemerkt,  dass  wir  diese  Publication  der  um  die  mathematischen 
und  physikalischen  Wissenschaften  schon  in  der  kurzen  Zeit  ihres 
Bestehens  so  hoch  verdienten  Kaiserlichen  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien  für  die  Geschichte  und  Literatur  der  genann- 
ten Wissenschaften  namentlich  deshalb  von  besonderer  Bedeutung 
halten ,  weil  in  diesen  Almanachen  vollständige  Verzeichnisse,  wie 
man  sie  sonst  nirgends  antreffen  dürfte,  der  Schriften  von  Män- 
nern enthalten  sind,  denen  die  Mathematik,  Astronomie  und  Phy- 
sik so  Vieles  verdanken,  wie  Belli  und  Bordoni  in  Pavia, 
v.  Burg  in  Wien,  Carlini  in  Mailand;  Doppler,  v.  Ettings- 
hausen, Gintl,  Haidinger,  Koller,  Kreil,  Kunzek,  v. 
Littrow,  Moth,  Petzval,  v.  Prechtl,  sämmtlich  in  Wien; 
Santini  in  Padua,  Salomon,  Schrötter  und  Stampfer  in 
Wien,  Weisse  in  Krakau,  u.  s.  w.,  wobei  aber  natürlich  auch 
ausserdem  die  nähere  Kenntniss  der  Geschichte  und  Organisation 
einer  gelehrten  Korperschaft,  welche  für  die  genannten  Wissen- 
schaften von  so  grosser  Bedeutung  ist,  wie  die  Kaiserliche  Aka- 
demie der  Wissenschaften,  für  jeden  Mathematiker  und  Physiker 
von  grossem  Interesse  sein  muss.  Was  nun  aber  den  vorliegen- 
den Jahrgang  des  Almanachs  insbesondere  betrifft,  so  erfordert 
derselbe  auch  wegen  seines  speciellen,  sehr  interessanten  und 

Thl.XXV.Hft.  1.  1 
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Uterarischer  Bericht  XCV/f. 


lehrreichen  Inhalts  hier  eine  besondere  Anzeige.    Unter  Nr.  III. 
hat  der  General -Secretair  der  Akademie,  Herr  Professor  Schröt- 
ter,  einen  Bericht  über  die  Thätigkeit  der  Akademie  für  den 
Zeitraum  vom  30.  Mai  1853  bis  dahin  1854  erstattet,  in  dem  von 
Neuem  der  Beweis  für  die  ausgezeichnete  Stellung,  welche  die 
Kaiserliche  Akademie  unter  den  Instituten  dieser  Art  gegenwärtig 
mit  Recht  einnimmt,  in  der  deutlichsten  Weise  geliefert  ist.  Dann 
müssen  wir  besonders  hervorheben  die  von  Sr.  Excellenz  Herrn 
Minister  v.  Baumgartner  als  Präsident  der  Akademie  gehaltene 
Rede  über  den  Zufall  in  den  [Naturwissenschaften,  welche 
wir  für  so  interessant  halten,  dass  wir  sie  unsern  Lesern  in  die- 
sem Hefte  des  Archivs  vollständig  mitgetheilt  haben,  und  daher 
hier  nichts  weiter  über  dieselbe  zu  sagen  brauchen.    Endlich  ent- 
halt auch  die  Rede  des  Herrn  Professors  E.  Brücke:  „über 
die  Arbeitsthiere"  so  viel  Interessantes  und  Wichtiges  über 
die  Leistungen  der  Arbeitsthiere  in  Rücksicht  auf  Physik  und 
Mechanik,  dass  wir  auf  dieselbe  hier  besonders  hinzuweisen  uns 
für  verpflichtet  halten,  so  wie  wir  denn  diesen  Almanach  über- 
haupt, aus  den  oben  ausführlich  dargelegten  Gründen,  in  jeder 
Rücksicht  unseren  Lesern  zu  besonderer  Beachtung  empfehlen. 

Almanach  der  Königlich  Baierischen  Akademie  der 
Wissenschaften  für  das  Jahr  1855.   München.  8. 

Die  Königlich  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  hat 
Almanache  für  die  Jahre  1843,  1844,  1845,  1847,  1849  und  so 
eben  den  für  das  laufende  Jahr  1855  veröffentlicht.    Wenn  schon 
an  sich  die  nähere  Kenntniss  der  Geschichte  und  der  inneren 
Organisation  wissenschaftlicher  Institute  und  gelehrter  Körper- 
schaften von  so  hoher  Bedeutung,  wie  die  am  28.  März  1759  ge- 
stiftete Königliche  Bayerische  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
München,  welche  sich  auch  hauptsächlich  die  Bearbeitung  und 
Vervollkommnung  der  mathematischen  und  physikalischen  Wissen- 
schaften zur  Aufgabe  machen,  für  jeden  Liebhaber  dieser  Wissen- 
schaften von  dem  grössten  Interesse  sein  muss,  so  gewinnt  der 
vorliegende  Almanach  noch  dadurch  für  die  Geschichte  und  Lite- 
ratur der  genannten  Wissenschaften  an  besonderer  Bedeutung, 
weil  er  vollständige  Verzeichnisse,  wie  man  sie  sonst  nirgends 
antrifft,  der  Schriften  von  Männern  enthält,  denen  die  Mathematik 
und  Physik  und  die  übrigen  Naturwissenschaften  so  Vieles  ver- 
danken, wie,  um  nur  Einige  zu  nennen,  Stein  heil,  Lamont, 
Schafhäutl,  Seidel  und  Kuhn  in  der  Mathematik,  Astrono- 
mie und  Physik;  wie  Buchner,  Liebig,  Vogel,  Schafhäutl, 
Pettenkofer  in  der  Chemie;  wie  v.  Martius  in  der  Botanik, 
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v.  Fuchs  in  der  Mineralogie,  v.  Schubert  in  der  allgemeinen 
Naturgeschichte,  u.s.w.  Ausserdem  enthält  dieser  Almanach,  den 
wir  hier  mit  besonderem  Vergnügen  anzeigen,  auch  ein  vollstän- 
diges Verzeichniss  der  von  der  Akademie  herausgegebenen  selbst- 
ständigen Schriften  einzelner  Verfasser  und  Verzeichnisse  des 
Inhalts  ihrer  Denkschriften,  auch  auf  S.  1.  —  S.  75.  die  sehr  in- 
teressante Geschichte  ihrer  Entstehung  und  der  verschiedenen 
Phasen  ihrer  weiteren  Entwickelung  bis  jetzt,  ihre  zu  verschiede- 
nen Zeiten  gegebenen  Statuten,  Nachrichten  über  ihre  neuesten 
wissenschaftlichen  Arbeiten  und  Unternehmungen  u.  s.  w.,  was 
Alles  diesen  Almanach  für  jeden  Mathematiker  und  Physiker,  na- 
mentlich in  Rucksicht  auf  deren  Geschichte  und  Literatur,  zu 
einer  sehr  interessanten  Erscheinung  macht,  weshalb  wir  densel- 
ben daher  hier  zu  sorgfaltigster  Beachtung  recht  sehr  empfehlen. 


Arithmetik. 

Bahnen  höherer  Gleichungen  und  neue  Arten  der 
Losung  und  Näherung  von  J.  Riedl  v.  Leuenstern.  Mit 
eilf  gestochenen  Tafeln.    Wien.  1852.  4. 

„Die  Bahn  einer  homonymen  Reihe  von  Zahlengleichungen", 
sagt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  3.  seiner  Schrift,  „ist  eine  Krumme 
von  der  Ordnung  der  höchsten  Potenz  in  ihrem  Ausdrucke,  deren 
Abscissen  (x)  veränderliche  Werthe  des  letzten  Gliedes  der  Ein- 
zelgleichungen,  die  Ordinaten  (y)  aber  die  jedem  dieser  Werthe 
entsprechenden  Wurzeln  sind.  Sie  bedingt  demnach  eine  Glei- 
chung zweier  Veränderlichen,  deren  eine  nur  einmal,  und  zwar 
in  der  ersten  Potenz,  die  andere  in  Gliedern  mit  verschiedenen 
Potenzen,  Factoren  und  Zeichen  erscheint;  diese  bestimmen  das 
Gesetz  der  Krummen  und  sind  für  jede  gegebene  Bahn  unverän- 
derlich." —  Es  ist  nicht  ganz  leicht,  den  Zweck  und  die  Absicht, 
welche  der  Herr  Verfasser  bei  Ausarbeitung  und  Publication  die- 
ser Schrift  hatte,  in  ganz  kurzen  Worten,  wie  es  die  Natur  die- 
ser literarischen  Berichte  nöthig  macht,  anzugeben.  Indess  mag 
man  im  Allgemeinen  der  Wahrheit  am  nächsten  kommen,  wenn 
man  sagt,  dass  in  derselben  die  Darstellung  der  Functionen  der 
Gleichungen  durch  Curven  gezeigt,  besonders  und  zunächst  Hülfs- 
mittel  zur  Aufsuchung  von  besonders  hervortretenden  Hauptpunk- 
ten dieser  Curven  angegeben  worden  sind,  deren  Benutzung  zur 
Construction  der  in  Rede  stehenden  Curven  gezeigt,  und  alles 
dieses  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen  durch  Nähe- 
rang angewandt  worden  ist,  wobei  der  Herr  Verfasser  auch  auf 
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S.  23.  unter  dem  Namen  einer  Rechenmaschine  ein  Instrument 
zur  Abkürzung  und  Vereinfachung  der  einschlagenden  Rechnun- 
gen beschreibt.  Die  Beschränktheit  des  Raumes  dieser  literari- 
schen Berichte  nöthigt  uns,  die  Leser  des  Archivs  Behufs  nähe- 
rer Kenntnissnahme  auf  die  Schrift  selbst  zu  verweisen,  indem 
wir  nur  noch  bemerken,  dass  der  Herr  Verfasser  in  der  Zeit- 
schrift des  österreichischen  In genieur- Vereins.  1853. 
Nr.  13.,  U.,  19.,  20.  und  1854.  Nr.  5.  einige  Nachträge  zu  der- 
selben und  einige  sein  Verfahren  zur  Auflösung  der  numerischen 
Gleichungen  weiter  erläuternde  Bemerkungen  geliefert  hat. 


In  einer  Recension,  wenn  man  überhaupt  solche  Machwerke, 
wie  das  nachher  zu  besprechende,  so  nennen  darf,  der  Diffe- 
rential- und  Integralrechnung  von  Herrn  Professor  Külp 
in  Darmstadt,  die  in  einem  der  neuesten  Hefte  der  Göttin- 
ger gelehrten  Anzeigen  sich  findet,  wundert  am  Schluss 
derselben  ihr  Verfasser,  Herr  Doctor  Schnuse,  —  der  ja  nun 
das  Uebersetzungs-  Handwerk  wohl  aufgegeben  und  im  Interesse 
der  mathematischen  Literatur  sich  ganz  aufs  Recensiren  verlegt 
hat,  —  sich  darüber,  dass  das  genannte  Buch  im  Archiv. 
Literar.  Ber.  Nr.  XCIII.  S.  1.  vor  den  meisten  anderen  neue- 
ren Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  höheren  Analysis  als  ver- 
dienstlich hervorgehoben  worden  ist,  namentlich  deshalb,  weil 
es  den  Schüler  in  zweckmässiger  Weise  in  den  Geist  der  neue- 
ren, durch  Strenge  und  in  allen  anderen  Beziehungen  vor  der  älte- 
ren so  sehr  ausgezeichneten  Analysis  einführt.  Dass  darüber 
Herr  Doctor  Schnuse  sich  wundert,  hat  uns  gar  nicht  ge- 
wundert; denn  wo  so  ganz  und  gar  keine  Kenntniss  und  Ver- 
ständniss  dessen,  was  die  neuere  Analysis  erstrebt  und  wodurch 
sie  sich  in  Rücksicht  auf  wahre  mathematische  Strenge  so  sehr 
vor  der  älteren  Analysis  auszeichnet,  sich  findet,  wie  bei  die- 
sem Recensenten,  ist  es  ganz  natürlich  und  kann  nicht  im  Ge- 
ringsten befremden,  dass  demselben  solche  Urtheile,  wie  das  im 
Archiv  ausgesprochene,  höchst  wunderbarlich  vorkommen  müs- 
sen. Wenn  aber  namentlich  Herr  Schnuse,  wie  er  neuerdings 
öfters  beliebt,  in  seinen  recensirenden  Machwerken  sich  den  An- 
schein eines  Philosophen  oder  philosophischen  Mathematikers  zu 
geben  sucht,  fallt  er  im  eigentlichen  Sinne  ganz  dem  Gebiete  des 
Tragikomischen  anheim.  Wir  haben  uns  also  gar  nicht  gewun- 
dert, dass  Herr  Schnuse  sich  über  jene  Anzeige  im  Literari- 
schen Berichte  des  Archivs  gewundert  bat.  Darüber  aber  wun- 
dern wir  uns,  —  und  nicht  wenige  andere  Mathematiker  sich  mit 
uns,  —  schon  lange,  dass  eine  so  berühmte  kritische  Zeitschrift, 
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wie  die  Guttinger  gelehrten  Anzeigen,  ihre  Seiten  immer 
noch  mit  solchen!!  sogenannten  Recensionen  füllt.  Dagegen 
hat  es  uns  im  Interesse  der  an  ausgezeichneten  kritischen  Anzei- 
gen anderer  trefflicher  Mitarbeiter  auch  im  Gebiete  der  Mathe- 
matik ausgezeichneten  Heidelberger  Jahrbücher  der  Lite- 
ratur wahrhaft  gefreut,  dass  diese  hochachtbare  Zeitschrift  Herrn 
Schnuse  neuerlich  aus  der  Reihe  ihrer  Mitarbeiter  wohl  gestrichen 
haben  mag,  wie  dies  uns  wenigstens  scheinen  will,  weil  wir 
in  derselben  Herrn  Schnuse  seit  lange  nicht  mehr,  wie  früher 
üfters,  zu  unserer  Ergutzung  zu  begegnen  das  Vergnügen  gehabt 
haben.  Wir  hoffen  und  wünschen  uns  nicht  zu  täuschen,  wenn 
wir  die  Meinung  hegen,  dass  diesem  hochachtbaren  Journale  die 
Gottinger  gelehrten  Anzeigen  in  ihrem  eigenen  Interesse 
hierin  bald  nachfolgen  werden.  Grunert. 


Einige  Sätze  aus  den  Anfangsgründen  der  Zahlen- 
lehre von  Brennecke,  Director  der  städtischen  Real- 
schule zu  Posen.  (Programm  der  genannten  Lehran- 
stalt von  Ostern  1855.) 

In  diesem  den  Lesern  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Pro- 
gramm hat  der  Herr  Verfasser  eine  zweckmässige  Zusammenstel- 
lung einiger  der  wichtigsten  Sätze  der  Zahlenlehre  oder  Theorie 
der  Zahlen  geliefert,  und  zunächst  mit  richtigem  Takte  nament- 
lich das  ausgewählt,  was  auch  für  den  gewöhnlichen  arithmetischen 
Unterricht  von  Wichtigkeit  ist  und  zu  dessen  Vervollständigung 
dient,  besonders  also  die  Lehre  von  der  Theilbarkeit  und  den 
Theilern  der  Zahlen,  die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit,  und  was 
weiter  hierher  gehört.  Auch  die  Theorie  der  Kettenbruche  und 
ihre  Anwendung  zur  Ausziehung  der  Quadratwurzel  fehlt  nicht. 
Dann  finden  wir  die  Congruenz  der  Zahlen;  das  Fermat'sche 
und  Wilson'sche  Theorem,  beide  auch  in  erweiterter  Gestalt;  das 
Reciprocitätsgesetz ;  die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste  und 
vieles  andere  hierher  Gehörige.  Je  weniger  die  höhere  Zahlen- 
lehre noch  bekannt  zu  sein  scheint,  desto  mehr  verdienen  Schrif- 
ten, wie  die  vorliegende,  Beachtung,  da  dieselben  jedenfalls  ge- 
eignet sind,  dergleichen  wichtigen  T heilen  der  Wissenschaft  eine 
grossere  und  allgemeinere  Anerkennung  und  Verbreitung  zu  ver- 
schaffen und  zu  sichern. 


Geometrie. 

Die  Theorie  der  Kreisverwandtschaft  in  rein  geo- 
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metrischer  Darstellung.  Von  A.  F.  Möbius.  Aus  den 
Abhandlungen  der  mathematisch  -  physischen  Klasse 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften.  Leipzig.  Hirzel.  1855. 

Die  Kreisverwandtschaft  erklärt  der  Herr  Verfasser  auf  S.  534. 
auf  folgende  Weise:  „ Angenommen ,  dass  in  zwei  Ebenen  jedem 
Punkte  der  einen  ein  Punkt,  und  nicht  mehr  als  einer,  in  der  an- 
dern dergestalt  entspricht,  dass  von  je  vier  Punkten  der  einen, 
welche  in  einem  Kreise  liegen,  die  entsprechenden  in  der  andern 
gleichfalls  in  einem  Kreise  enthalten  sind,  so  soll  jedes  System 
von  Punkten  der  einen  Ebene  und  das  von  den  entsprechenden 
Punkten  in  der  andern  gebildete  System,  also  auch  jede  Linie 
der  einen  und  die  Linie  der  andern,  welche  die  den  Punkten  der 
erstem  Linie  entsprechenden  Punkte  verbindet,  einander  kreis- 
verwandt heissen." 

„Hierbei  machen  wir,  dem  Princip  der  Stetigkeit  gemäss, 
noch  die  Voraussetzung,  dass  von  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Punkten  der  einen  Ebene  die  entsprechenden  in  der  an- 
dern gleichfalls  —  wenigstens  im  Allgemeinen  —  einander  unend- 
lich nahe  sind." 

Diese  neue  Art  der  Verwandtschaft,  welche  eine  ziemliche 
Anzahl  merkwürdiger  Beziehungen  darbietet,  hat  der  um  die  reine 
Geometrie  schon  so  vielfach  verdiente  Herr  Verfasser  in  dieser 
sehr  lesenswerthen  und  sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Ab- 
handlung einer  ausführlichen  Untersuchung  unterworfen,  wobei  er 
sich  zwar  der  rein  geometrischen  Darstellungsweise  bediente,  aber 
doch,  wie  schon  in  seinem  „Barycentrischen  Calcul",  die 
Allgemeinheit,  welche  die  analytische  Methode  gewährt,  mit  der 
Anschaulichkeit  der  rein  geometrischen  dadurch  zu  verbinden  suchte, 
dass  er  in  den  Ausdrücken  für  Raumgrössen  durch  Nehencinan- 
derstellung  von  Buchstaben,  welche  deren  Begrenzung  bezeich- 
nen, auf  die  Aufeinanderfolge  dieser  Buchstaben  stets  die  gehö- 
rige Rücksicht  nahm,  eine  Darstellungs-  und  Entwickelungsweise, 
von  der  Herr  Möbius  bekanntlich  schon  sehr  viele  fruchtbare 
Anwendungen  gemacht  hat  und  die  zu  allgemeinerem  Gebrauche 
bei  Untersuchungen  aus  dem  Gebiete  der  reinen  Geometrie  jeden- 
falls sehr  empfohlen  zu  werden  verdient,  so  wie  wir  denn  über- 
haupt sehr  wünschen,  dass  namentlich  auch  die  vorliegende  ver- 
dienstliche Abhandlung  die  allgemeinste  Beachtung  bei  allen 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  finden  möge. 

Ueber  das  vergleichende  Maass  der  Körperwinkel 
von  Joseph  Riedl  von  Leuenstern.    Aus  den  naturwis- 
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•  e  n  sch  aftliche  n  Abhandlungen,  gesammelt  und  durch 
Subscription  herausgegeben  vou  W.  Haidinger.  II.  Band. 
II.  Theil.  S.  h  4. 

Ueber  die  Summe  der  Körperwinkel  an  Pyramiden. 
Von  J.  Riedl  von  Leuenstern.  Aus  denselben  Abhand- 
lungen.  III.  Band.  2.  Abth.  S.  87.  4. 

Ueber  Raute,  Prisma  und  Kegel  in  akronometri- 
tcher  Beziehung.  Von  Joseph  Riedl  von  Leuenstern. 
Aus  denselben  Abhandlungen.   IV7.  Band.  2.  Abth.  S.  47. 

Diese  drei  in  enger  Verbindung  mit  einander  stehenden,  ste- 
reometrische Untersuchungen  enthaltenden  Abhandlungen  scheinen 
bisher,  unverdienter  Weise,  ziemlich  unbeachtet  geblieben  zu  sein. 
Als  Grundgedanke  derselben,  dessen  weiterer  Entwickelung  im 
Allgemeinen  hauptsächlich  die  erste  Abhandlung  gewidmet  ist, 
kann  man  die  Auffindung  und  Angabe  eines  allgemeinen  Maasses 
der  körperlichen  Winkel  bezeichnen,  durch  welches  dieselben  in 
eben  so  einfacher  Weise  gemessen  und  unter  einander  verglichen 
werden  können,  wie  die  ebenen  Winkel  mittelst  ihrer  bekannten 
Maasse.  Dass  der  Herr  Verfasser  dabei  auf  den  achten  Theil  der 
Kugelfläche  oder  den  sogenannten  sphärischen  Octanten  kommen 
musste,  war  natürlich  und  Hess  sich  erwarten;  er  ist  dabei  in  ge- 
wisser Rucksicht  zusammengetroffen  mit  dem  Herausgeber  des 
Archivs,  welcher  in  einer  schon  im  Jahre  1830  in  dem  Crelle- 
schen  Journal.  Thl.  V.  S.  37.  unter  dem  Titel:  „Einige 
stereometrische  Sätze"  veröffentlichten  Abhandlung  körper- 
liche Winkel  schon  auf  dieselbe  Weise  gemessen  hat  und  dadurch 
zu  verschiedenen  hemerkenswerthen  Sätzen  über  die  Polyeder 
gelangt  ist,  die  auch  späterhin  in  verschiedenen  Lehrbüchern,  z.B. 
in  der  „U ebersetzung  und  Bearbeitung  der  Geometrie 
von  van  Swinden  von  Jacobi"  reproducirt  worden  sind.  Herr 
Riedl  von  Leuen stern  ist  aber  bei  der  in  Rede  stehenden 
Messung  der  körperlichen  Winkel  noch  einige  wesentliche  Schritte 
weiter  gegangen,  wie  der  Herausgeber  des  Archivs  bei  seinen  an- 
geführten Untersuchungen,  indem  er  z.  B.  auf  S.  4.  der  ersten 
Abhandlung  einen  Grad  einer  Kugelfläche  nach  einem  beson- 
ders von  ihm  aufgestellten  Begriffe  in  die  Betrachtung  einführt 
und  davon,  so  wie  auch  noch  von  verschiedenen  anderen  Begrif- 
fen, auf  die  wir  hier  der  Beschränktheit  des  Raumes  wegen  nicht 
weiter  eingehen  können,  vortbeilhafte  Anwendungen  macht.  In 
der  zweiten  und  dritten  Abhandlung  sind  die  in  der  ersten  nie- 
dergelegten allgemeinen  Betrachtungen  und  festgestellten  Begriffe 
auf  die  auf  deren  Titeln  genannten  Körper:   Pyramide,  Raufe, 
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Prisma  und  Kegel  angewandt,  und  diese  Korper  auch  noch  aus 
andern  Gesichtspunkten ,  immer  aber  vorzugsweise  in  Bezug  auf 
ihre  körperlichen  Winkel,  betrachtet  worden.    Dass  der  Heraus- 
geber allen  stereometrischen  Untersuchungen  von  der  Tendenz  der 
von  Herrn  Riedl  von  Leuen  stern  angestellten  eine  gewisse 
Wichtigkeit  beizulegen  geneigt  ist,  geht  schon  daraus  hervor,  dass 
er,  wie  schon  erinnert,  früher  selbst  diesen  Gegenständen  seine 
Aufmerksamkeit  gewidmet  hat;  er  thut  dies  aber  jetzt  noch  weit 
mehr,  weil  er  immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnt, 
dass  unsere  jetzige  Stereometrie  noch  sehr  der  Vervollkommnung 
bedarf,  und,  natürlich  mit  Ausnahme  der  eigentlichen  Berechnung 
der  Volumina  und  Oberflächen  der  Körper,  in  der  That  wenig 
darbietet,  was  einer  weiteren  fruchtbaren  Anwendung  fähig  ist. 
Eine  solche  weitere  Anwendbarkeit  der  stereometrischen  Lehrsätze 
herbeizuführen  oder  wenigstens  vorzubereiten,  scheinen  aber  Un- 
tersuchungen wie  die  in  den  vorliegenden  Abhandlungen  angestell- 
ten wohl  geeignet  zu  sein,  weshalb  wir  die  Leser  des  Archivs 
bitten,  dieselben  nicht  ganz  unbeachtet  zu  lassen.  G. 


Optik. 

Der  hohe  Preis ,  in  welchem  gute  optische  Instrumente,  na- 
mentlich aber  die  Fernrohre  von  etwas  grösseren  Dimensionen, 
bis  jetzt  gestanden  haben  und  noch  stehen,  ist  gewiss  der  so  sehr 
zu  wünschenden  grösseren  Verbreitung  dieser  Instrumente  bisher 
sehr  hinderlich  gewesen,  und  hat  vorzugsweise  nur  gut  dotirten 
öffentlichen  Instituten  und  einzelnen  reicheren  Liebhabern  der 
mathematischen   und  physikalischen  Wissenschaften  deren  An- 
schaffung möglich  gemacht.    Im  höchsten  Grade  erfreulich  ist  es 
daher,  dass  Herr  Ministerialrath  Stein  heil  in  München  dort 
so  eben  ein  Institut  in 's  Leben  gerufen  hat,  welches  diesem  Ue  bei- 
stände in  kräftigster  und  dankenswertester  Weise  abzuhelfen 
verspricht,  und  für  sein  vollständiges  Gelingen  und  die  Trefflich- 
keit der  aus  ihm  hervorgehenden  Instrumente  in  dem  grossen  prak- 
tischen Talente  und  der  eben  so  grossen,    ausgezeichneten  und 
gründlichen  theoretischen  Kenutniss  aller  Theile  der  mathemati- 
schen und  physikalischen  Wissenschaften,  welche  in  so  ungemein 
seltener  Weise  in  dem  berühmten  Begründer  dieses  Instituts  ver- 
einigt sind,  das  vollständigste  Gewähr  findet  und  dadurch  die 
vollständigste  Bürgschaft  leistet.    Es  macht  mir  daher  sehr  grosse 
Freude,   den  Lesern  des  Archivs  das  Programm,  welches  Herr 
Ministerialrath  Steinheil  über  die  Eröffnung  seines  Instituts  so 
eben  veröffentlicht  hat,  im  Folgenden  mittheilen  zu  können,  was 
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ich  vollständig  thue,  weil  die  Leser  dadurch  am  Besten  mit 
dem  Zwecke  dieses  Instituts  bekannt  werden.    Auch  nur  ein  flüch- 
tiger Blick  in  das  Preisverzeichniss  wird  jeden  Kundigen  von  der 
Niedrigkeit  der  gestellten  Preise,  namentlich  in  Verhältniss  zu 
den  bisher  gewöhnlichen,  auf  der  Stelle  uberzeugen,  und  die 
Wissenschaft  muss  und  wird  es  jedenfalls  Herrn  Ministerialrath 
Stein  heil  besonderen  Dank  wissen,  dass  er  in  solcher  Weise, 
deren  Einfluss  auf  die  Förderung  der  Wissenschaft  in  der  allsei- 
tigsten  Richtung  gewiss  nicht  ausbleiben  wird,  für  die  Bedürf- 
nisse auch  weniger  bemittelter  Gelehrter  und  weniger  gut  dotirter 
Institute  gesorgt  hat.    Hauptsächlich  sind  auch  alle  Gymnasien, 
Real-  und  höheren- Bürgerschulen,   Gewerbeschulen  und  ähnliche 
Lehranstalten,  die  meistens  in  die  vorher  erwähnte  letztere  Kate- 
gorie gehören,  auf  dieses  neue  Institut  aufmerksam  zu  machen, 
indem  sie  schwerlich  irgendwo  anders  ihre  Bedürfnisse  zweck- 
mässiger und  in  einer  ihren  Verhältnissen  mehr  entsprechenden 
Weise  zu  befriedigen  im  Stande  sein  werden.    Wenn  auch,  wie 
bereits  erinnert,  schon  der  Name  des  Herrn  Ministerialraths  Stein- 
heil für  die  Trefflichkeit  der  aus  dem  Institute  hervorgehenden 
Instrumente  vollständige  Bürgschaft  leistet,  so  will  ich  doch  zu 
bemerken  nicht  unterlassen,  dass,  wie  ich  bestimmt  weiss,  meh- 
rere dieser  Instrumente,  selbst  bei  nicht  ganz  günstigen  atmo- 
sphärischen Verhältnissen,  auf  der  jetzigen  grossen  Pariser  Indu- 
strie-Ausstellung von  so  ausgezeichneten  Kennern,  wie  Brewster, 
Leverrier,  Mathieu  u.  A. ,  die  günstigste  Beurtheilung  gefun- 
den haben.    Steinbeil' sehe  Fernröhre  von  6  Fuss  Brennweite, 
die  eine  360malige  Vergrösserung  recht  gut  ertragen,  sollen  bei 
42  Linien  Oeffnung  des  Objectivs  mehr  leisten ,  als  aus  anderen 
Werkstätten  hervorgegangene  Fernröhre  mit  Objectiven  von  4  Zoll 
Oeffnung. 

Es  gereicht  mir  zur  besonderen  Genugthuung  und  macht  mir 
besondere  Freude,  durch  das  sich  einer  weiten  Verbreitung  erfreuende 
Archiv,  indem  ich  das  folgende  Programm  den  Lesern  nicht  bloss  aus- 
zugsweise, sondern  vollständig  mittheile,  zu  der  im  höchsten  Grade 
wünschenswerthen  Bekanntwerdung  dieser  so  sehr  verdienstlichen 
Unternehmung  in  einem  möglichst  weiten  Kreise  Einiges  beitra- 
gen zu  können,  und  wünsche  sehr,  dass  Herr  Ministerialrat!]  Stein- 
heil durch  recht  reichliche  Abnahme  für  die  grossen  Kosten,  welche 
die  Gründung  eines  solchen  Instituts  nothwendig  aufzuwenden  er- 
fordert, einigermassen  entschädigt  werden  möge.  Auch  wird  es 
mir  besonderes  Vergnügen  machen,  über  die  Leistungen  eines 
kleineren  Tubus  von  24  Linien  Oeffnung  und  24  Zoll  Brennweite 
mit  56  und  120maliger  Vergrösserung,  zu  dem  so  sehr  geringen 
Preise  von  66  Gulden,  welchen  ich  bald  aus  dem  neuen  Institute 
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zu  erhalten  hoffe,  vielleicht  auch  später  über  ein  grösseres  Fern- 
rohr, in  dem  Archive  Bericht  zu  erstatten.  Grunert 

ERÖFFNUNG 

der  optischen  und  astronomischen  Werkstätte 

von 

G.  A.  Steinbell  in  München. 

Die  Absicht,  welche  diese  Anstalt  ins  Leben  gerufen  hat,  ist: 
dem  grossen  Publikum  vollkommene  optische  Instrumente,  diese 
unentbehrlichsten  Hulfsmittel  zum  Studium  der  Natur,  durch  mög- 
lichst niedrige  Preise  leicht  und  allgemein  zugänglich  zu  machen 
und  vielleicht  auf  diesem  Wege  beizutragen  zur  Erhaltung  des 
Ruhmes,  den  Fraunhofer  für  Bayern  darin  gegründet  hat.  Mit 
besonderer  Vorliebe  seit  30  Jahren  den  optischen  Studien  ergeben, 
bin  ich  jetzt  im  Besitze  der  Erfahrungen  und  der  Hulfsmittel,  welche 
die  Wahl  und  die  Bestimmung  der  Glasarten  (die  ich  von  Daguet 
in  Solothurn  beziehe),  die  Rechnung  und  die  HeAtellung  der  rich- 
tigen Gestalten  erfordern,  wenn  Gutes  geleistet  werden  soll.  Durch 
meine  Productionsmethoden  bin  ich  nicht  nur  in  den  Stand  gesetzt, 
Objective  herzustellen,  die  als  identisch  zu  betrachten,  also  von 
gleicher  Güte  sind,  sondern  auch  die  gewünschte  Vollendung  mit 
verhältnissmässig  geringer  Arbeit*)  zu  erreichen,  so  dass  ich  die 
Preise  meiner  Objective  auf  die  Hälfte  und  bei  grüssern  auf  noch 
weniger  gestellt  habe,  als  gleich  gute  Objective  jetzt  kosten.  Um 
diesen  Vortheil  aber  nicht  bloss  andern  Werkstätten,  sondern 
auch  dem  Publikum,  was  ganze  Instrumente  verlangt,  direkt  zu- 
zuwenden, beziehe  ich  die  Montirungen  der  Fernrühre,  Tubus  etc. 
aus  Werkstätten,  die  nur  Montirungen  liefern,  und  setze  dafür 
auch  nur  die  selbst  ausbezahlten,  mit  Rücksicht  auf  vollendete 
Arbeit  auf  ein  Minimum  reducirten  Preise  an,  so  dass  sich  die 
Thätigkeit  der  eigenen  optischen  Werkstätte  auf  die  Herstellung 
und  Fassung  der  Objective  und  Okulare  und  auf  Zusammenstel- 
lung und  Prüfung  der  Instrumente  beschränkt.  Nur  durch  diese 
Einrichtung  und  völlig  gesicherten  grossen  Absatz  wird  es  mög- 
lich, auch  ganze  Instrumente,  die  in  allen  wesentlichen  Thei- 
len  die  höchste  Vollendung  besitzen,  um  so  niedrige 
Preise  herzustellen.  Daher  sind  nachfolgende  Bestimmungen  als 
nothwendig  erachtet  und  festgestellt  worden. 


*)  Hieran  trägt  da«  ausgezeichnete  Eieenoxjd  des  Prof.  Vogel  jun.. 
dessen  ich  mich  ausschliesslich  bediene,  wesentlich  bei. 
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1.  Die  Werks tätte  arbeitet  nur  auf  Bestellungen;  die  Ablie- 
ferung erfolgt  der  Zeit  nach  in  der  Ordnung,  in  der  be- 
eteilt wurde. 

2.  Man  richtet  die  Bestellungen  franco  an  die  optische 
und  astronomische  Werkstätte  von  C.  A.  Stein- 
heil in  München.  Es  wird  nirgends  ein  Depot  dieser 
Instrumente  errichtet  und  es  erhält  kein  Unterhändler  Rabatt. 

3.  Die  Hälfte  des  Kaufpreises  wird  bei  der  Bestellung,  die 
andere  Hälfte  bei  Abgabe  der  Instrumente  franco  entrichtet. 

4.  Für  Transport  übernimmt  die  Werkstätte  keine  Haft.  Auf 
Verlangen  besorgt  sie  Verpackung  und  Absendung,  die 
besonders  verrechnet  werden  und  beim  Empfang  zu  ver- 
güten sind. 

Vorläufige    Zusammenstellung    einiger  Gegenstände, 
welche  aus  der  optischen  und  astronomischen  Werk- 
statte von  C  A.  Steinhell  In  München  um  die  beige- 
setzten Preise  abgegeben  werden. 

a.   Achromatische  Dopp  elobjecti ve. 

L  Alle  Objective  werden  nur  aas  Glas  bearbeitet,  -vrelcb.es  sich  bei 
der  strengsten  Prüfung  jeder  Linse  vollkommen  homogen  zeigt.  Von  allen 
Glasarten  ist  die  Brechung  für  die  Fr aunhof er' sehen  fixen  Linien  B,  C, 
D,  £,  F  und  G  auf's  Schärfste  bestimmt. 

2.  Das  seeuudäre  Spectrum  ist  so  gelegt ,  wie  es  Compensationsprismen 
aus  denselben  Glasarten  zeigen,  wenn  die  Deutlichkeit  der  Ränder  ein  Maxi- 
mum ist. 

3.  Der  Kugelgestaltfehler  ist  über  das  ganze  Objecliv  vom  Rande  bis 
zur  Mitte  streng  gehoben,  was  bekanntlich  durch  sphärische  Flächen  nicht 
erreicht  werden  kann. 

4.  Je  nach  der  Bestimmung  des  Bestellers  werden  die  Objective  ver- 
schieden construirt,   und  zwar: 

a.  Crown-  und  Flintglaslinse  sind  in  einander  gepasst  und  verkittet. 
Der  Kitt  erhärtet  nicht  und  verspannt  die  Linsen  nicht,  sondern 
schützt  die  verkitteten  Glasflächen  vollständig.  Der  Yortheil  die- 
ser Conslruclion  ist,  dass  zwei  Flächen  und  damit  ihre  Reflexbilder 
und  unvermeidlichen  Gestaltfehler  verschwinden,  wodurch  die  Hel- 
ligkeit cact.  par.  \  gewinnt. 

b.  Die  Objective  sind  so  berechnet,  dass  sie  bei  Einführung  eines  Glas- 
prisma's  in  den  Lichtkegel  zum  Brechen  der  Axe  oder  bei  Auwen- 
dung von  Parallelgläsern  als  Heliometer  (nach  Clausen)  ein  rich- 
tiges Bild  gehen. 

Die  Preise  für  beide  Constrnctionen  sind  gleich. 

5.  Grosse  Oeffuungen  im  Verhältniss  zur  Brennweite  sind  für  licht- 
schwache  Objecte  und  für  schwache  Vergrösserungen  bestimmt.  Dagegen 
sind  grosse  Brennweiten  —  selbst  weit  grösser  als  man  bisher  in  Anwen- 
dung brachte  —  bei  verhältnissmässig  kleinen  OefFnunzen  durchaus  erfor- 
derlich, um  auf  hell  beleuchtete  Objecte  mit  sehr  starken  Vergrößerungen 
noch  vollkommen  scharfes,  schwarzes  Bild  zu  erhalten. 
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Achromatische  Doppelobjective  in  Fassung. 
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24 
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32 
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33 
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fiQ 
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3JL  4fL  6Q 

HÜ 

42 

42.  53.  12 

139 

48 

40.  ÜO.  25 

2ü0 
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Jedes  der  Ohjective  mit  der  grössern  Brennweite  erträgt  die  Anwen- 
dung des  stärksten  der  nachstehenden  Okulare,  dessen  Aequivalentbrenn- 
weile  l  Zoll  ist,  also  eine  Vergrösserung,  die  gleich  ist  5mal  der  Brenn- 
weite des  Objectivcs  in  Zollen. 


6.  Okulare. 

Von  den  astronomischen  Okularen  (A.)  werden  dreierlei  Constructioneo 
ausgeführt : 

Aa.  Das  Euler 'seht  Okular,  bei  welchem  das  Bild  zwischen  Collectir- 
nnd  Okularlinse  liegt.  Der  farbige  Rand  ist  gehoben  und  das  Ge- 
sichtsfeld durch  doppelte  Okularlinse  vergrössert. 

Ab.  Achromatisches  Okular  mit  Bild  zwischen  CollcctiT-  und  Okular- 
linse. Die  Okularlinse  ist  nus  einer  Crown-  und  einer  Flintglai* 
linse,  die  in  einander  gepasst  und  -verkittet  sind,  zusammengesetzt 
und  hebt  die  Farben  in  der  Axe  für  alle  3  Linsen.  Die  Verzerrung 
ist  gehohen  und  es  sind  Mitte  und  Band  des  Gesichtsfeldes  nahe 
gleich  deutlich. 

Ac.  Achromatisches  Mikrometerokular.  Das  Bild  liegt  vor  dem  Collec- 
tiv.  Farbeuzerstreuung  in  und  ausser  der  Axe  und  die  Vcrzerrungea 
sind  gehoben.  Der  GestaltPchler  so  vermindert,  dass  er  unter  der 
Sensibilitätsgrenze  des  Auees  liegt. 

Von  terrestrischen  Okularen  (B.)  werden  ebenfalls  drei  Constructionen 
ausgeführt : 

Ba.  Das  D  ollond'schc,  auch  -von  Fraunhofer  gewählte  Okular  ans! 
plan-convcxcn  Linsen.  Bilder  zwischen  der  3.  und  4.  Linse  und  vor 
dem  L  Collec  tiv.    Farbiger  Rand  und  Verzerrung  gehoben. 

Bb.  Achromatisches  Okular.  Bilder  zwischen  der  2.  und  3^  dann  3.  und 
4-  Linse.  Farben  in  und  ausser  der  Axe  gehoben.  Gesichtsfeld 
nahe  doppalt  so  gross  als  bei  Ba.  Ist  kürzer  als  die  bisherigen  nnd 
reicht  nur  2  Zoll  über  den  Brennpunkt  des  Objectives. 

Bc.  Achromatisches  Okular  nach  Construction  Ba. ,  wobei  jedoch  die  2, 
and  4.  Linse  durch  achromatische  Objective  ersetzt  sind.  Farben  in 
.und  ausser  der  Axe  compeusirt.  Verzerrung  gehoben.  Gesichtsfeld 
J  grösser  als  bei  Ba. 
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J3  c  Zeich- 
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II 
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Man  findet  die  Vergrössernng  jedes  dieser  Okulare  hei  jedem  Ohjecfive, 
-wenn  des  letzteren  Brennweite  in  Zollen  dividirt  wird  mit  der  Brennweite 
der  äquivalenten  Linse  des  Okulares. 


C.    IMnn-  und  Parallelgläser 

in  runder  Form. 

Diese  werden  nm  die  halben  Preise  der  achromatischen  Doppelobjective 
von  gleicher  Oeffnung  abgegeben.    S.  a. 

d.    Rechtwinkelige  Crownglas-Prismen 

mit  vollkommenen  Planflächen. 

Die  Kathetenflächen  sind  Quadrate.  Die  Seite  des  Quadrates  ist  als 
Oeffnung  de»  Prismas  gerechnet.  Bei  den  Priemen,  die  l  Zoll  und  mehr 
Oeffnnng  haben,  sind  die  Kathetenflächen  rund  facettirt. 


(1. 


Oeffnung 
des  Prismas 

Preis 

Oeffnung 
des  Prismas 

Preis 

in  Linien 

Fl. 

in  Linien 

Fl. 

3 
6 
9 
12 
15 
18 
21 
24 

3 
4 
5 
7 
12 
19 
27 
38 

27 
30 
33 
36 
39 
42 
45 
48 

51 
70 
98 
132 
170 
213 
262 
318 
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€.    Zogf  ernröh  re. 


f.  Tabu«  in  Holzrohr  ohne  Stallt. 
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36 
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Auf  Verlangen  werden  bei  »ämmtlichen  Fernröhren  die  Okulare  gegen 
andere  des  Verzeichnisses  6.  umgelauscht  oder  noch  weitere  dazu  gegeben. 
Preis  nach  dem  Verzeichniss  ö. 


In  dem  obigen  vorläufigen  Verzeichnisse  sind  das  Mikroskop, 
der  photographische  Apparat  und  sämmtliche  Messinstrumente  für 
Astronomie  noch  hinweggelassenf  indem  ich  ihre  Hinausgabe  spä- 
terer Zeit  vorbehalte.  Musterinstrumente  sind  in  Paris  ausgestellt 
und  es  können  solche  auch  dahier  jeden  Mittwoch  und  Sonntag 
<les  Nachmittags  von  3  Chr  bis  6  Uhr  eingesehen  werden. 

Mönchen,  im  Mai  1855. 

Dr.  Carl  August  Steinbeil , 

K.  B.  Minieterialrath  und  technischer  Beirath  im  Handelsminiaterium.  Conaervater 
der  mathemat.-phya.  Sammlung  de»  Staats.  Bitter  des  K.  Bayer.  Maximilianaorden* 
für  Wiaeenachaft ,  de$  heil.  Michael-  und  de*  K.  Däniachen  Danebrog-  Orden».  Be- 
aitzer  der  goldenen  Medaille  für  vaterländische  Industrie  pro  1834.  Mitglied  der 
Beurtheilunga  -  Commission  der  allgemeinen  DeuUchen  Induttrie  -  Aufteilung  pro  1854. 
Jury  -  Mitglied  der  Industrie- Auastellung  zu  Paria  pro  1855.  Ordentl.  Mitglied  dar 
K.  Bayer.  Akademie  der  Wissenschaften ,  der  Kai».  Leopold- Carol.- Akademie  der  Na- 
turforscher in  Breslau.  Corresp.  Mitglied  der  Kaiserl.  Buss.  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  St.  Petersburg ,  der  K.  K.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien,  der  £• 
Hannov.  Societät  der  Wissensehaften  in  Göttingen,  der  K.  Belg.  Soeietät  der  Wis- 
senschaften in  Lüttich,  Ehrenmitglied  der  K.  Schott.  Society  of  arte  in  Edinburg. 
der  K.  Buss.  Universität  in  Kasan,  des  niederbsterr.  Gewerbevereins  in  Wien,  des 
polytechn.  Vereins  in  Frankfurt  a.  M. ,  der  polytechn.  Gesellschaft  in  Leipzig,  der 
naturforsch.  Gesellschaft  in  Moskau ,  der  pfälzischen  Gesellschaft  für  Pharmacie  und 
Technik  in  Kaiserslautern,  de*  niederrhein.  landwirthechaftL  Vereine  in  Bheinpreusae», 
der  naturforschenden  Gesellschaft ,  des  Albrecht- Dürer-  Vereins  und  des  Gewerbvereins 
in  Nürnberg,  des  Nationalvereins  für  Handel  und  Gewerbe  in  Leipzig,  etc. 


Digitized  by  Googl 


Uter  arischer  Bericht  XCVII. 


15 


Physik. 

Hoher  die  Schwingungen  homogener  elastischer 
Scheiben.  Von  Dr.  Strehlke,  Director  der  Petrischule 
eu  Danzig.    (Programm  dieser  Schule  von  Ostern  1855.) 

Die  Verdienste,  welche  Herr  Director  Strehlke  in  Dan- 
zig sich  durch  seine  akustischen  Untersuchungen  erworben  hat, 
sind  bekannt  genug.    In  diesem  sehr  lesenswerthen  Programm, 
welches  jedoch  nur  der  Vorläufer  einer  grosseren,  späterhin  in 
den  Schriften  der  Danziger  naturforschenden  Gesellschaft  zu  puhlici- 
renden  Arbeit  ist,  theilt  er  eine  Reihe  neuer  Versuche  über  die 
Schwingungen  homogener  elastischer  Scheiben  mit.  Er  beschränkte 
sich  bei  denselben,  bei  der  Kostbarkeit  genau  planparalleler  Schei- 
ben, auf  quadratische  und  Kreisscheiben,  und  benutzte  überhaupt 
14  Scheiben,  nämlich  5  quadratische  von  Spiegelglas,  7  Kreis- 
scheiben gleichfalls  von  Spiegelglas,  2  Kreisscheiben  aus  Kupfer 
und  Messing.    Die  beste  Art,  die  Versuche  anzustellen,  und  der 
dabei  angewandte  Messapparat  werden  ausführlich  in  sehr  lehr- 
reicher Weise  beschrieben,  und  die  Versuche  fielen  so  genau  aus, 
dass  Differenzen  zwischen  den  durch  sie  gewonnenen  Resultaten 
und  den  von  Herrn  Kirch  ho  ff  aus  der  von  ihm  entwickelten 
Theorie  der  schwingenden  elastischen  Kreisscheiben  berechneten 
Durchmessern  der  Knotenkreise  nur  erst  in  der  vierten  Decimale 
hervortraten,  oder  im  Allgemeinen  die  auf  beiden  Wegen  gewon- 
nenen Resultate  bis  auf  Tausendtheile  des  als  Einheit  angenom- 
menen Scheibendurchmessers  mit  einander  übereinstimmten.  Die 
bei  diesen  Untersuchungen  hervortretenden,  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser mit  aller  bei  solchen  Arbeiten  irgend  zu  erreichenden  Ge- 
nauigkeit berechneten  Curven  bieten  sehr  viel  Interessantes  dar. 
namentlich  die  auf  S.  10.  und  S.  11.  behandelte  Curve,  so  wie  denn 
diese  Abhandlung  überhaupt  in  allen  ihren  Theilen  das  rühmlichste 
Zeugniss  von  dem  Geschick  des  Herrn  Verfassers  ablegt,  und  den 
Leser  sehr  begierig  macht,  die  zu  erwartende  grossere  Arbeit 
baldigst  kennen  zu  lernen.  Wir  machen  daher  die  Leser  des  Archivs 
sehr  auf  dieses  lehrreiche  Programm  aufmerksam  und  wünschen 
auch,  dass  die  Verfasser  physikalischer  Lehrbücher  künftighin 
mehr  von  diesen  verdienstlichen  Untersuchungen  Notiz  nehmen 
möchten,  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint.    Durch  das 
K.  Preuss.  Hohe  Ministerium  des  Unterrichts  und  die  K.  Akade- 
mie der  Wissenschaften  in  Berlin  ist  der  Herr  Verfasser  bei  die- 
sen verdienstlichen  Untersuchungen  in  der  liberalsten,  nicht  genug 
anzuerkennenden  Weise  durch  Gewährung  der  Röthigen  Hülfsroit- 
tel  unterstützt  worden. 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.   (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCIV.  S.  5.) 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  1.  Heft.  S.  3.  Haidinger: 
Graphische  Methode  annähernder  Winkelmessungen,  besonders  an 
kleineren  Krystallen.  —  S.  41.  Spitzer:  Ueber  die  Kriterien  des 
Grössten  und  Kleinsten  bei  den  Problemen  der  Variationsrech- 
nung (Fortsetzung).  —  S.  1*25.  Littrow:  Bemerkungen  über  das 
von  Herrn  M.  Eble  uberreichte  neue  Zeitbestimmungswerk.  — 
S.  128.  Oeltzen:  Zusammenstellung  von  Quellen  für  Sternörter 
zwischen  dem  45.  und  80.  Grade  der  nördlichen  Declination,  mit 
Ausschluss  der  Argelander'schen  Zonen.  —  S.  197.  Derselbe: 
Nachweis  des  Vorkommens  von  Sternen  aus  den  Argelander'schen 
nordlichen  Zonen  in  anderen  Quellen  (Nachtrag).  —  S.  201.  Petz- 
val:  Ueber  Herrn  Dr.  Heger's  Abhandlung,  die  Auflösung  von 
algebraischen  ßuchstabengleichungen  betreffend. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  2.  Heft.  S.  287.  Gintl:  Er- 
läuternde Bemerkungen  über  die  von  Herrn  Professor  Zante- 
d esc  hi  in  Padua  angestellten  Versuche,  betreffend  die  gleichzei- 
tige Fortpflanzung  zweier  elektrischen  Strome  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  in  demselben  Leitungsdrathe.  —  S.  292/  Schreiben  des 
Herrn  Lieutenants  Mau  ry  über  einen  neu  entdeckten  Planeten.  — 
S.  295.  Haidinger:  Die  Interferenzlinien  am  Glimmer.  Berüh- 
rungsringe und  Plattenringe.  —  S.  315.  Streffleur:  Die  Darstel- 
lung der  orographischen  Verhältnisse  in  Uebersichtskarten  und 
Reliefs.  —  S.  330.  Haidinger:  Annähernde  Bestimmung  der 
Brechungs-Exponenten  am  Glimmer  und  Pennin.  —  S.  336.  Rest- 
huber:    Ueber  den  Ozongehalt  der  atmosphärischen  Luft. 

Jahrgang  1854.  Band  XIV.  3.  Heft.  S.  385.  Reslhu- 
ber:  Ueber  die  Temperatur  der  Quellen  von  Kremsmiinster.  — 
S.  397.  Kreil:  Ueber  ein  neues  Reisebarometer.  —  S.  398.  Lit- 
trow: Beitrag  zur  Kenntniss  der  Grundlagen  des  PiazzTschen 
Sterncatalogs.  —  S.  400.  Gintl:  Der  elektro-chemische  Schreib- 
Telegraph  auf  die  gleichzeitige  Gegen- (Korrespondenz  an 
Drathgleitung  angewendet.   (Mit  6  Tafeln.) 


Die  Unterzeichneten  beehren  sich  hiermit  znr 
Kenntnis«  zu  bringen,  dass  die  Versammlung  deutscher 
Naturforscher  und  Aerzte,  welche  Im  Monat  Septem- 
ber d.  J.  in  Wien  hatte  abgehalten  werden  sollen,  der 
ungünstigen  Gesundheit» -Verhältnisse  wegen  vertagt 
wurde. 

Die  Nachricht  über  Abhaltung  der  Versammlung 
im  nächsten  Jahre  wird  rechtzeitig  kund  gegeben 
werden. 

Die  Geschäftsführer  der  38.  Versammlung 
deutscher  Naturforscher  and  Aerzte. 

Wien  im  August  1855. 

Hyrtl.  Sehrotter. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Recherches  sur  l'histoire  des  sciences  raathema- 
tiques  chez  les  orientaux,  d'apres  des  traites  inedits 
arabes  et  persans.  Par  M.  F.  YVoepcke.  Paris.  1855.  8. 
Zwei  Abtheilungen,  die  zweite  mit  dem  besonderen 
Zusätze  auf  dem  Titel:  Analyse  et  extrait  d'un  recueil 
de  constructions  geometriques  par  Aboül  Wafä  (  Ma- 
nuscrit  persan  1N°.  169,  ancien  fonds  de  la  Bibliotheque 
imperiale). 

In  dem  ersten  Artikel  dieser  hücht  verdienstlichen  Unter- 
suchungen über  die  Geschichte  der  Mathematik  bei  den  Orienta- 
len, welcher  „Notice  sur  des  notations  algebriques  em- 
ployees  par  les  Arabes"  uberschrieben  ist,  giebt  Herr  Doc- 
tor  Wöpcke  Nachricht  über  die  von  ihm  gemachte  Entdeckung, 
dass  die  Araber  schon  im  Besitz  einer  sehr  vollständigen  alge- 
braischen Bezeichnung  oder  Symbolik  waren,  welche,  so  lange 
die  Algebra  ihren  mehr  numerischen  Charakter  beibehielt,  fast  so 
vollständig  war,  wie  sie  nur  irgend  sein  konnte.  „II  paraissait, 
d'apres  cela,"  sagt  der  Herr  Verfasser,  „que  les  Arabes,  toüt 
en  enrichissant  la  the*orie  de  l'algebre  de  decouvertes  originales 
et  importantes,  comme  Test,  par  exemple,  la  construction  g^omC- 
trique  des  equations  du  3e  degre,  ötaient  reste*s  ou  redescendus, 
par  rapport  ä  la  forme,  au-dessus  de  leurs  devanciers." 

„Je  pense  donc  que  la  decouverte  que  je  viens  de  faire  de 
lexistence  d'une  notation  algebrique  tres  dövelloppee  chez  les 
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Arabes  de  l'Occident,  peut  offrir  un  cerfain  inte>et  pour  Ihistolre 
des  sciences. " 

„fette  notation  est  presque  aussi  complete  qu'elle  pouvait 
l'etre,  tant  que  l'algebre  eile* meine  restait  numerique.  Car,  je  roe 
hate  de  le  dire ,  quelque  honneur  que  l'invention  de  cette  nota- 
tion puisse  faire  aux  geometres  arabes,  eile  ne  diroinue  en  rien 
la  gloire  de  Viete,  dont  1'ininiense  et  incontestable  me>ite  con- 
siste  ä  avoir  introriuit  la  notation  litterale  pour  les  quantites  con- 
nues  dans  le  calcul  algebrique,  et  ä  avoir,  le  premier,  en  expri- 
roant  en  memo  terops  les  Operations  algebriques  par  des  signes, 
figurö  des  calculs  virtuels  avec  des  lettres,  tandis  qne 
jusque-lä  on  n'avait  su  qu'executer  des  calculs  reels  sur  des  no ru- 
bres, en  un  mot,  ä  avoir  change  la  face  de  la  science  meme,  et 
jete*  les  bases  de  l'analyse  moderne,  en  remplacant  l'algebre  nu- 
merique, que  nous  trouvons  chez  les  Grecs,  les  Indiens,  les 
Aval) es  et  chez  les  Occidentaux  avant  Viete,  par  le  calcul  des 
symboles." 

Herr  Dr.  Wopcke  hat  in  diesen  Worten  das  Verhältniss  der 
von  den  Arabern  in  der  numerischen  Algebra  —  um  uns  die- 
ses Ausdrucks  zu  bedienen  —  gebrauchten  Zeichen  zu  den  voll- 
kommeneren Zeichen  der  literalen  Algebra  sehr  richtig  im 
Allgemeinen  festgestellt,  und  charukrerisirt  nun  in  dem  übrigen 
Theile  seiner  verdienstlichen  Schrift  die  Symbolik  der  Araber  in 
sehr  interessanter  Weise  mit  grosser  Genauigkeit,  was  uns  die 
Pflicht  auferlegt,  allen  Lesern  des  Archivs  diese  Schrift  zu  be- 
sonderer Beachtung  zu  empfehlen. 

Seine  höchst  verdienstlichen  Untersuchungen  über  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  bei  den  Orientalen  hat  aber  Herr  Doctnr 
Wöpcke  neuerlich  auch  auf  die  Perser  ausgedehnt,  und  theilt 
ans  eine  Frucht  dieser  Untersuchungen  in  der  zweiten  Abtheilung 
der  vorliegenden  Schrift  mit.  „Le  texte",  sagt  der  Herr  Ver- 
fasser, „qui  a  servi  de  base  au  pre\sent  travail,  et  dont  on  trouve 
une  analyse  dans  les  feuilles  suivantes,  est  la  traduction,  en  per- 
san,  d  un  texte  arabe  primitif.  Celui-ci  ne  paratt  pas  avoir  e*te* 
4cr\t  par  Aboul  Wafä  lui-meme,  mais  il  contenait,  ainsi  qu'on 
l'etablira  plus  lohi,  des  lecons  du  celebre  gäometre  de  Baghdftd, 
recueillies  par  un  de  ses  disciples.  Ii  se  peut  que  la  traduction  per- 
sane  n'ait  e*te*  faite  que  sur  un  abrege  de  la  rädaction  de  ce  dis> 
dple.  ßien  que  les  theories  expos«tes  par  Aboül  Wafa  devant 
ses  auditeurs  n'aient  pu  passer  par  ces  re*dactions,  abreviations 
et  traductions  successives  sans  etre  sensiblement  alterees,  il 
reste  encore  suffisamment  de  la  conception  premiere,  et  le  con- 
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teno  meine  du  traite  öftre  assez  d'interet,  pour  que  le  texte  dont 
il  s'agit  m'ait  paru  roeriter  un  ex  amen  detail  le." 

Man  muss  in  der  That  erstaunen  über  die  Menge  schöner 
Constructionen,  welche  sich  in  der,  in  den  vorhergebenden  Wor- 
ten des  Herrn  Verfassers  im  Allgemeinen  charakterisirten  Schrift 
eines  so  alten  Autors  finden.  Vorzüglich  aber  sind  es  drei  Arten 
von  Problemen,  Vielehe  besonders  hervorgehoben  werden  müssen: 

1°.  Die  Construction  verschiedener  geometrischer 
Probleme  bloss  mittelst  des  Lineals  und  einer  einzi- 
gen gegebenen  Oeffnung  des  Zirkels.  Diese  Constructio- 
nen jenes  alten  Autors  erinnern  lebhaft  z.B.  an  Mascheroni's 
Geometrie  du  compas,  worin  bekanntlich  mit  vielem  Glück 
der  Versuch  gemacht  ist,  die  geometrischen  Constructionen,  mit 
Beseitigung  des  Lineals,  bloss  mittelst  des  Zirkels  auszuführen, 
und  an  ähnliche  Bemühungen  verschiedener  neuer  Geometer.  Dem 
Gedanken  aber  unsern  alten  Autors,  die  geometrischen  Construc- 
tionen bloss  mittelst  des  Lineals  und  einer  einzigen  gegebenen 
Oeffnung  des  Zirkels  auszuführen,  gebührt  jedenfalls  eine  beson- 
dere Originalität,  und  wir  mochten  wohl  wünschen,  dass  derselbe 
auch  jetzt  noch  weiter  verfolgt  würde. 

2°.  Die  vollständige  und  sinnreiche  Auflösung  der  Aufgabe: 
Ein  Quadrat  in  eine  gegebene  Anzahl  anderer  Quadrate  zu  thei- 
len  oder  aus  einer  gegebenen  Anzahl  anderer  Quadrate  zusam- 
menzusetzen, ohne  sich  dabei  des  pythagorischen  Theorems  zu 
bedienen,  bloss  durch  Ver fahrungsarten  der  Juxtapo- 
sition. 

3°.  Die  Construction  der  regulären  und  einiger  halbregulfiren 
Polyeder  nach  einer  von  den  Methoden  des  Euclides  uud  Pap- 
pus  ganz  verschiedenen  Methode. 

Ausser  diesen  drei  Klassen  von  Aufgaben  findet  man  aber 
in  dieser  Schrift  noch  verschiedene  andere  merkwürdige  und  sinn 
reiche  Aufgaben  und  Constructionen,  von  denen  wir  hier  nur  die 
Duplication  des  Würfels  und  die  Trisection  des  Winkels  erwäh- 
nen wollen,  zwei  Probleme,  die  ja  überhaupt  in  der  antiken  Geo- 
metrie eine  so  grosse  Rolle  spielen. 

• 

Wir  glauben,  hiermit  genug  über  diese  interessante  Schrift 
gesagt  zu  haben,  um  unsere  Leser  zu  veranlassen,  derselben  ihre 
Beachtung  in  so  reichem  Masse  zu  widmen ,  als  dieselbe  in  hohem 
Grade  verdient. 
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Arithmetik. 

Bemerkungen  zur  Zahlenlehre.  Einige  allgemeine 
Eigenschaften  der  Theilbarkeit  der  Zahlen  in  Bezug 
auf  was  immer  für  ein  Zahlensystem,  entwickelt  von 
Johann  Rogner.  (Aus  dem  Jahresberichte  der  st.  st. 
Ober-Realschule  in  Gratz  für  das  Studienjahr  1854—55 
besonders  abgedruckt.)    Gratz.  1855.  4. 

•  • 

Dieses  lesenswertbe  Programm  enthält  33  Sätze  über  die  Theil- 
barkeit der  Zahlen,  für  jedes  beliebige  Zahlensystem.  Diesen  be- 
sondern  Sätzen  schickt  nach  einigen  Vorbemerkungen  der  Herr 
Verfasser  in  zweckmässiger  Weise  die  allgemeinen  Sätze,  auf 
welche  dieselben  sich  gründen,  voraus,  und  drückt  dann  jeden 
Satz  mit  Hülfe  des  bekannten  Summenzeichens  symbolisch  und 
ausserdem  auch  noch  in  Worten  aus,  indem  er  zugleich  eine  all- 
gemeine, aber  nur  kurze  Erläuterung  der  Gründe  des  Satzes  bei- 
fügt. Zuletzt  wendet  er  noch  alle  33  Sätze  auf  das  decadische 
Zahlensystem  an,  und  erläutert  einen  jeden  durch  ein  Beispiel. 
Wir  empfehlen  dieses  Programm  den  Lehrern  der  Mathematik 
zur  Beachtung;  aber  auch  vorgerücktere  Schüler  werden  dasselbe 
zu  ihrer  Uebung  in  allgemeineren  arithmetischen  Betrachtungen, 
namentlich  auch  um  die  allgemeinere  Theorie  der  Zahlensysteme 
und  den  Gebrauch  allgemeinerer  arithmetischer  Bezeichnungen 
kennen  zu  lernen,  mit  besonderem  Nutzen  lesen. 


Transformation  und  Ausmittelung  bestimmter  In- 
tegrale,  mit  besonderer  Rücksicht  auf  grossere  Werthe 
der  Gränzen  und  implicirten  Constanten.  Von  Doctor 
P.  Helmling,  Privatdocenten  zu  Dorpat.  Mitau  und 
Leipzig  (Reyher).    1854.  4. 

Der  Herr  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede:  „Wer  öfter  in  den 
Fall  gekommen,  ein  bestimmtes  Integral  vermittelst  der  mecha- 
nischen Quadratur  zu  berechnen,  wird  mir  gewiss  darin  beistim- 
men, dass,  abgesehen  von  der  ermüdenden  Weitläufigkeit,  die 
Resultate  selten  mit  der  Schärfe  und  Genauigkeit  erhalten  wer- 
den, die  jenen  Anstrengungen  entsprechen,  wenn  man  nicht  eine 
sehr  beträchtliche  Anzahl  von  Coordinaten  zu  Hülfe  nehmen  will. 
Als  ein  solches  Beispiel  mag  es  gestattet  sein,  hier  das  Integral 
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anzuführen.    Auf  direktem  Wege,  mit  einer  Fehlergränze  von  un- 


■ 


Digitized  by  Google 


Uterarischer  Bericht  XCVIII.  5 

f  ia  (als«  6  richtige  Decimalen),  wurde  dasselbe  ge- 
funden =  0,01024 246 ,  während  die  mechanische  Quadratur  nach 
Gauss  mit  Auswahl  der  Courdinateti  hei  zehn  Abscissen  das- 
selbe =0,03516290  ergab,  also  mehr  als  das  Dreifache  des  wah- 
ren Werths.    So  wurde  ferner  das  Integral  J  *  ex%dx  durch  me- 
chanische Quadratur  mit  gleichweit  abstehenden  Ordinatcn  bei 
zehn  Abscissen  gefunden  =J606,8  durch  die  Gauss'sche,  mit 
Auswahl  der  Coordinaten,  =1542,3  bei  fünf  Abscissen,  wahrend 
der  genauere  Werth  desselben  1444,545116  beträgt."  -  Das  sind 
freilich  sehr  eclatante  Beispiele,  die  keineswegs  zu  Gunsten  der 
Methode  der  mechanischen  Quadratur  sprechen!    Eben  so  con- 
vergiren  die  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter  Integrale  ge- 
gebenen unendlichen  Reihen  oft  so  langsam,  dass  die  Geduld  des 
Rechners  bei   ihrer  Anwendung  nothwendig  sehr  bald  ermüden 
muss,  und  eine  Menge  in  dieser  Richtung  angestellte  Untersuchun- 
gen sind,  bei  scheinbarer  Eleganz  ihrer  Resultate,  ziemlich  werth- 
los, ja  oft  geradezu  falsch,  weil  ihre  Urheber,  zu  wenig  vertraut 
mit  den  Fortschritten   der  neueren   strengeren  Analyst*,  die 
Kriterien  und  Cautelen  nicht  gehörig  anwandten  und  anzuwenden 
verstanden,  deren  Anwendung  bei  solchen  Untersuchungen  erfor- 
derlich ist,  wenn  dieselben,  wie  dies  leider  immer  nur  noch  zu 
oft  der  Kall  ist,  nicht  in  ein  blosses  Spiel  mit  Symbolen  ausarten 
sollen,  und,  um  es  geradezu  herauszusagen,  eigentliche  Grössen- 
bestimmungen  gar  nicht  liefern,  die  doch  allein  Ziel  und  Zweck 
jeder  mathematischen  Untersuchung  sein  können,   die  es  nicht, 
wie  in  gewissen  Theilen   der  Geometrie,   bloss  mit  der  Lage 
zu  thun  bat.    Das  Unternehmen  des  Herrn  Verfassers  der  vorlie- 
genden Schrift:    „die  Ermittelung  bestimmter  Integrale,   so  viel 
wie  möglich,  von  den  genannten  mühseligen  und  oft  unzureichen- 
den" —  wir  setzen  hinzu,  oft  geradezu   innere  Widersprüche 
enthaltenden  und  daher  falschen  —  „(Viethoden  unabhängig  zu 
inachen,  oder  doch  wenigstens  die  mechanische  Quadratur  auf  das 
geringste  Maass  zu  beschränken",  kann  daher  nur  als  ein  sehr 
verdienstliches,  die  Wissenschaft  förderndes  bezeichnet  werden, 
und  wird  insbesondere  von  uns  als  ein  solches  freudigst  anerkannt. 
Wenn  der  Herr  Verfasser  selbst  von  seiner  Schrift  in  sehr  be- 
scheidener Weise  sagt,  „dass  dieselbe  das  Gepräge  einer  Auf- 
gabensammlung an  sich  trage",  so  ist  dies  nicht  seine  Schuld, 
sondern  liegt  in  der  Natur  der  Wissenschaft,  der  seine  Schrift 
gewidmet  ist,  die  sich  schwerlich  jemals  als  ein  abgerundetes,  in 
sich  selbst  vollendetes  System  darstellen  lassen  wird.    Der  eigent- 
liche Inhalt  der  Schrift  ist  zn  reichhaltig  und  zu  mannigfaltig,  als 
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dass  wir  hier  auf  denselben  näher  einzugehen  vermöchten,  geben 
aber  dem  Leser  die  Versicherung,  dass  der  Herr  Verfasser  Ober- 
all  Strenge  und  Eleganz  der  Darstellung  mit  einander  vereinigt 
hat,  und  sich  überall  als  ein  Mann  documentirt,  der  mit  den  Fort- 
schritten und  Anforderungen  der  neueren  strengeren  Analysis  voll- 
kommen vertraut  ist,  und,  diesen  Anforderungen  huldigend,  überall 
leeres  Zeichenspiel  als  der  Wissenschaft  unwürdig  verschmäht, 
und  sein  Augenmerk  nur  auf  scharfe  Ermittelung  der  Werthe  der 
vorliegenden  Grüssenformen  richtet,  was  nur  allein  der  Wissen- 
schaft frommen  kann  und  derselben  würdig  ist  Jeder  wird  aus 
dieser  Schrift,  auch  der  Mannigfaltigkeit  der  angewandten  Metho- 
den wegen,  vielfache  Belehrung  schöpfen,  und  wir  betrachten 
dieselbe  als  eine  in  jeder  Beziehung  sehr  werthvolle  Erscheinung 
auf  dem  Gebiete  der  Integralrechnung,  ein  Urtheil,  was  wir  auch 
schon  über  seine  im  Jahre  1851  erschienene,  demselben  Gegen- 
stande gewidmete  akademische  Probeschrift  im  Liter.  Her.  Nr.  LXXII. 
S.  910.  aussprechen  zu  können  die  Freude  gehabt  haben.  Kein 
Mathematiker  darf  diese  ausgezeichnete  Schrift  unbeachtet  lassen. 


Geometrie. 

Zweihundert  neue  Lehrsatze  der  Geometrie,  zum 
Gebrauche  für  Lehrer  und  Lernende  an  Gymnasien, 
Real-  und  Geweibschulen,  von  W.  Berkhan,  Oberleh- 
rer am  Herzoglichen  Gymnasio  zu  Blankenburg.  Mit 
8  lithographirten  Figurentafeln.  Eisleben.  (Reichardt) 
1854.  8. 

In  bescheidener  Weise  sagt  der  Herr  Verfasser:  „Neu  nennt 
der  Verfasser  diese  Sätze,  insofern  dieselben  in  den  Schriften 
der  Alten,  namentlich  im  Euklid,  nicht  angetroffen  werden,  und, 
obgleich  dabei  die  Literatur  der  neueren  Geometrie  benutzt  ist, 
so  hofft  er  doch,  durch  einen  nicht  unbedeutenden  Theil  von  ihm 
selbst  erfundener  Sätze,  so  wie  auch  durch  andere  kurze  Be- 
weise zur  Beförderung  des  geometrischen  Studiums  beizutragen." 
Ob  und  in  wie  fern  die  dem  Lehrer  und  Schüler  hier  gebotenen 
Sätze  alle  neu  sind,  können  wir  so  wenig  sagen  und  auf  der 
Stelle  entscheiden,  als  irgend  ein  anderer  Mathematiker;  denn 
wer  will  sich  vermessen,  von  sich  zu  sagen,  dass  er  das  ganze 
ungeheure  Material  der  Geometrie  kenne  II  Dass  jedoch  Vieles  in 
dieser  Schrift  neu  ist,  wenn  auch  allerdings  manche  Sätze  nur  als 
Umkehrungen  bereits  bekannter  Sätze  auftreten,  können  wir  ver 
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sichern.  Darauf  aber,  ob  Alles  neu  sei,  kommt  es  in  der  That 
bei  einer  solchen  Schrift,  die  sich  zugleich  als  eio  Uebungshuch 
für  Anlänger,  wohl  vorzugsweise  zum  eigenen  Studium,  ankün- 
digt, auch  gar  nicht  an;  weit  mehr  auf  Einfachheit  und  Strenge  der 
Darstellung  und  der  Beweise.  In  diesen  Beziehungen  können  wir 
aber  die  Schrift  unbedingt  empfehlen,  und  wünschen  sehr,  Jass 
sie  von  Lehrern  und  Schülern  nicht  unbeachtet  bleibe,  wobei  wir 
noch  besonders  hervorbeben ,  dass  sie  einen ,  bei  solchen  Schrif- 
ten nur  allein  zweckmässigen  Mittelweg  zwischen  der  Siteren  und 
neueren  Darstellungsweise  einschlägt,  ja.  in  von  uns  vollkommen 
gebilligter  Weise,  sich  selbst  mehr  der  ersteren  nähert.  Auch 
kommen  keine,  den  Gesichtskreis  des  Anfangers  nur  verwirrende 
und  verdunkelnde  complicirte  und  mit  einer  Masse  von  Geraden 
und  Kreisen  überfüllte  Constructionen  vor,  sondern  Alles  ist,  wie 
gesagt,  einfach  gehalten  und  den  Kräften  einigermassen  begabter 
Schüler  vollkommen  entsprechend  und  angemessen,  weshalb  wir 
nochmals  auf  dieses  zweckmässige  Büchlein  aufmerksam  machen. 

Analytisch-geometrische  Untersuchungen  über  all- 
gemeine  Verwandtschafts  Verhältnisse    von  Coordi- 
naten-Systemen.    Von  J.  G.  H.  Swelleugrebel,  Litt,  et 
Phil.  Dr.   Mit  einer  lithographirten  Tafel.    Bonn.  (Mar 
cus.)    1855.  4. 

Der  Verfasser  dieser  Schrift,  dessen  letztes,  bei  seinen  Leb- 
zeiten herausgegebenes  Werk  im  Literar.  Ber.  Nr.  L XXX II.  S.  1. 
angezeigt  wurde,  ist  leider  der  Wissenschaft  schon  in  dem  Alter 
von  33  Jahren  durch  den  Tod  entrissen  worden.  —  Dr.  Jan  Ge- 
rard Hendrik  S wel lengrebel  wurde  am  30.  März  1821  in 
einer  alten  patricischen,  wohlhabenden  Familie  zu  Utrecht  ge- 
boren und  starb  nach  schweren  körperlichen  Leiden,  nachdem  er 
erst  noch,  und  zwar  mit  Glück,  eine  grässliche  Operation  über- 
standen hatte,  nach  kurzem  Todeskampfe  am  12.  Mai  1854.  Friede 
seiner  Asche !  —  Einen  interessanten  Lebensabriss  dieses  jungen 
begabten  Mathematikers,  den  wir  vielleicht  noch  den  Lesern  des 
Archivs  mitzutheilen  Raum  finden  werden,  hat  sein  früherer  Er- 
zieher, Herr  J.  Klein  in  Bonn,  dem  Werke,  von  dem  wir  hier 
einen  kurzen  Bericht  zu  erstatten  beabsichtigen,  vorangestellt. 
Dasselbe  betrifft  die  geometrischen  Verwandtschaften,  von  denen 
man  bisher  bekanntlich  hauptsächlich  nur  die  Verwandtschaften 
der  Collineation  und  Reciprocität,  von  denen  die  Affinität,  Aehn- 
lichkeit,  Congruenz  besondere  Fälle  sind,  untersucht  hat.  In  einer 
völlig  selbstständigen  und  ganz  eigentümlichen  Weise,  bei  der 
zugleich  eine  grosse  Allgemeinheit  der  Betrachtung  und  Unter- 
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Huchting  erstrebt  worden  ist,  hat  unser,  der  Wissenschaft  leider 
so  früh  entrissene  Verfasser  auf  analytisch-geometrischem  Wege 
die  Lehre  von  den  geometrischen  Verwandtschaften  einer  neuen 
Untersuchung  unterworfen  und  diesen  Gegenstand  in  mehrfacher 
Beziehung  weiter  als  seine  Vorgänger  verfolgt  und  geführt.  Eben 
aber,  weil  der  Verfasser  überall  einen  ganz  eigentümlichen  Weg 
geht,  ist  es  sehr  schwer,  ohne  Weitläufigkeit  auch  nur  einen  allge- 
meinen Begriff  von  seiner  Methode  zu  gehen,  was  daher  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  ihrer  Natur  nach  nicht  erwartet  werden  kann. 
Dassaber  die  Leser,  welche  an  sehr  allgemein  gehaltenen  analytisch- 
geometrischen Untersuchungen  Interesse  und  Freude  finden,  durch 
dieses  Werk  sich  vielfach  angeregt  finden  werden,  können  wir  ver- 
sichern, und  empfehlen  dasselbe  daher  recht  sehr  zur  Beachtung,  in- 
dem wir  uns  hier  damit  begnügen  müssen,  nur  noch  in  aller  Kürze  die 
Ueberschriften  seiner  Hauptabschnitte  anzugeben:  1.  Allgemei- 
nes über  die  Verwandtschaften.  —  II.  Stand-Elemente 
und  Stand  -  Ketten.  —  III.  Nähere  Untersuchung  der 
Affinität.  —  IV.  Die  Tangential  -  A  ffin  i  tä  t.  —  V.  Curven 
mit  constanter  Umformungs-Stärke  ihrer  unmittelba- 
ren Umgebung. 


Astronomie. 

Sternbedeckungen  und  Mondsterne,  beobachtet  auf 
der  k.  k.  Sternwarte  in  Krakau,  herausgegeben  von 
Dr.  Max  Weisse,  Director  derselben  Sternwarte.  Kra- 
kau (Uni  versitäts-Buchdruckerei).  1855. 

Von  der  aus  den  astronomischen  Nachrichten  und  anderen 
Journalen  längst  bekannten  rühmlichen  Thätigkeit  der  Sternwarte 
zu  Krakau  legen  diese  von  ihrem  schon  so  vielfach  um  die  Astro- 
nomie verdienten  Director  so  eben  publicirten  Beobachtungen  eio 
neues,  sehr  erfreuliches  Zeugniss  ab.  Dieselben  betreffen,  wie 
schon  der  Titel  besagt,  die  Sternbedeckungen  und  Mondsterne, 
und  reichen,  ein  überaus  reiches  Material  in  beiden  Beziehungen 
darbietend,  für  die  ersteren  vom  Jahre  1825  bis  zum  Jahre  1854, 
für  die  letzteren ,  nämlich  die  besonders  reich  ausgestatteten  Mond- 
sterns -  Beobachtungen  vom  Jahre  1829  bis  zum  Jahre  1854.  Möge 
der  Herr  Herausgeber  noch  häufig  Gelegenheit  zu  ähnlichen;  so 
sehr  verdienstlichen  Publicationen  finden! 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

lntorno  ad  alcune  opere  »Ii  Leonardo  Pisano,  Ma- 
thematico  de  secolo  decimoterzo.  Notizie  raccolte  da 
Baldassarre  B o  n compagni,  Socio  ordiiiario  dell'  Acca- 
demia  Pontificia  de'  nun  vi  Lincei.  Roma.  Tipografia 
delle  belle  arti.   J854.  8. 

Wie  ungemein  wichtig  die  Geschichte  der  Mathematik,  na- 
mentlich der  Arithmetik  und  Algebra,  in  Italien  für  die  Geschichte 
unserer  Wissenschaft  überhaupt  ist ,  weiss  jeder  Kenner  derselben. 
Im  Artikel  „Algebra"  des  mathematischen  Wörterbuchs  (Thl.  I. 
S.  33.)  sagt  K  Iii  gel:  „Von  den  Alauro- Arabern  ward  die  Kennt- 
niss  der  Algebra  nach  Spanien  verpflanzt.  Aus  diesem  Lande 
mögen  die  Italiener  sie  zum  I  heil  erhalten  haben.  Doch  haben 
sie  auch  unmittelbar  von  den  Arabern  durch  einen  ihrer  Lands- 
leute Unterricht  in  dieser  Kunst  bekommen.  Leonardo  von 
Pisa,  ein  Kaufmann,  der  um  das  Jahr  1200  grosse  Reisen  nach 
dem  Orient  unternahm,  brachte  von  da  die  Kenntniss  der  arabi- 
schen Arithmetik  und  Algebra  mit";  und  in  dem  von  dem  unter- 
zeichneten Herausgeber  des  Archivs  mit  besonderer  Liebe  bear- 
beiteten Artikel  „Zahlzeichen"  des  Wörterbuchs  erzählt  derselbe 
(Thl.  V.  S.  1176.):  „Die  dekadischen  Zahlzeichen  sind  langsam 
in  Gebrauch  gekommen,  wie  es  in  jenem  Zeitalter  nicht  anders 
sein  konnte.  Man  sieht  es  aus  einer  arithmetischen  Schrift  des 
Leonardus  Pisanus,  die  im  Jahre  1202  verfasst  ist.  Von  die- 
ser findet  man  eine  ausführliche  Nachricht  in  des  Targioni 
Tozzetti  Relazioni  d'alcuni  viaggi  fatti  in  Toscana. 

Thl.  XXV.  Hft.3.  3 
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T.  II.  p.  59.  der  zweiten  Aasgabe  zu  Florenz  1768.    Die  Schrift 
des  Leonardo  ist  auf  der  Magliabechischen  Bibliothek  zu  Flo- 
renz handschriftlich  vorhanden.   Der  Verfasser  erzählt,  dass  sein 
Vater,  ein  Handelsmann,  ihn  in  dem  studio  abaci  unterrichtet 
habe;  der  vortreffliche  Unterricht,  mit  den  neun  Figuren  der  Inder 
zu  rechnen,  habe  ihm  ganz  vorzuglich  gefallen;  er  habe  daraus 
begriffen,  was  er  auf  seinen  Reisen  in  und  ausser  Europa  mit 
vieler  Mühe  gelernt  hatte;  das  Alles  aber  und  andere  Rechnungs- 
arten halte  er  gleichsam  für  fehlerhaft  (quasi  errorem)  in  Vergleich 
mit  der  Weise  der  Inder.    Deswegen  wolle  er  diese  so  deutlich 
als  möglich  vortragen.    In  dem  ersten  Kapitel  zeigt  er,  wie  mit 
den  neun  Figuren  und  dem  Zeichen  0,  welches  arabisch  Zephi- 
rum  heisse,  alle  Zahlen  geschrieben  werden.    Man  sieht  aus  die- 
ser Schrift,  dass  die  indische  Rechenkunst  gegen  Ende  des  l'iten 
Jahrhunderts  selbst  unter  Kaufleuteu  noch  nicht  ausgebreitet  ge- 
wesen ist.**  —  Diese  Notizen,  welche  ich  bei  der  Bearbeitung 
des  genannten  Artikels  des  Wörterbuchs  hauptsächlich  aus  noch 
vorhandenen  sorgfältigen  Aufzeichnungen  des  verewigten,  so  viel- 
fach verdienten  Klügel  entnahm,  habe  ich  hier  deshalb  wieder 
mitgetheilt,  um  den  Lesern  des  Archivs  die  ungemein  grosse 
Wichtigkeit  des  Leonardo  Pisano  für  die  Geschichte  der  Arith- 
metik und  Algebra  in  der  Kürze  mit  möglichster  Deutlichkeit  vor 
die  Augen  zu  führen.    Je  lebhafter  aber  ich  schon  vor  nun  be- 
reits 25  Jahren  bei  der  Bearbeitung  des  genannten  Artikels  fühlte, 
wie  ungemein  schwer  es  ist,   bei  solchen  Arbeiten  sich  in  den 
Besitz  aller  erforderlichen  Quellen  zu  setzen,   desto  angenehmer 
wurde  ich  jetzt  überrascht,  als  ich  das  vorliegende,  mit  der  grüss- 
ten  Sorgfalt,  der  grüssten  Liebe  zur  Sache  und  der  grössten 
mathematischen  und  historischen  Gelehrsamkeit  bearbeitete  Werk 
des  Herrn  Baldassarre  Boncompagni  erhielt,  durch  dessen 
Herausgabe  der  Herr  Verfasser  sich  ein  ungemein  grosses  Ver- 
dienst um  die  Geschichte  der  Mathematik  erworben  hat,  und  das 
Niemand  bei  dem  Betreiben  historisch  •  mathematischer  Studien 
künftig  wird  entbehren  können.    Man  muss  erstaunen  über  den 
Fleiss,  die  Sorgfalt,  mit  welcher  Herr  Baldassarre  Boncom- 
pagni  in  den  berühmtesten  italienischen  Bibliotheken  Nachfor- 
schungen über  die  Schriften  seines  Landsmanns  angestellt  hat, 
und  die  dabei  aufgewandte  grosse  literarische  Gelehrsamkeit,  wo- 
bei wir  zugleich  noch  erwähnen  wollen,  dass  Herr  Baldassarre 
Boncompagni  schon  früher  in  den  Atti   delF  Accademia 
Pontificia  de'  Nuovi  Lincei  pubblicati  conforme  alla 
decisione  Accademica  de  22  dicembre  1850,  e  compilati 
dal  Segretario.   Roma,  1851 — 1852,  einen  Aufsatz:  „Deila 
v.tta  •  delle  opere  di  Leonardo  Pisano  mateuiatico  del 
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seeolo  decimo  terzo  etc."  publicirft  hat.  Auch  finde  ich  be- 
sonders angezeigt!  „Deila  vita  e  delle  opere  di  Leonardo 
Pisano,  matematico  del  secolo  deeimoterzo,  notizie 
raecolteda  B.  Bonconipagn i.  Roma.  J842.  4. "  und:  „So- 
pra  tre  scritti  inediti  di  Leonardo  Pisano  pubblicati 
da  B.  Boncompagni,  unte  analiticbe  di  Angelo  Genocchi. 
Roma.  1855.  8." 

Eine  ausführliche  Anzeige  des  so  ungemein  reichen  Inhalts 
des  vorliegenden  grossen  und  gelehrten  Werkes  gestattet  natürlich 
die  durch  diese  literarischen  Berichte  uns  nothwendig  vorgeschrie- 
bene Kürze  nicht,  indem  wir  uns  vielmehr  damit  begnügen  müs- 
sen ,  auf  die  grosse  Wichtigkeit  desselben  für  die  Geschichte  der 
Mathematik ,  hauptsächlich  natürlich  für  die  Geschichte  der  Arith- 
metik und  Algebra,  hingewiesen  zu  haben. 

Um  jedoch  wenigstens  auf  einiges  Detail  aufmerksam  zu  machen, 
so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet,  wollen  wir  bemerken,  dass 
der  Herr  Verfasser  drei  arithmetischen  Aufgaben,  die  in  einem 
auf  der  Ambrosianischen  Bibliothek  zu  Mailand  aufgefundenen 
wichtigen  Manuscripte  des  Leonardo  Pisano,  welches  den 
Titel  führt:  „Flos  super  solutionibus  quarundam  que- 
stionum  ad  uumerum  et  ad  geometriam  vel  ad  utrum- 
que  pertinentium"  sich  finden,  gleich  am  Anfange  seines 
wichtigen  Werkes  besondere  Aufmerksamkeit  widmet  Diese  drei 
Probleme  sind  die  folgenden: 

Trovare  un  numero  quadrato  x*  tale,  che  si  abbia  siraul- 
taneamente : 

y2,  z*  essendo  due  numeri  quadrati. 

2°.  Trovare  per  mezzo  di  ciö  che  Euclide  insegna  nel  deeimo 
libro  de'  suoi  Elementi  di  geometria  un  numero  x  tale  che  si  abbia: 

x*  +  2x2  +  iOr  =  20. 

3°.  Tre  uomini  avevano  in  coroune  una  gamma  di  denaro, 
della  quäle  una  metä  era  del  primo,  una  terza  parte  del  secondo, 
ed  una  sesta  parte  del  terzo  uomo.  Volendo  essi  porre  in  luogo 
piü  sicuro  questa  somma,  ciascuno  di  loro  ne  prese  a  caso  una 
parte,  ed  avendo  trasportato  tutta  la  somma  stessa  in  luogo  piü 
sicuro,  il  primo  pose  in  comune  la  metä  di  ctö  che  prese,  il 
secondo  la  terza  parte,  ed  il  terzo  una  sesta  parte.  Avendo 
potela  divido  tn  parti  eguali  fra  loro  ciö  che  fn  da  essi  posto  in 

3* 
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eomune,  ciascuno  di  loro  ebbe  una  certa  porzione.    Si  doiuaoda 
quäle  fu  quella  somraa  e  quanto  ciascuno  ne  prese." 

Auch  bemerken  wir  hierbei,  dass  Herr  Baldassarre  Bon- 
compagni  über  das  erste  dieser  drei  Probleme,  welches  der  un- 
bestimmten Analytik  angehört,  indem  er  demselben  zugleich  eine 
allgemeine  Form  gegeben  hat,  eine  besondere  sehr  lesenswerthe 
Abhandlung  verfasst  bat,  die  unter  folgendem  Titel  erschienen  ist : 

Intorno  alla  resoluzione  delle  equazioni  simulta- 
nee  ;r2  +  A=y2,  x*  —  h  =  z2.  Nota  di  Baldassarre  Boncom- 
pagni.  Estratta  dagli  Annali  di  Scienze  Matematiehe 
e  Fisiebe  pubblicati  in  Roma  Aprile  1855.   Roma.  1855. 

und  dass  darin  gleich  am  Anfange  bemerkt  wird,  dass  Leonardo 
von  Pisa  für  dieses  Problem  die  in  den  folgenden  Formeln,  in 
denen  m,  n  rationale  Zahlen  bezeichnen,  enthaltene  elegante  Auf- 
lösung gegeben  hat: 

k  ~  Amn  (m  +  n)  (m  —  n) , 

x  =  Ar  (m!2  -f  «*) , 

y=z±(2mn  +  (m»— n2)), 

x  =  +  (2mn— (m2— n2)). 

Der  Raum  verstattet  uns  leider   nicht,    hier  noch  weiter 
auf  das  vorliegende  wichtige  und  interessante  Werk  einzugehen. 
Wir  schliessen  daher  diese  Anzeige  mit  dem  Wunsche,  dass 
Herr  Baldassarre  Boncompagni  die  Wissenschaft  noch  öfters  . 
mit  so  wichtigen  historischen  Untersuchungen  beschenken  möge. 

Grunert. 

1 


Arithmetik. 

Neue  Methode  zur  Vermeidung  und  Auffindung 
von  Rechenfehlern  vermittelst  der  Neuner-,  Elfer-, 
Siebenunddre issiger-  und  Hundertundeinerprobe.  Ein 
Hülfsbuch  für  Zahlenrechner.  Von  Dr.  A.  Krönig,  Leh- 
rer an  der  königl.  Realschule  in  Berlin.  Berlin.  Gärt- 
ner. 1855.  8. 

Der  Zweck  dieser  Schrift  ist  durch  ihren  Titel  hinreichend 
bezeichnet.  Die  auf  dem  Titel  angegebenen  Rechnungsproben 
sind  in  derselben  deutlich  angegeben  und  ihr  Gebrauch  zur  Auf- 
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findung  von  Rechenfehlern  ist  vollständig  und  so  ieichtfasslich 
erläutert  nordet»,  dass  für  Jeden,  wer  nur  mit  den  Anfangsgrün- 
den  der  Arithmetik  vertraut  ist,  ein  leichtes  Verständniss  ver- 
mittelt worden  ist.  Die  Beweise  hat  der  Herr  Verfasser  jedoch 
jetzt  noch  nicht  gegeben,  und  beabsichtigt,  dieselben  in  einem 
besonderen  Heftchen  nachzuliefern,  was  jedenfalls  recht  bald  ge- 
schehen möge,  da  das  Schriftchen  sowohl  von  theoretischem,  als 
namentlich  von  praktischem  Interesse  ist,  und  auch  Lehrern  zur 
Benutzung  bei'm  arithmetischen  Unterrichte,  wozu  es  der  Herr 
Verfasser  auch  bestimmt  hat,  empfohlen  zu  werden  verdient. 
Ausser  der  lehrreichen  Darstellung  der  Methode  selbst  bilden  den 
Hauptinhalt  der  Schrift  eine  Reihe  von  Tafeln,  die  dazu  bestimmt 
sind,  alle  Rechnung  zu  ersparen  und  jede  Probe  auf  ein  blosses 
Nachschlagen  zurückzuführen,  und,  so  weit  sich,  ohne  selbst 
schon  vielfachen  fiebrauch  von  denselben  gemacht  zu  haben,  urt hei- 
len lässt,  mit  grosser  Sorgfalt  berechnet  und  zweckmässig  einge- 
richtet zu  sein  scheinen,  weshalb  wir  das  Schriftchen  nochmals 
der  Beachtung  unserer  Leser  recht  sehr  empfehlen. 

Tafel  der  füufstelligen  Logarithmen  und  Antiloga- 
rithmen.  Nebst  einer  tabellarischen  Zusammenstel- 
lung der  in  den  verschiedenen  Anwendungen  am  mei- 
sten gebrauchten  Zahlen.  (Von  Friedrich  Stegmann, 
Professor  an  der  Universität  zu  Marburg.)  Marburg. 
Koch.  1855. 

Diese  kleine  Tafel  besteht  aus  folgenden  zwei  Abtheiluugeu: 

I.  Tafel  der  gerneinen  oder  Briggischen  Logarithmen,  ent- 
haltend a)  für  die  natürlichen  Zahlen  von  0  bis  119  die  vollstän- 
digen Logarithmen  mit  sechsstelliger  Mantisse,  und  b)  für  alle 
Zahlen  von  1000  bis  9999  die  fünfstelligen  Mantissen. 

II.  Tafel  der  Antilogarithmen,  enthaltend  für  die  Mantissen 
aller  Rriggischen  Logarithmen  von  .0000  bis  .9999  die  fünf  ersten 
Stellen  der  zugehörigen  Zahl. 

Man  sieht  hieraus,  dass  der  Herr  Verfasser  unter  einer  Ta- 
fel der  Antilogarithmen,  wie  dies  in  England  längst  gebräuch- 
lich ist,  eine  Tafel  versteht,  welche  von  der  gewöhnlichen  Loga- 
rithmentafel, also  von  der  Tafel  I.,  die  einfache  Umkehrung  bildet. 
Bei  der  Tafel  der  Logarithmen  ist  die  Zahl  das  Argument,  und 
die  Tafel  stellt  den  Logarithmus  als  Function  der  Zahl  dar. 
Bei  der  Tafel  der  Antilogarithmen  ist  der  Logarithmus  das  Argu- 
ment, und  die  Tafel  stellt  die  Zahlen  als  Functionen  der  Loga- 
rithmen dar.    Wir  sind  mit  dem  Herrn  Verfasser  ganz  damit  ein- 


/ 


Digitized  by  Google 


6 


f erstanden,  Haas  eine  besondere  Tafel  der  Antilogarithnieo  wesent- 
liche Erleichterung  bei  der  Rechnung  gewährt  uud  auch  deren 
Genauigkeit  zu  erhöhen  geeignet  ist,  und  empfehlen  daher  da« 
vorliegende  Büchlein  unsern  Lesern  und  auch  Praktikern  recht 
sehr  zur  Beachtung.  Freilich  aber  wird  eine  solche  Tafel,  in 
grösserem  Maassstabe  wie  hier  ausgeführt,  immer  ein  ziemlich 
voluminöses  Werk  bilden.  Als  Grundlage  seiner  Arbeit  diente 
dem  Herrn  Verfasser  die  in  London  1849  erschienene  Table 
of  Antil ogarithms  von  Filipowsky,  welche  für  alle  fünfstel- 
ligen  Mantissen  siebenstellige  Logarithmanden  liefert,  in  der 
aber  bei  sorgfältiger  Prüfung  eine  bedeutende  Anzahl  von  Druck- 
fehlern entdeckt  wurde,  welche  in  der  vorliegenden  Tafel  sorg- 
fältigst zu  vermeiden  gesucht  worden  ist.  Die  Tafel  einer 
grösseren  Anzahl  in  der  theoretischen  und  praktischen  Mathema- 
tik und  in  der  Physik  oft  gebrauchter  Zahlen  ist  eine  angenehme 
Zugabe. 

Die  Differential-  und  Integralrechnung  und  deren 
Anwendung  auf  die  Geometrie  in  der  Ebene  von  Doc- 
tor  Edmund  Külp,  Professor  der  Physik  und  Mathema- 
tik an  der  höheren  Gewerbeschule  zu  Darmstadt.  III.  Ab- 
theilung. Mit  vier  lithographirten  Tafeln.  Darmstadt. 
Leske.  1855.  8. 

Wir  haben  dieses  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung in  dem  Literarischen  Berichte  Nr.  XC1II.  S.  1.  namentlich 
In  Bezug  auf  den  verdienstlichen  Standpunkt,  welchen  dasselbe 
den  neueren  Anschauungsweisen  und  Ansichten  der  strenge- 
ren Wissenschaft  gegenüber  einnimmt,  näher  charakterisirt,  und 
glauben  daher,  weil  der  Herr  Verfasser  diesen  Standpunkt  gewis* 
zum  besonderen  Nutzen  seiner  Schüler  und  der  ausgezeichneten 
Lehranstalt,  welcher  er  seine  Kräfte  widmet,  auch  in  dieser  drit- 
ten Abtheilung  nicht  verlassen  hat,  uns  jetzt  mit  der  folgenden 
allgemeinen  Inhaltsangabe  derselben  begnügen  zu  dürfen:  L  Be- 
rührung ebener  Curven.  1.  Von  den  Tangenten  und  Normalen. 
2.  Vou  deu  Asymptoten.  3.  Von  der  Berührung  der  verschiede- 
nen Ordnungen.  4.  Gebrauch  der  Polarcoordinaten.  —  II.  Ver- 
schiedene Eigenschaften  der  ebenen  Curven.  1.  Der  Lauf  ebener 
Curven.  2.  Besondere  Punkte  ebener  Curven.  3.  Differential  der 
Fläche  einer  Curve.  4.  Differential  des  Bogens.  —  III.  Weitere 
Untersuchungen  über  ebene  Curven.  1.  Krümmung  ebener  Cur- 
ven. 2.  Von  den  Evoluten.  3.  Von  den  Brennlinien  durch  Zurück- 
werfung. 4.  Von  den  ßrennlinien  durch  Brechung.  IV.  Berech- 
nung des  Flächeninhalts  und  der  Bogenlänge  ebener  Curven. 
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1.  Quadratur  ebener  Corven.  2.  Näherungsweise  Quadratur  und 
Quadratur  in  Polarcoordinaten.  3.  Bogenlänge  der  ebenen  Curven. 
4.  Rectification  mittelst  elliptischer  Integrale. 

Man  wird  hieraus  zugleich  ersehen,  dass  auf  dem  geringen 
Räume  von  nur  112  Seiten  ein  sehr  reichhaltiger  Stoff  zusammen- 
gedrängt worden  ist. 


Geometrie. 

Die  Berfihrungs-Aufgabe  für  Kreis  und  Kugel.  Für 
das  Bedürfnis  höherer  Lehr- Anstalten  bearbeitet  von 
Dr.  W.  Brennecke,  Director  der  Realschule  zu  Colberg 
(jetzt  zu  Posen).  Mit  45  in  den  Text  gedruckten  Figu- 
ren.   Berlin.  Enslin.  1853.  8. 

Die  Anzeige  dieser  empfehlenswerthen  Schrift  ist  mehr  als 
billig  verspätet  worden.    Dieselbe  ist  das  Resultat  der  gemein- 
schaftlichen Arbeit  zweier  längst  bewährter  mathematischer  Leh- 
rer, des  Rectors  an  der  Oberschule  zu  Neustadt  -  Eberswalde» 
Herrn  Carl  Schmidt,  und  des  auf  dem  Titel  genannten  Herrn 
Herausgebers   der  Schrift.     Wenn  auch  das  Apollonius'sthe 
Problem  von  den  Berührungen,  insbesondere  für  den  Kreis,  auch 
in  völlig  synthetischer  Weise  wie  hier,  schon  nicht  wenige  Bear- 
beitungen gefunden  hat,  unter  denen  die  von  Vieta  in  seinem  im 
Jahre  1600  herausgegebenen  Apollonius  Gallus  gegebenen 
Auflösungen  oben  an  stehen,  die  dem  Adrianus  Romanus  so 
wohl  gefielen,  dass  er  von  Würzburg  eigens  nach  Frankreich 
reiste,  um  den  Vieta  kennen  zu  lernen  und  mit  ihm  über  mathe- 
matische Gegenstände  sich  zu  besprechen,  so  verdient  doch  die  * 
vorliegende  Schrift,  in  welcher  die  Herren  Verfasser  jedenfalls 
ganz  ihren  eigenen  Weg  gegangen  sind,  in  mehrerer  Rücksicht 
zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden:    namentlich  aber  einmal 
deshalb,  weil  das  Problem  auch  für  die  Kugel  vollständig  behan- 
delt worden  ist,  und  zweitens  deshalb,  weil  die  Herren  Verfas- 
ser in  derselben  einen  sehr  verständigen  Gebrauch  von  den  Er- 
gebnissen  der  sogenannten  neueren  Geometrie  gemacht,  dabei 
aber  eine  richtige  Mitte  zwischen  der  älteren  und  neueren  Geo- 
metrie gehalten,  und  deshalb  die  Schrift  auch  für  Anfänger  in 
der  Geometrie,  zu  deren  weiterer  Uebung  sie  ja  auch  von  den 
Herren  Verfassern  selbst  bestimmt  worden  ist,  verständlich  ge- 
macht haben.   Man  weiss,  dass  rücksichtlich  des  Kreises,  wenn 
von  Punkt,  gerader  Linie  und  Kreis  nur  zwei  zu  berührende 
Stücke  gegeben  sind,  die  Aufgabe  unbestimmt  wird ,  insofern  man 
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nicht  etwa,  wie  Marinus  Ghetaldus  in  seinem  Su pplemetrto 
Apoll  onii  Galli.  Venet.  Ii »07.  that ,  die  Bedingung  hinzufügen 
will,  riass  der  gesuchte  Kreis  einen  gegebenen  Halbmesser  haben 
soll;  man  weiss  aber  auch,  dass  die  Aufgabe  in  ihrer  vorher- 
gehenden Unbestimmtheit  auf  beiuerkenswerthe  geometrische  Oer- 
ter  führt.  Daher  mochten  wir  wohl  empfehlen,  einmal  die  öer- 
ter  sorgfältig  zu  uutersuchen,  auf  welche  die  Aufgabe  von  der 
Kugel  führen  muss,  wenn  von  Punkt,  Ebene  und  Kugel  nicht 
vier,  sondern  nur  drei  zu  berührende  Stücke  gegeben  sind,  was 
wohl  noch  nicht  geschehen  ist.  Die  äussere  Ausstattung  des 
Schriftchens  ist  sehr  schön. 


Astronomie. 

Die  Gestalt  der  Erde.  Von  Dr.  M.  G.  von  Paucker, 
Professor  zu  Mitau,  Correspondent  der  Kaiserliche« 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg. 

In  einer  Reihe  von  Abhandlungen,  die  in  den  Schriften  der 
Kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  Petersburg  *)  im 
Jahre  1853  erschienen  sind,  hat  Herr  Professor  Dr.  von  Pau- 
cker in  Mitau,  dem  die  Wissenschaft  schon  so  viele  schöne 
und  wichtige  Arbeiten  verdankt,  neue  und  grösstenteils  auch 
nach  neuen  Methoden  geführte  Untersuchungen  über  die  Gestalt 
der  Erde  publicirt.  Wenn  diese  Abhandlungen  auch  nicht  s  am  röt- 
lich in  einem  Buche  mit  einander  vereinigt  erschienen  sind,  so 
#  bilden  sie  doch  ein  in  ziemlich  strengem  systematischen  Zusam- 
menhange steheudes  Ganzes,  und  sind  uns  von  solcher  Wichtig- 
keit erschienen,  enthalten  auch  so  viele  einzelne  interessante  Un- 
tersuchungen und  Sätze,  dass  wir  im  Interesse  der  Wissenschaft 
und  unserer  Leser  es  für  unsere  Pflicht  halten,  von  diesen  sehr 
verdienstlichen  Untersuchungen  hier  eine  zusammenhängende  An- 
zeige zu  liefern,  und  zwar  um  so  mehr,  weil  dieselben,  eben  weil 
sie  nur  nach  und  nach  als  vereinzelte  Aufsätze  in  einer  Zeitschrift 
erschienen  sind,  vielleicht  nicht  die  Beachtung,  die  sie  so  sehr 
verdienen,  finden  dürften.  In  dem  ersten  Artikel,  welcher  über- 
schrieben ist:  Der  Meridianbogen  der  sp h äroidischen 
nicht  elliptischen  Erde,  versucht  der  Herr  Verfasser,  die 


*)  Die  Gesammtheit  dieuer  Aufsätze  wird  man  wühl  am  Besten  durch 
Friedrich  Lucas  in  Mitau  bezichen  können. 
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Frage  über  die  wahre  Gestalt  der  Erde  auf  einem  Wege  zu  ent- 
scheiden, welcher  die  elliptische  Voraussetzung  verlässt;  derselbe 
enthält  eine  mathematische  Entwicklung,  welche  zuletzt  ein  sehr 
einfaches  Verfahren  anzeigt,  um  die  Elemente  des  Meridians  aus 
den  Beobachtungen  einer  Gradmessung  zu  bestimmen,  wobei  der 
Meridian  als  eine  beliebige  krumme  Linie  angenommen  wird,  mit 
der  einzigen  Beschränkung,  dass  diese  Linie  wenig  vom  Kreise 
abweicht.    Oer  zweite,  die  Gradmessungen  ü'berschriebene 
Artikel  nimmt  die  vorhandenen  Gradmessungen  in  Rechnung;  dass 
die  elliptische  Gestalt  unzulässig  ist,  war  schon  aus  theoretischen 
Gründen  erkannt  worden;  die  Riemente  eines  neuen  mittlem  Me 
ridians,  welcher  alle  vorhandenen  Gradmessuugen  nach  der  Me- 
thode der  kleinsten  Quadrate  vereinigt,  bestätigen  diesen  Ausspruch. 
Es  werden  ferner  die  Meridiane  von  Ostindien ,  Paris  und  üorpat 
für  sich  bestehend  berechnet,  wobei  man  zu  der  Ueberzeuguug 
gelangt,  dass  die  Gradmessiingen  jetzt  weniger  eine  geographische, 
als  vielmehr  eine  geologische  Bedeutung  haben,  indem  sie  den 
Gang  der  örtlichen  Anziehungen   geben,    welche  grösstenteils 
durch  die  veränderliche  Dichtigkeit  de»  Erdinnern  bedingt  werden. 
Indem  diese  beiden  Artikel  hauptsächlich,  um  so  zu  sagen,  ein 
praktisches  Interesse  darboten,  sind  die  nun  noch  folgenden  Arti- 
kel von  dem  grössten  rein  theoretischen  Interesse,  und  enthalten 
viele  bemerkenswerthe  eigentümliche,  theil weise  gegen  die  früheren 
Darstellungen  vereinfachte  Entwickelungen  wichtiger  Satze,  na- 
mentlich auch  aus  dem  Gebiete  der  Mechanik,  natürlich  mit  fort- 
währender Beziehung  auf  die  Gestalt  des  Erdkörpers.    Der  dritte 
bis  sechste  Artikel ,  welche  die  folgenden  Ueberschriften  haben : 
Das  Indicial.    Das  geometrische  Potential.  Die  schein- 
bare Schwere    auf   dem  allgemeinen   Sphäroid.  Die 
scheinbare  Schwere  auf  dem  elliptischen   Sphäroid  , 
sollen  eine  gedrängte  Uebersicht  derjenigen  Sätze  geben,  durch 
welche  die  von  Clairaut  und  La  place  aufgestellte  theoretische 
Grundlage  so  weit  ausgebildet  wird,  um  an  sie  eine  neue  Berech- 
nung der  Erdgestaltung  anknüpfen  zu  können.    Von  der  ellipti- 
schen Voraussetzung  Umgang  nehmend ,  ist  das  Umdrehungssphä- 
roid  auch  hier  nur  der  Bedingung  unterworfen,  dass  es  von  der 
Kugel  wenig  abweiche,  wodurch  sich  stark  convergirende  Reihen 
ergeben,  deren  allgemeines  Gesetz  zu  Tage  liegt  und  die  mit  den 
Abplattungsgliedern   vierter   Ordnung   hinreichend  abschliessen. 
Alle  hier  gegebenen  Sätze  beruhen,    wie  schon  erinnert,  auf 
selbstständiger  Untersuchung.   Dahin  gehören  die  gegenseitigen 
Beziehungen  zwischen  dem  sogenannten  Indicial  und  Subindicial, 
sowohl  dem  einfachen  als  dem  sphärischen,   ferner  die  Darstel- 
lung des  Potentials  allgemein  für  jeden  Exponenten,  sowohl  in 
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aufsteigender  als  in  absteigender  Richtung,  nach  Potentialseiten 
und  Indicialen,  endlich  der  in  dem  Buche  mit  d  bezeichnete  Aus« 
druck,  das  Anziehutigspotential  für  jeden  ausserhalb  gelegenen 
oder  auf  der  Oberfläche  des  Sphäroids  befindlichen  Ort,  und  für 
jedes  beliebige  Gesetz  der  Dichtigkeit,  wofern  nur  alle  Schich- 
ten von  gleicher  Dichtigkeit  einander  ähnlich  sind.  Besonders 
verdienstlich  erscheint  uns  die  in  dem  sechsten  Artikel  gegebene 
Ableitung  der  speciellen  von  Maclaurin,  Laplace  und  Ivory 
für  das  elliptische  Spbäroid  gegebenen  Ausdrücke  aus  den  gefun- 
denen allgemeinen  Ausdrücken,  und  die  im  fünften  Artikel  gege- 
bene einfache  Ableitung  des  berühmten  Clairaut'scben  Theorems, 
welches  bekanntlich  eine  sehr  merkwürdige  Beziehung  zwischen 
der  Abplattung,  der  Schwungkraft  unter  dem  Aequator  und  der 
Zunahme  der  scheinbaren  Schwere  vom  Aequator  zum  Pol  nach- 
weist, und  hier  zugleich  auch  auf  die  Abplattungszahlen  der  zwei- 
ten Ordnung  ausgedehnt  worden  ist.  Der  siebente  bis  zehnte 
Artikel  führen  endlich  die  folgenden  Ueberschriften :  Die  Pen- 
delmessungen.  Die  Masse  der  Erde.  Der  Newton'sche 
Satz,  die  projective  Methode  in  der  Ebene,  und  der 
Krümmungskreis  des  Kegelschnitts  (worin  sich  dem  Leser 
auch  manche  geometrische  Ausbeute  darbieteu  wirf!).  Hat  Era- 
tostehnes  die  Erde  gemessen?  (Ein  mit  grosser  historischer 
und  philologischer  Gelehrsamkeit  geschriebener  Artikel,  auf  den 
auch  die  Philologen  aufmerksam  gemacht  werden  müssen.) 

Wir  glauben  hiermit  genug  gesagt  zu  haben,  um  unsere  Leser 
auf  diese  wichtigen  und  interessanten  Untersuchungen  gebührend 
aufmerksam  zu  machen.  Freilich  erfordern  dieselben,  tbeils  ihrer 
Kürze,  theils  ihrer  grossen  Eigentümlichkeit  wegen,  sehr  geübte 
Leser;  hat  man  sich  aber  einigermassen  in  den  eigentümlichen 
Entwickelungsgang  des  Herrn  Verfassers  hineingearbeitet,  und 
mit  einigen  eigentümlichen  Ausdrucksweisen  desselben  bekannt 
gemacht,  so  hat  das  Verständniss  keine  weitere  Schwierigkeit, 
und  Jeder  wird  sich  dann  gewiss  durch  die  vielfachste  Belehrung 
mehr  als  hinreichend  belohnt  finden. 

Beitrag  zur  Kenntniss  d er  Gru n dlagen  von  Piazzis 
Sternkatalog  von  K.  v.  Littrow.   Wien.  1855.  4. 

Die  Leser  des  Archivs  wissen  aus  den  verschiedenen  im  Lite- 
rarischen Berichte  gelieferten  Anzeigen,  wie  sehr  Herr  v.  Lit- 
trow durch  die  Herausgabe  der  P  ia  zzi' sehen  „Storia  Celeste" 
sich  um  die  Wissenschaft  verdient  gemacht  hat,  ein  Werk,  das, 
z.B.  durch  die  trefflichen  Arbeiten  von  Peters,  bekanntlich 
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schon  manche  schöiie  Früchte  getragen  hat    lu  der  vorliegenden 

Schrift  liefert  er  zu  diesem  Werke  einen  wichtigen  Nachtrag,  und 
die  Besitzer  der  „Storia  Celeste"  werden  diese  neue  Schrift 
auf  keinen  Fall  entbehren  können,  namentlich  wenn  sie  jenes 
Werk  als  Grundlage  eigener  Untersuchungen  benutzen  wollen. 
Es  wird  am  Besten  sein,  Herrn  v.  Littrow  über  seine  neueste 
Schrillt  selbst  reden  zu  lassen.  Er  sagt  auf  S.  ].:  „Piazzi  glaubte 
in  der  umfangreichen  Handschrift:  „Storia  Celeste  del  R.  Osser- 
vatorio  di  Palermo",  die  vor  einigen  Jahren  durch  liberale  Un- 
terstützung von  Seite  der  k.  k.  Österreichischen  Regierung  in  den 
An naler»  der  Wiener  Sternwarte  veröffentlicht  wurde,  alle  Origi- 
naldaten gesammelt  zu  haben,  deren  künftige  Rechner  zur  Repro- 
duction  der  mittleren  Orte  seiner  Kataloge  bedurften.  Bei  näherer 
Durchsicht  zeigt  sich  leider,  dass  die  Gehulfen,  welche  die- 
ses Manuscript  zusammenzustellen  hatten,  keineswegs  immer  mit 
derjenigen  Sorgfalt  verfuhren ,  welche  man  hier  zu  fordern  berech- 
tigt war:  Lucken  und  Incongruenzen  mancher  Art  hindern  oft  eine 
völlig  sichere  Benützung.  Vor  Allem  aber  ein  wichtiger  Theil 
derjenigen  Angaben,  die  in  der  Storia  Celeste  enthalten  sein  soll- 
ten, scheint  von  Piazzi  selbst  ganz  übersehen  zu  sein:  die  Ver- 
bindung der  beiden  Uhren,  deren  er  sich  bediente,  und  von  denen 
nur  die  eine  unmittelbar  mit  dem  Himmel  verglichen  war.  Als 
Herausgeber  jenes  Werkes  hielt  ich  es  für  meine  Pflicht,  um 
möglichste  Abhilfe  wenigstens  dieses  Mangels  mich  zu  bemühen, 
und  war  uach  langjährigem  Sollicitiren  endlich  so  glücklich ,  Mate- 
rialien zu  erhalten,  die,  wenngleich  ziemlich  fragmentarischer  Be- 
schaffenheit, so  doch  nicht  nur  jenem  dringendsten  Bedürfnisse 
grösstentheils  abhelfen,  sondern  auch  manche  weitere  sehr  wün- 
schenswerthe  Ergänzung  liefern."  —  Die  Resultate  dieser  viel- 
jährigen eifrigen  Bemühungen  sind  nun  in  der  vorliegenden  Schrift 
mit  der  grössten  Sorgfalt  und  grosser  kritischer  Umsicht  und  iu 
für  den  weiteren  Gebrauch  sehr  zweckmässiger  Anordnung  nieder- 
gelegt. Die  Materialien  aber  zu  dieser  neuen  wichtigen  Arbeit  erhielt 
Herr  v.  Littrow  hauptsächlich  im  Jahre  1846  von  dem  damaligen 
Vorsteher  der  Palermitaner  Sternwarte,  Herrn  G.  Cacciatore, 
und  im  Jahre  1851  von  dem  jetzigen  Director  derselben  Herrn 
Prof.  D.  Ragona-Scina,  welchen  Beiden  daher  die  Wissen- 
schaft auch  zu  besonderem  Danke  verpflichtet  ist. 


Physik. 

Experinieutal  -  Physik.  Ein  Leitfaden  hei  Vorträ- 
gen von  Dr.  G.  von  Quintus  Jcilius,  Lehrer  an  der  po- 
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ly tech nischen  Schule  zu  Hannover.  Hannover.  Schmort 
&  von  Seefeld.    1855.   8.   3  Tblr. 

Dieses  neue,  in  einer  sehr  ansprechenden  Sprache  geschrie- 
bene Lehrbuch  der  Physik  liefert  eine  für  den  Öffentlichen  Un- 
terricht fast  mehr  als  vollständig  zu  betrachtende  Darstellung  der 
Wissenschaft  nach  ihrem  neuesten  Zustande.  Dasselbe  ist  in  drei 
Heften  erschienen ,  von  denen  das  erste  der  Lehre  von  der  Schwere, 
den  Aggregatzuständen  und  der  Lehre  vom  Schalle;  das  zweite 
der  Lehre  vom  Lichte  und  der  Lehre  von  der  Wärme;  das  dritte 
endlich  der  Reibungselektricität,  dem  Magnetismus,  der  Berüh- 
rungselcktricität  und  den  elektrischen  Strumen  gewidmet  ist:  Alles 
in  sehr  gründlicher  und,  wie  schon  erwähnt,  für  die  Zwecke  des 
öffentlichen  Unterrichts  fast  mehr  als  vollständiger  Darstellung. 
Auf  das  Einzelne  einzugehen  gestattet  die  Natur  unserer  literari- 
schen Berichte  nicht,  die  sich  immer  nur  eine  kurze  allgemeine 
Charakterisirung  der  zu  analysirenden  Schriften  zur  Aufgabe  stel- 
len, und  die  besonders  hervortretenden  und  der  Wissenschaft  oder 
dem  Lehrwesen  besonders  nützenden  Eigentümlichkeiten  dersel- 
ben hervorzuheben  sich  bemühen.  Deshalb  können  wir  es  uns 
zu  unserer  besonderen  Freude  denn  auch  nicht  versagen,  als  eine 
im  höchsten  Grade  rühmliche  Eigentümlichkeit  des  vorliegenden 
Werkes  die  völlig  mathematische  Fassung  und  Haltung  desselben 
hervorzuheben,  welche  es  sich  überall  augelegen  sein  lässt,  dem 
Lehrlinge  eine  wahrhaft  gründliche  Einsicht  in  den  behandelten 
Gegenstand  zu  verschaffen,  welche  bei  dem  gegenwärtigen  Zu- 
stande der  Wissenschaft  unbedingt  nur  auf  mathematischem  Wege 
zu  erlangen  ist,  so  dass  sich  unser  Lehrbuch  nicht,  wie  leider 
viele  andere,  theil weise  noch  sehr  beliebte  physikalische  Lehr- 
bücher, mit  der  blossen  Angabe  von  Resultaten  ohne  allen  Beweis 
und  der  Erläuterung  derselben  durch  möglichst  schöne  Bilder! 
begnügt,  ein  als  der  wahren  Wissenschaft  von  uus  schon  oft  ;ils 
ganz  unwürdig  bezeichneter  Weg,  der  auch  den  wirklichen  Zwecken 
des  physikalischen  Unterrichts  keineswegs  förderlich  ist,  sondern 
denselben  geradezu  hindernd  entgegen  tritt.  Um  so  mehr  haben  wir 
uns  daher  gefreut,  hier  wieder  ein  —  natürlich  ohne  das  Experiment 
im  Geringsten  zu  vernachlässigen  und  seine  Wichtigkeit  zu  ver- 
kennen —  so  ganz  mathematisch  gehaltenes  Lehrbuch  der  Physik 
vor  Augen  zu  haben,  wünschen  auch  den  Schülern  der  polytech- 
nischen Schule  zu  Hannover  Glück,  einen  so  gründlichen  Unter- 
richt auf  solchem  Wege  gemessen  zu  können.  Sollen  wir  über 
die  mathematischen  Darstellungen  des  Herrn  Verfassers  selbst 
noch  unser  Urtheil  aussprechen,  so  können  wir  denselben  bei 
Weitem  in  den  meisten  Fällen  nur  unseren  Beifall  schenken,  und 
können  auch  nicht  umhin  zu  bemerken,  dass  dieselben  sich  oft 
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einer  besonderen  Eleganz  erfreuen,  namentlich  auch  in  der  ele- 
mentaren Form,  in  welcher  dieselben  mit  vollem  Rechte  durch- 
gangig gehalten  sind ,  da  sich  der  Herr  Verfasser  der  Differential- 
end Integralrechnung  im  eigentlichen  Sinne  naturlich  nirgends 
bedient  hat,  wenn  anch  freilich  manche  Entwicklung  fast  nur  der 
Umsetzung  in  die  Zeichen  dieser  Wissenschaften  bedürfen  möchte, 
um  derselben  ganz  anzugehören  *).  Solche  elementare  mathema- 
tische Darstellungen,  wie  sie  hier  gegeben  werden ,  wenn  bei  den- 
selben, wie  es  bei  dieser  Darstellungsweise  gar  nicht  anders 
sein  kann  und  derselben  durchaus  völlig  entsprechend  ist,  natür- 
lich auch  manche  Resultate  nur  in  annähernder  Richtigkeit  sich 
ergeben,  haben  wir  —  nicht  bloss  der  Zwecke  der  Physik  wegen  — 
stets  für  sehr  lehrreich  für  die  Schüler  und  zugleich  insbesondere 
auch  für  dem  mathematischen  Unterrichte  an  sich  sehr  förderlich 
gehalten.  Dass  endlich  die  mathematische  Darstellung  hier  weni- 
ger analytisch,  als  vielmehr  überall  constrüirend  gehalten  und 
immer  an  deutlich  gezeichnete  Figuren  angeschlossen  worden  ist, 
entspricht  gleichfalls  —  bei  aller  eigenen  Vorliebe  für  die  rein 
analytische  Darstellungsweise  —  ganz  unseren  Ansichten  über  die 
zweckmässigste  Ertheilung  des  physikalischen  Unterrichts,  so  dass 
wir  also  in  allen  Punkten,  auf  die  es  hier  wesentlich  ankommen 
dürfte,  das  vorliegende  Buch  zur  Beachtung  empfehlen  können. 

Die  Musik  und  die  musikalischen  Instrumente  in 
ihrer  Beziehung  zu  den  Gesetzen  der  Akustik  von  Frie- 
drich Zarominer,  Professor  zu  Giessen.  Mit  Holzschn. 
1.  Lieferung.,  Giessen.  Ricker'sche  Buchhandl.  1855.  S. 

Die  Absicht  des  Herrn  Verfassers  dieser  Schrift,  welcher  die 
mathematisch -physikalische  Literatur  schon  mit  einigen  sehr 
werthvollen,  einen  mehr  populären  Standpunkt  einnehmenden  Lei- 
stungen beschenkt  hat,  war,  eine  Verbindung  zwischen  den  Sätzen 
der  Wissenschaft  einerseits  und  der  ausübenden  Musik  und  dem 
Bau  musikalischer  Instrumente  andererseits,  welche  bis  jetzt  aller- 


*)  Viel  besser  ist  es  in  wissenschaftlicher ,  methodischer  und  päda- 
gogischer Rücksicht,  sich  in  ihrer  Art  strenger  elementarer  Darstellun- 
gen und  Entwicklungen  zu  bedienen,  als  nicht  selten  sehr  ungenügender 
Darstellungen  durch  die  sogenannte  höhere  Analysig.  Man  möge  sich  da- 
her auch  sehr  hüten,  den  Unterricht  in  der  sogenannten  höheren  Analysis 
zur  Aufnahme  in  den  mathematischen  Unterricht  auf  Gymnasien  and  ge- 
wöhnlichen Realschulen  zu  empfehlen,  wie  es  wirklich  geschehen  ist,  wenn 
man  sich  nicht  cntschliesst,  diesen  Unterriebt  zugleich  in  der  strengsten 
Weise  nach  der  neueren  GränzenmetlHxlr  zu^ytlicileu,  und  nicht  zu  einem 
ganz  unwürdigen  Spiel  mit  ansserlich  sehr^chön  fortlaufenden  und  nach 
einer  Hanptgrösse,  oder  einem  Träger  der  Operationen,  der  am 
Ende  Gott  weiss  was  Alles  zu  tragen  und  Gott  weiss  welchen  Unsinn  zu 
verantworten  hat,   geordneten  Reihen  herabzuwürdigen. 
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ding«  w  g«*  wi«  vöUig  »angelte,  herzustellen.    Jedenfalls  hat  die 
Akustik  dem  Instrumenten  bau  bis  jetzt  verhältnismässig  nur  sehr 
geringe  Dienste  geleistet,  und  die  Verwirklichung  des  Gedankens, 
für  eine  Violine  oder  Flöte  eine  Formel  zu  finden,  etwa  in  ähn- 
licher Weise,  wie  man  sie  für  Fernrohrund  Mikroscop  längst  be- 
sitzt, w  as  jedenfalls  eine  grosse  Eroberung  der  Wissenschaft  sein 
würde,  liegt  zur  Zeit  noch  in  sehr  weiter  Feme,  ja  erscheint  bei 
der  gegenwartigen  Lage  der  Sache  fast  absurd.    Dagegen  über» 
zeugte  sich  der  Herr  Verfasser,  dass  bei  den  ausübenden  Musi- 
kern sowohl  als  den  Instrumentenmachern  zahlreiche,  selbst  für 
die  wissenschaftliche  Akustik  nicht  uninteressante  Beobachtungen 
zu  fiuden  sind,  denen  es  seither  nur  an  den  wissenschaftlichen 
Kategorieen  fehlte,  um  sich  geltend  zu  machen  und  für  die  Wis- 
senschaft fruchtbar  zu  werden.   Der  Herr  Verfasser  hat  daher 
versucht,  in  der  vorliegenden  Schrift  die  physischen  Gesetze  auf- 
zuweisen, welche  in  dem  reichen  Baue  der  Harmonielehre  von  den 
Fundamenten  bis  zur  Spitze  und  bis  zu  den  feinsten  Ornamenten 
das  feste  Band  abgeben,  die  Tonerzeugung  in  den  musikalischen 
Instrumenten,  die  akustischen  Functionen  aller  ihrer  T heile  so  zu 
erläutern,  dass  der  Laie  Verständniss,  der  Techniker  Belehrung 
daraus  zu  schöpfen  vermöge;  und  wenn  auch  der  Herr  Verfasser, 
wie  sich  bei  der  jetzigen  Lage  der  Sache  von  selbst  versteht, 
eine  streng  systematische  Anordnung  einhalten  weder  konnte  noch 
wollte,  so  wird  doch  der  aufmerksame  Leser  keineswegs  ein  in 
gewisser  Rücksicht  durch  diese  einzelnen,  in  sehr  ansprechender 
Sprache  geschriebenen  Aufsätze  sich  hindurchziehendes  gemein- 
sames wissenschaftliches  Band  gänzlich  vermissen  und  sich  auch 
sogleich  überzeugen,  dass  der  Herr  Verfasser  in  anerkennungs Wer- 
th er  WeUe  bemüht  gewesen  ist,  in  den  einzelnen  Aufsätzen  mög- 
lichst alle  verwandten  Gegenstände  im  Zusammenhange  zu  behan- 
deln.  Wir  halten  diese  Schrift  jedenfalls  sehr  verdienstlich,  und 
glauben,  dass  der  Herr  Verfasser  seinen  vorher  näher  bezeichne- 
ten Zweck  durch  dieselbe  vollständig  erreichen  wird,  bekennen 
auch  gern,  dass  wir  als  Laie  sehr  viele  Belehrung  aus  derselben 
geschöpft  haben,  und  glauben  daher  den  Lesern  unserer  Zeit- 
schrift einen  gleichen  Genuss  bei  der  Lecture  dieser  Schrillt  ver- 
sprechen zu  dürfen,  weshalb  wir  dieselbe  zu  recht  sorgfaltiger 
Beachtung  aus  Ueherzeugung  empfehlen.    Die  folgende  allgemeine 
Uebersicbt  des  Inhalts  wird  zeigen,  wie  reichhaltig  das  sich  hier 
vorfindende  Material  ist,  und  wie  sehr  der  Herr  Verfasser  überall 
den  Gesichtspunkt  auf  die  praktische  Anwendung  im  Auge  be- 
halten bat.    Der  Inhalt  der  ersten  Lieferung  ist  folgender:  I.  Die 
Violine.  —  2.  Die  Violine  (Fortsetzung).  —  3.  Die  Akustik  der 
Gebäude.  —  4.  Das  Pianoforte  und  die  Harfe.  —  5.  Die  harmo- 
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—  6.  Ueber  Harmonie  and  Melodie.  —  7.  Die  harmonischen  Ober- 
töne. Schwingungen  von  Platten,  Glocken,  Häuten  und  Stäben. 
Resonanz.  Der  Inhalt  der  zweiten  Lieferung,  deren  Erscheinen 
wir  mit  Verlangen  entgegensehen,  wird  der  folgende  sein:  8.  Flö- 
tenpfeifen und  Zungenpfeifen.  —  9.  Die  Orgel.  —  10.  Die  Blas- 
instrumente des  Orchesters.  —  11.  Die  Blasinstrumente  des  Or- 
chesters (Fortsetzung).  —  12.  Die  Stimmung  und  Tonmessung.  - 

13.  Die  Musikinstrumente  verschiedener  Völker  und  Zeiten.  — ■ 

14.  Die  menschliche  Stimme  und  das  Gehör. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.   (S.  Liter.  Ber.  Nr.  XCVIL  S.  16.) 

Jahrgang  1855.  Band  XV.  1.  Heft.  S.  6.  Schreibendes 
Herrn  Dr.  August  Beer  über  die  Richtungen  der  Schwingungen 
des  Lichtäthers  im  polarisirten  Lichte.  —  S.  45.  Zenger:  Ueber 
eine  indirecte  Methode,  die  loclination  zu  bestimmen.  —  S.  86. 
Haidinger:  Die  zwei  Hypothesen  der  Richtung  der  Schwingun- 
gen des  Lichtäthers  nach  ihrer  Wahrscheinlichkeit  —  S.  91.  Horn- 
stein:   Ueber  die  Bahn  der  Calliope. 

Jahrgang  1855.  Band  XV.  2.  Heft.  S.  113.  Knochen- 
hauer: Ueber  die  inducirte  Ladung  der  Nebenbatterie  in  ihrem 
Maximum.  —  S.  200.  Schabus:  Krystallographische  Untersu- 
chungen. —  S.  210.  Stampfer:  Bericht  über  die  folgende  Ab- 
handlung des  Dr.  A.  Winckler,  betreffend  das  Problem  der  vier 
Punkte  bei  Anwendung  des  Messtisches  (mit  I  Tafel).  —  S.  217. 
WMuckler:  Ueber  das  Problem  der  vier  Punkte  bei  Anwendung 
des  Messtisches  (mit  1  Tafel).  —  S.  270.  Grailich:  Ueber  eine 
merkwürdige  Krystallbildung  am  Salmiak.  —  S.  279.  Puschl: 
Ueber  die  Einwirkung  von  Licht-  und  Wärmequellen  auf  beweg- 
liche Massentheilchen.  —  S.  311.  Grailich:  Ueber  die  Brechung 
und  Reflexion  des  Lichts  an  Zwillingsflächen  optisch  -  einaxiger 
Kry stalle.  —  S.  319.  Jäger:  Ergebnisse  der  Untersuchung  des 
menschlichen  Auges  mit  dem  Augenspiegel  (mit  8  Tafeln). 

Jahrgang  1855.  Band  XV.  3.  Heft  S.351.  Haidinger: 
Das  Stauroskop,  ein  optisch -mineralogischer  Apparat  von  Herrn 
Franz  v.  Kobelk.  —  S.  368.  Russegger:  Das  Erdbeben  in 
Scheranitz  am  31.  Jänner  1855.  —  S.  370.  Kreil:  Ueber  eioen 
neuen  Erdbebenmesser.  —  S.372.  Magnetische  und  geographische 
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Ortsbestimmungen  an  den  Küsten  des  asiatischen  Golfes  im  Jahre 
1854.  —  S.  401.  Zenger:  Theorie  der  Aequatoreal  Boussole  uod 
ihre  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Iaclination.  —  S.  417.  Horn- 
stein:  Ueber  die  Hahn  der  Calliope. 

Jahrgang  1855.  Band  XVI.  1.  Heft.  S.  9.  Fialkowski: 
Construction  des  Kreises  und  der  Ellipse.  (Eine  sehr  ausführ- 
liche Abhandlung  von  104  Seiten ,  die  viele  bemerkenswerte  Con- 
structionen  enthält,  und  sowohl  in  geometrischer,  als  technischer 


S.  113.  Haidiiiger:  Die  konische  Refraction  am  Diopsid,  nebst 
Bemerkungen  über  einige  Erscheinungen  der  konischen  Refraction 
am  Aragon.  —  S.  140.  Zantödescni:  Deila  interferenza  lumi- 
nosa,  che  presenta  il  lilo  metallico  comune  a  due  circuiti  chiusi, 
e  dello  stato  d'incadescenza  delle  parti  del  circuito,  che  non  sono 
corauni  ad  ambedue;  con  alcune  osservazioni  sulla  natura  deü' 
elettrico,  calorico  e  luce  e  della  loro  reciproca  dipendenza.  — 
S.  180.  Sedlaczek:  Der  Copir-Zirkel,  eine  einfache  Einrichtung 
des  Pantographen.  —  S.  187.  St  eil  wag  v.  Carion:  Die  Acco- 
modationsfehler  des  Auges.  (Eine  ziemlich  ausgedehnte,  in  opti- 
scher Rücksicht  sehr  beachtenswerte  Abhandlung  ) 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
zu  Bern.  Nr.  331-347.  ( Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XCV.  S.U.) 

R.  Wolf:  Zur  Erinnerung  an  Jakob  Bernoulli.  Nr.  331 
— 333.  —  C.  Brunner:  Ueber  quantitative  Bestimmung  der  Schwe- 
felsäure. Nr.  331-333.  -  R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der 
Mathematik  und  Physik  in  der  Schweiz.  (Joh.  Jakob  Sprü'ngli 
und  seine  klimatologischen  Beohachtungen  in  den  Jahren  1/59 
—1802.)  Nr.  334—337.  —  R.  Wolf:  Ueber  den  Ozongehalt  der 
Luft  und  seinen  Zusammenhang  mit  der  Mortalität.  Nr.  338—340. 
(Eine  beachtenswerthe  Abhandlung.)  —  M.  Hipp:  Ueber  gleich- 
zeitiges Telegraphiren  in  entgegengesetzten  Richtungen  mittelst  des 
gleichen  Leitungsdrahts.  Nr.  o4l — 342.  (Ein  in  praktischer  Rück- 
sicht beachtenswerter  Aufsatz,  dessen  Resultate  auf  selbst  an- 
gestellten Versuchen  beruhen.)  —  R.  Wolf:  Ueber  den  jährlichen 
Gang  der  Temperatur  in  Bern  und  seiner  Umgebung.  Nr.  343—347. 
—  R.  Wolf:  Nachträgliche  Bemerkung  über  den  Zusammenhang 
des  Ozongehaltes  der  Luft  mit  der  Mortalität.  Nr.  343  —347.  — 
R.  Wolf:  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  uud  Physik 
in  der  Schweiz.  (Samuel  S  tu  der  und  seine  meteorologischen 
Tagebücher.)  Nr.  343—347.  — *  Ausserdem  finden  sich,  wie  immer, 
auch  in  diesen  Nummern  wieder  vielfache  Nachrichten  von  Herrn 
R.  Wolf  über  die  Sternwarte  in  Bern,  die  von  der  Thätigkeit 
dieses  Instituts  ein  sehr  erfreuliches  Bild  liefern.  Die  Breite  sei- 
ner Sternwarte  bestimmte  Herr  R.  Wol f  neuerlich  zu  46°.57/.8",76. 
Sehr  nahe  übereinstimmend  hiermit  fanden  früher  Henry,  Del- 
croz  und  Trechsel  460.57'.8",68.  Eschmann's  Annahme  in 
seinen  „Ergebnissen  der  trigonometrischen  Vermessun- 
gen in  der  Schweiz"  zu  46°.57'.6",02  scheint  hiernach  weniger 
Vertrauen  zu  verdienen.  Auch  die  Beobachtung  an  einer  Erdbat- 
terie auf  S.  127  ff.  ist  interessant. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Academie  Royale  des  sciences,  des  lettre*  et  des 
heaux-arts  deBelgique.  Bibliographie  acadömique  ou 
liste  des  ouvrages  publies  par  les  membres,  corres- 
pondants  et  associös  residants.    Bruxelles  1855. 

Die  Königlich  Belgische  Akademie  der  Wissenschaften  hat, 
ebenso  wie  dies  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien 
und  München  bereits  geschehen  ist  (m.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XCV1I), 
nun  auch  die  obige  Bibliographie,  d.  h.  ein  Verzeichniss  der  von 
ihren  Mitgliedern  herausgegebenen  Schriften  veröffentlicht.  Wie 
sehr  solche  Publicationen  literarisch  und  historisch  wichtig  sind, 
haben  wir  schon  bei  Gelegenheit  der  Anzeige  der  Almanache  der 
beiden  vorher  genannten  deutschen  Akademien  a.  a.  O.  hervorge- 
hoben, und  brauchen  daher  nicht  erst  besonders  zu  versichern, 
eine  wie  grosse  Freude  uns  durch  das  Erscheinen  der  obigen  Bi- 
bliographie der  Belgischen  Akademie  gemacht  worden  ist.  Die 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brüssel  gehört  ebenso,  wie  die 
Akademien  der  Wissenschaften  zu  Wien  und  München,  jeden- 
falls zu  den  gelehrten  Körperschaften  dieser  Art,  welche  durch 
den  grossen  Umfang  und  die  Wichtigkeit  ihrer  Leistungen  am 
meisten  zur  Förderung  der  Wissenschaften  beitragen.    Nicht  genug, 
dass  die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Brüssel  ihr  Annu- 
aire,  ihre  sehr  umfangreichen  Bullet  ins,  deren  Inhalt  von  Jahr 
zu  Jahr  an  Wichtigkeit  zunimmt,  und  die  verschiedenen  Samm- 
lungen ihrer  Mömoires  mit  der  grössten  Regelmassigkeit  her- 
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ausgiebt,  widmet  sie  sich  noch  ausserdem  speciellen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen ,  unter  denen,  was  die  uns  in  dieser  Zeit- 
schrift allein  angehenden  Wissenschaften  betrifft,  die  Observa- 
tions  des  Phänomenes  periodiques  oben  an  stehen,  ein 
grossartiges  Unternehmen,  welches  durch  den  in  so  vielen  Bezie- 
hungen so  hoch  verdienten  Quetelet  ins  Leben  gerufen  worden 
ist,  und  von  demselben  immer  noch  geleitet  wird,  wozu  wir  diesen» 
trefflichen  Gelehrten  noch  langes  Leben  und  ungeschwächte  Kraft 
und  Gesundheit  aus  dem  Grunde  unsers  Herzens  wünschen.  Und 
in  wie  liberaler  Weise  die  Hohe  Königlich  Belgische  Regierung 
alle  solche  wissenschaftliche  Arbeiten  und  Unternehmungen  be- 
günstigt und  unterstützt,  ist  so  allgemein  bekannt  und  von  den 
Gelehrten  längst  mit  dem  grössten  Danke  so  sehr  anerkannt,  dass 
es  ganz  unnütz  sein  würde,  darüber  hier  noch  ein  Wort  zu  ver- 
lieren.   Bei  der  Wichtigkeit  der  Arbeiten  der  Königlich- Belgischen 
Akademie  der  Wissenschaften  rouss  es  daher  für  jeden  Freund 
der  Wissenschaft  im  höchsten  Grade  interessant  und  wichtig  sein, 
in  der  vorliegenden  Bibliograp b ie  ein  Verzeichniss  der  Schriften 
der  Mitglieder   dieser  gelehrten  Körperschaft  zu  finden.  Wir 
brauchen  aus  der  Classe  des  sciences.    Sectio  o  des  sei- 
ences  mathe*matiques  et  physiques  nur  die  keinem  Mathe- 
matiker und  Physiker  unbekannten  Namen  unter  den  Mitglie- 
dern: Quetelet,  Pagani,  Ti  mm  e  rmans,  Crahay,  Plateau, 
Nerenburger,  Schaar,  Liagre;  unter  den  Correspondenten: 
Duprez,  Maus,  Meyer,  Brasseur,  Uonny;  unter  den  As- 
socies  die  Namen:  La m arle,  Schwann  zu  nennen,  um  unsere 
Leser  auf  die  grosse  Wichtigkeit  dieser  Bibliographie  aufmerksam 
zu  machen,  und  schliessen  mit  dem  Wunsche,  dass  es  der  König- 
lichen Akademie  der  Wissenschaften  in  Brüssel  gefallen  möge, 
dieses  wichtige  literarische  Werk  durch  Nachträge  von  Jahr  zu 
Jahr  immer  mehr  und  mehr  zu  vervollständigen,  wofür  ihr  jeder 
Freund  der  Wissenschaft  sich  zu  dem  wärmsten  Danke  verpflichtet 
fühlen  wird. 

Annuaire  de  l'Academie  Royale  des  sciences,  des 
lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique.  1855.  Vingt  et 
unleme  annee  Bruxelles.  1855. 

Der  Inhalt  dieses  Annuaire  ist  schon  deshalb  sehr  interessant, 
weil  er  uns  ein  sehr  lebhaftes  Bild  von  der  Organisation  und  den 
Arbeiten  einer  der  wichtigsten  und  tbatigsten  Akademien  der 
Wissenschaften  vorfuhrt.  Ganz  besonderes  Interesse  gewähren  aber 
auch  die  darin  enthaltenen  Necrologe  verstorbener  Mitglieder.  Die 
Notice  sur  G.  I.  A.Baron  de  Stassart,  des  vieljährigen  DU 
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rectors  der  Königlich  Belgischen  Akademie,  ist  zwar  nicht  für 
den  Mathematiker  und  Physiker  von  besonderem  Interesse;  wer 
aber,  wie  der  Unterzeichnete,  lebhafte  Erinnerungen  aus  der  Zeit 
Napoleons  1.  bewahrt  und  diese  Zeit  grösstenteils  mit  durch- 
lebt hat,  wird  sich  jedenfalls  von  dieser  Biographie  sehr  angezogen 
fühlen  und  dieselbe  mit  dem  grössten  Interesse  lesen,  selbst  wenn 
er  sich  für  Stassart  als  Dichter  weniger  interessiren  sollte,  wenn 
auch  Fabeln  wie  die  p.  108  — p.  110.  mitgetheilte : 

J'ai  lu  qu'en  Aileraagne  ou  bien  en  Italic.  ... 
Le  Heu  n'importe,  nies  amis; 
Un  Dom  fuei  leinen  t  s'oublie  etc. 

jedenfalls  einen  grossen  Genuss  gewähren.  Höchst  interessant 
aber  für  den  Mathematiker  und  Physiker  sind  die  von  Herrn 
Quetelet  mitget  heilten  Züge  aus  Arago's  Leben.  Eine  voll« 
ständige  Biographie  dieses  grossen  Physikers  zu  schreiben,  war 
nicht  Herrn  Quetelet' s  Absicht,  indem  er  nur  einzelne  Züge 
aus  diesem  reichen,  der  Wissenschaft  gewidmeten  Leben  mittbeileu 
wollte,  die  deshalb  um  so  interessanter  sind  und  ein  um  so  leb- 
hafteres Bild  gewähren,  weil  Herr  Quetelet  das,  was  er 
erzählt,  grösstenteils  mit  erlebte.  Wir  müssen  daher  unsere 
Leser  dringend  auf  diese  Biographische  Notiz  aufmerksam  machen, 
und  versprechen  ihnen  eine  im  höchsten  Grade  interessante  Leetüre. 
So  erzählt  z.  B.Herr  Quetelet  p.  186.  von  Ära  go  folgenden  Zug: 
„Sur  le  chemin  de  fer  de  Gand,  il  renouvela,  ä  notre  profit,  un 
petit  stratageme  qui,  bien  qu  ancien,  lui  reussit  ä  merveille.  Un 
gros  homme  nous  derangeait;  il  occupait  eVidemment  dans  la 
voiture,  outre  sa  place,  une  bonne  partie  de  celle  qui  nousappar- 
tenait.  Laissez  moi  faire  dit  Arago,  je  vais  vous  en  delivrer; 
puis,  il  se  mit  ä  peindre,  sous  les  couleurs  les  plus  sombres,  les 
dangers  des  ch  ein  ins  de  fer,  les  explosions  des  machines,  les 
deraillements,  les  rencontres  accidentelles,  les  voitures  brisees,  les 
voyageurs  blosses  ou  tue's.  La  figure  du  voisin  incommode  se 
rembrunissait  progressivement;  notre  homme  s'agitait  et  se  dtfme- 
nait  sur  sa  place;  enfin  il  ne  put  plus  y  tenir,  quand  vint  le  röcit 
lamentable  d'une  explosion  recentc  qui  avait  projete  au  milieu  des 
champs,  en  memo  temps  que  les  debris  d'une  chaudiere,  les 
membres  palpitants  du  malheureux  chauffeur  et  de  je  ne  sais 
com  bien  d'autres  victimes.  Arrive  a  cet  episode,  notre  homme 
partit  aussitöt  en  grommelant  et  alla  chercher  gite  dans  le  com« 
partimentvo  isin,  tandis  qu'Arago  riait,  comme  un  enfant,  du  tour 
qu'il  venait  de  lui  jouer."  Gegen  Ende  seiner  interessanten  JNotice 
sagt  Herr  Quetelet:  „Arago  etait  certainement  und  des  hommes 
les  plus  probes  et  les  plus  deVmteresses  qui  aient  jamais  passe 
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par  les  emplois  publies.  Le  produit  de  ses  traitements  reunis 
etait  absorbe  par  ses  travaux  scientifiques,  par  des  bonnes  actions, 
et  par  les  exigences  de  sa  place."  Der  Kaum  verbietet  uns  leider 
weitere  Mittheilungen,  weshalb  wir  unsere  Leser  nochmals  drin- 
gend  auf  die  Schrift  selbst  verweisen.  G. 


Physik. 

Ueber  die  Sicherheit  barometrischer  Höbenmes- 
sungen.  Von  Ä.  I.  Pick,  Assistenten  der  k.  k.  Stern- 
warte zu  Wien.  (Aus  dem  Maihefte  des  Jahrganges 
1855  der  Sitzungsberichte  der  mathem.  naturw.  Classe 
der  k.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien  besonders  abgedruckt.) 

Herr  Pick  hat  mit  dieser  sehr  gründlichen  Untersuchung  über 
die  Sicherheit  barometrischer  Höhenmessungen  der  Wissenschaft 
einen  wesentlichen  Dienst  geleistet,  indem  es  für  alle  Anwendungen, 
die  man  von  einer  Methode  macht,  jedenfalls  ganz  besonders 
schädlich  ist,  wenn  man  das,  was  die  Methode  zu  leisten  im  Stande 
ist,  überschätzt.  Solche  Ueberschätzungen  ihres  Werths  und  ihrer 
Leistungen  hat  sich  die  Methode  des  barometrischen  Höhenmessens 
leider  vielfach  gefallen  lassen  müssen,  und  mancher  Physiker  hat 
wohl  geglaubt  eine  Höhe  von  einigen  20  Fussen,  deren  Gipfel  und 
Fuss  eine  halbe  Meile  von  einander  entfernt  waren,  mit  dem  Ba- 
rometer messen  zu  können,  indem  er  sich  mit  demselben  auf  dem 
Gipfel  aufstellte  und  mit  dem  nämlichen  Instrumente  dann  ge- 
müthlich  nach  dem  Fusse  wandelte.  Freilich  musste  er  zuletzt 
selbst  staunen,  was  für  Unsinn  herauskam,  wenn  man  namentlich 
das  Resultat  mit  dem  Resultate  eines  genauen  Nivellements,  das 
nach  unserer  Meinung  in  solchen  Fällen  nur  allein  mit  hinreichender 
Sicherheit  anwendbar  ist,  verglich.  Wir  danken  daher  Herrn  Pick 
im  Interesse  der  Wissenschaft  aufrichtig  für  diese  gründliche 
Untersuchung,  und  empfehlen  dieselbe  jedem  Physiker  zur  sorgfäl- 
tigsten Beachtung,  insbesondere  auch  deshalb,  weil  Her  Pick  sieb 
keineswegs  bloss  mit  der  Erörterung  der  durch  äussere  Umstände 
veranlassten  Unsicherheiten  begnügt,  sondern  auch  die  Methode 
in  theoretischer* Rücksicht  sehr  sorgfältig  discutirt  hat.  Auf  Ein- 
zelnheiten einzugehen,  gestattet  hier  leider  der  Raum  nicht.  Aber 
das  Resultat  der  ganzen  Untersuchung  hier  anzugeben,  scheint  uns 
in  mehrfacher  Beziehung  zweckmässig  und  lehrreich ,  und  seiner 
sehr  zu  wünschenden  weiteren  Verbreitung  forderlich  zu  sein. 
Dieses  Resultat  ist  folgendes: 
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„1.  Höhendifferenzen  aus  einzelnen  Barometer -Beobachtungen 
sind  durchaus  unzuverlässig,  und  alle  Vorsichtsmaasregeln 
reichen  nicht  aus,  um  auch  nur  die  Grenzen  der  Verlässlichkeit 
angeben  zu  können.*' 

„2.  Nimmt  man  statt  einzelner  Beobachtungen  Mittel,  so  werden 
die  Grenzen  der  Unsicherheit  allerdings  im  Allgemeinen  enger, 
jedoch  ohne  dass  mit  einer  Verlängerung  der  Beobachtungsperiode 
auch  eine  Verbesserung  der  Höhendifferenz  erfolgen  müsste,  und 
selbst  Jahresmittel,  ja  Mittel  mehrerer  aufeinander  folgender  Jahre, 
gewähren  noch  lange  nicht  die  Sicherheit  trigonometrischer  Mes- 
sungen.'**) 


*)  Der  Unterzeichnet«  darf  sich  wohl  erlauben,  seine  im  Jahre  1842 
gemachte  barometrische  Bestimmung  der  Hübe  der  Sternwarte  zu  Mün- 
chen über  dem  Spiegel  der  Ostsee  aus  correspondirenden  Beobachtungen 
in  M  ünchen  und  Greifswald  als  ein  Beispiel  einer  solchen  Bestimmung 
aus  einer  gvösseren  Anzahl  von  Beobachtungen  in's  Gedächtniss  zurück- 
zurufen. Die  Beobachtungen  umfaasten  die  Tage  vom  17.  September 
bis  2.  October  1842.  Die  täglichen  Beobachtungszeiten  waren  VIII,  IX, 
X,  XI,  XII,  I,  II,  III,  IV  Uhr.    Die  Rosultate  waren  folgende: 


Mittel  zwischen  den  berechneten  Höhen 
für  die  einzelnen  Stunden. 


Stunde. 

Mittlere  Höhe. 

Abweichung  vom  Mittel. 

VIII 

519»»,67 

—  9»»,09 

IX 

524  ,62 

—  4 

.14 

X 

528  ,37 

-0 

,39 

XI 

529  ,60 

+  0 

,84 

XII 

530  ,32 

+  1 

,91  ■ 

1 

532  .32 

+  3 

,56 

II 

532  ,52 

+  3 

,T6 

111 

532  ,08 

+  3 

,32 

IV 

528  ,97 

+  o 

,21 

Mittel. 

528,76 

Summe  —0,02 
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„3.  Die  Ursachen  der  grossen  Varianten  liegen  nicht,  oder 
doch  nur  theiltveise  in  der  Unkenntniss  des  Ganges  der  Tempe- 
ratur, nicht  in  dem  Gange  der  Winde  in  den  unteren  Schichten  der 
Luft,  wenigstens  nicht  nach  der  Kämtz' sehen  und  Brand  es 'sehen 
Hypothese,  selbst  die  allerdings  unzweifelhaft  erwiesene  Abhän- 
gigkeit von  den  Tages-  und  Jahreszeiten  reicht  zu  der  Erklärung 
lange  nicht  aus;  —  kurz  man  kennt  die  hier  wirkenden  Momente 
nicht,  und  es  müssten  grossere  Reihen  eigens  hiezu  angestellter 
Beobachtungen  einer  Untersuchung  unterzogen  werden,  um  hierüber 
weitere  Aufschlüsse  zu  geben,  wobei  man  so  weit  es  möglich  auf 
die  verschiedene  Richtung  des  Windes  in  den  verschiedenen 
ober  einander  liegenden  Schichten  der  Atmosphäre  besonders  Ruck- 
eicht zu  nehmen  hätte! 

„Wir  müssen  uns  begnügen  biossauf  die  grosse  Unzuverlässigkeit 
barometrischer  Höhenmessungen  aufmerksam  gemacht  zu  haben" 

und  dass  dies  mit  so  viel  Gründlichkeit  und  Umsicht  geschehen 
Ist,  dafür  danken  wir  Herrn  Pick  im  Namen  der  Wissenschaft. 

Fürsük  tili  en  mathematisk  Theorie  für  det  Ther- 
mometriska  värmet  af  And.  Jon  Ängstrom,  Astronomie 
Observator,  Ledamotaf  Kongl.  Ve tenskaps- Academien 
i  Stockholm  och  Kongl.  Vetenskaps-Societeten  i  Up- 
eala.  Första  häftet.  Upsala.  1854.4. 

Diese  sehr  scharfsinnige  mathematische  Theorie  der  tbermo- 
metrischen  Wärme,  deren  Verfasser  sich  überall  mit  den  neuesten 
Fortschritten  der  mathematischen  Analysis,  die  hier  in  grosser 
Ausdehnung  in  Anwendung  gebracht  worden  ist,  vollkommen  ver- 
traut  zeigt,  müssen  wir  allen  mathematischen  Physikern  zur  sorg- 
faltigsten Beachtung  dringend  empfehlen,  ohne  dass  der  Raum 


Nach  noch  einigen  Reductionen  ergab  sich  die  Höhe  von  München 
über  dem  Nullpunkte  meines  Barometers  =1625,4  par.  Fuss.  Nach  einer 
Schätzung  beträgt  die  Höhe  des  Nullpunktes  meines  Barometers  über  dem 
Spiegel  der  Ostsee  etwa  35  Fuss;  dies  giebt  also  Höhe  von  München 
über  der  Ostsee  =1660,4  par«  Fuss.  Mun  cke  (Physika!.  Wörterb.  BandV. 
S.  373)  setzt  die  Höbe  von  München  =1658  par.  Fuss,  was  sehr  nahe 
mit  mei  ner  Bestimmung  übereinstimmt  (die  Resultate  meiner  Messungen 
sind  ausführlich  mitgetheilt  in  den  Annalenfür  Meteorologie,  Erd- 
magnetimus  und  verwandte  Gegenstände,  redigirt  vonGru- 
nert,  Ko  1 1  er ,  K  rei  1,  L  am  o  n  t ,  Pli  en  in  g  e  r ,  Quetelet,  Stieffei, 
herausgegeben  von  Lamont.    Jahrgang  1844.  IX.  Heft.  S.  89) 

Grunert. 
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uns  hier  gestattet,  weiter  auf  dieselbe  einzugehen.  Wir  können 
nur  im  Allgemeinen  bemerken,  dass  dieses  erste  Heft  nach  einer 
Einleitung,  welche  theils  historischen  und  literarischen  Inhalts  ist, 
theils  den  Standpunkt,  den  der  Verfasser  einnimmt,  näher  bezeichnet, 
die  erste  Abtheilung  der  ganzen  Arbeit,  welche  A.  Thermo- 
Statik  überschrieben  ist,  enthält.  Dem  Erscheinen  der  weiteren 
nicht  bloss  in  physikalischer,  sondern  auch  in  mathematischer  Rück- 
sicht höchst  lehrreichen  Untersuchungen  des  Herrn  Verfassers 
sehen  wir  mit  Verlangen  entgegen. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  I'  Academie  Royale  des  seien  ce*.  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique  (vergl.  Lifterar. 
Ber.  Nr.  XCI.  S.8.) 

Tome  XXI.  IIme  Partie.  1854.  p.  4.  Difference  des  longitudes 
de  Bruxelles  et  de  Green  wich;  note  de  M.  A.  Quetelet.  —  p.6. 
Sur  lelectricite  des  nuages  orageux;  par  M.  A.  Quetelet,  (ein 
sehr  lesenswerther,  mit  grosser  Klarheit  geschriebener  und  für 
die  Erklärung  der  betreffenden  Erscheinungen  wichtiger  Aufsatz.).  — 

p.140.  Note  sur  les  deux  equations  fondamentales  \\m^^~^ — ~— 

=  f(z)  et  dy  =  P(x).<dx;  par  M.  Lamarle.  (ein  für  die  Me- 
taphysik der  Differentialrechnung  interessanter  und  wichtiger  Auf- 
satz.). —  p.  162.  Etudes  experimentales  sur  la  stadia-nivelante; 
par  M.  le  capitaiue  Liagre  (alle  Geodäten  machen  wir  auf  diese 
Abhandlung  aufmerksam).  —  p.  209.  Elements  de  la  comete  de 
mars  1854,  calcules  par  M.  Em.  Quetelet.  —  p.  539.  Sur  la 
direction  et  la  grandeur  des  soulevements  qui  ont  affecte  ie  sol 
de  la  Belgique;  par  M.  I.  C.  Houzeau.  —  p.  552.  Sur  l'influence 
magndtique  du  soleil.  Extrait  d  une  lettre  du  pere  Secchi,  di- 
recteur  de  I'observatoire  du  College  romain  ä  M.  Ad.  Quetelet.  — 
p.  556.  Sur  la  mäteorologie  nautique.  Extrait  dune  lettre  de  M. 
le  professeur  A.  Erman,  de  Berlin,  ä  M.  Ad.  Quetelet.  — . 
p.  562.  Observations  et  recherches  sur  l'intensitö  magnetique  et 
sur  ses  variations  peudant  unepenode  de  25  ans,  de  1829  a  1854; 
par  M.  Ii  a h  m  o  u  d ,  directeur  de  l'Observatoire  de  Caire.  (Diese  wich- 
tige  Abhandlung  eines  egyptischen  Astronomen  ist  auch  in  einem 
besonderen  Abdrucke  erschienen.).  —  p.650.  Sur  la  tälegraphie 
electrique.  Extrait  dune  lettre  de  M.  le  prof.  Zantedeschi, 
de  Padoue,  a  M.  Quetelet.  —  p.  658.  Methode  pour  de"terminer 
la  latitude,  par  les  observations  multiples  d  une  etoile,  faites  dans 
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le  voisinage  de  sa  plus  grande  elongation;  par  M.  Liagre.  (Man 
weiss,  dass  man  in  neuerer  Zeit  vielfach  die  Messung  von  Azinm- 
thal-Winkeln  statt  der  Vertikal wiukel  zur  Bestimmung  der  Breite  in 
Vorschlag  gebracht  hat;  hierzu  liefert  der  Aufsatz  des  Herrn 
Liagre  einen  sehr  verdienstlichen  weiteren  Beitrag.)-  —  p.  825.  Sur 
unprojet  de  machine  eMertro-magnetique-atmospherique.  par  M.  La  I  - 
lemand.  —  p.  833.  Sur  le  memoire  de  M.  Montigny  intitule: 
Essai  sur  des  effets  de  reTraction  et  de  dispersion  produits  par 
l'atmosphere  (Suite).    Rapport  de  31.  Plateau  et  de  M.  Duprez. 

Tome  XXII.  I"  Partie  1855.  p.  10.  De  l'influence  des  tem- 
peratures  sur  le  developpement  de  la  Vegetation;  par  M.  Que- 
telet.  —  p.  208.  Sur  la  boussole  electro -niagnetique,  proposee 
par  M  Gloesener,  prof.  de  physique  ä  l'universite  de  Liege. 
Rapport  de  M.  Maus.  p.  213.  Rapport  de  M.  Ad.  De  Vaux.  — 
p.  216.  Sur  l'extension  qu'a  prise  en  Allemagne  l'observation  des 
ph^nomenes  periodiques;  note  par  M.  Quetelet.  —  p. 219.  Sur 
differentes  questions  de  meteorologie.  Lettre  de  M.  Karnitz  ä 
M.  Quetelet.  —  p.  232.  Note  sur  un  moyen  tres  simple  d'aug- 
menter  dans  une  proportion  notable  la  resistance  d'une  piece  pris- 
matique  chargee  uniformement;  par  M.  E.  Lamarle.  —  p.  363.  * 
täclipse  Iunaire  du  2  mai  1855.  Note  de  M.  Quetelet.  — •  p.  365. 
Valeur  absolu  de  la  declinaison  et  de  l'inclinaison  magnetique. 
Note  de  M.  Quetelet.  —  p.  369.  Resultats  d'  observatious  as- 
tronomiques  et  magnetiques  faites  en  Espagne  et  en  France  aux 
mois  damit  et  de  septembre  1853.  Extrait  d'une  lettre  de  M.  A. 
Erman  de  Berlin  ä  M.  Quetelet.  —  p.  473.  Recherches  sur  Ies 
cbaleurs  specifiques  de  quelques  metaux  ä  differentes  temperatures 
par  M.  E.  Bede.  Rapport  de  M.  Crahay.  —  p. 479.  Sur  la 
relation  entre  Ies  temperatures  et  la  duree  de  la  Vegetation  des 
plantes;  par  M.  Ad.  Quetelet.  —  p.491.  Sur  la  lunette  me- 
ridienne  aveq  cercle  de  Gambey  et  sur  le  niveau  fixe  qui  y  est 
attache;  par  M.  M.  Ad.  et  Ernest  Quetelet  (ein  in  astronomi- 
scher Rücksicht  mehrfaches  Interesse  darbietender  Aufsatz.).  — 
p.  503.  Note  sur  un  moyen  notable  tres  simple  d'augmenter  dans 
une  proportion  la  resistance  d  une  piece  prismatique  chargee  uni- 
formement; parM.  Lamarle  (Deuxieme  partie).  —  p.  526.  Note 
sur  les  tremblements  de  terre  en  1854,  avec  Supplements  pour 
Ies  annees  antärieures;  par  M.  Alexis  Perrey. 
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